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Vorwort der Herausgeber. 


Endlich kann auch der erste Band dieser Ausgabe erscheinen. Das ihm 
beigegebene Bild beruht auf einer Photographie, die 1882 aufgenommen ist. 

Von den in Band I enthaltenen 30 Abhandlungen sind die ersten 16 früher 
geschrieben und, mit Ausnahme von II, VII und XV, auch früher veröffent- 
licht als alle in den Bänden III—VI vereinigten. Man findet darin insbesondere 
Lies erste Darstellungen der geometrischen Entdeckungen, die seinen Namen 
sogleich in der ganzen mathematischen Welt bekannt gemacht haben. 

Der eine von uns, Engel, hat seinerzeit die Ausgabe mit den Abhandlun- 
gen über Differentialgleichungen begonnen und dann die über kontinuierliche 
Transformationsgruppen folgen lassen, während er die wesentlich geometrischen 
bis zuletzt aufsparte. Er hat dieses Verfahren deshalb gewählt, weil gerade die 
geometrischen Abhandlungen an den Leser zum Teil ganz ungewöhnliche 
Anforderungen stellen, während ihm die für Band III bis VI bestimmten 
wesentlich leichter zugänglich erschienen und auch viel genauer bekannt 
waren. Er hoffte, man werde besser und tiefer in das Verständnis der geo- 
metrischen Abhandlungen eindringen können, wenn vorher die über Differen- 
tialgleichungen und Transformationsgruppen vollständig durchgearbeitet 
wären. Das hat sich in der Tat bestätigt. Wenn wir auch nicht den Anspruch 
erheben können, alle Schwierigkeiten überwunden zu haben, welche besonders 
die Abhandlungen I bis XVI des vorliegenden Bandes dem Leser bieten, so 
würde es uns doch zweifellos an einer sehr großen Zahl von Stellen nicht ge- 
lungen sein, zu erraten, was Lie gemeint und wie er einzelne seiner Behaup- 
tungen begründet hat, hätten wir nicht für die geometrischen Arbeiten alle die 
Hilfsmittel heranziehen können, welche die genaue Kenntnis der Arbeiten über 
Differentialgleichungen und Transformationsgruppen gewährt. 

Da sich Engel keineswegs für einen Geometer ausgeben kann — er würde 
auch von Lie selbst nie als ein solcher anerkannt worden sein —, so bot der 
andere von uns, Heegaard, gerade für die Herausgabe der geometrischen Ab- 
handlungen die dringend notwendige Ergänzung. Leider ist dieser durch seine 
Lehrtätigkeit und durch andere, immer neu auftauchende Verpflichtungen 
so in Anspruch genommen gewesen, daß von Abhandlung XI an die Aus- 
arbeitung der Anmerkungen von Engel allein besorgt werden mußte.t) 

Die Abhandlungen I, III und IV sind die ersten Arbeiten, die Lie ver- 
öffentlicht hat. Abhandlung II dagegen ist erst nach seinem Tode, 1899, von 





1) Es drängt mich, hier eine persönliche Bemerkung hinzuzufügen. Engel 
ist sicher im Augenblicke der beste Kenner von Lies gesamtem Schaffen und 
insbesondere von dem Inhalte der bisher erschienenen Bände III bis VI. Seine 
Anmerkungen zu den geometrischen Abhandlungen tragen durch die große Zahl 
der Verweisungen nicht wenig dazu bei, alle Abhandlungen zu einer organisch 
zusammenhängenden Einheit zu verknüpfen. Poul Heegaard. 
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Sylow herausgegeben worden und hat heutzutage nur noch geschichtlichen 
Wert, da ihr Inhalt in III ausführlich dargestellt wird. Aber auf die anderen 
drei müssen wir etwas näher eingehen, denn sie sind zur Zeit wohl vollständig 
unbekannt und haben sicher auch in den Jahren nach ihrem Erscheinen nur 
wenig Leser gefunden. Man kann sogar zweifeln, ob damals auch nur ein Mathe- 
matiker sich die Mühe gemacht hat, sie wirklich durchzuarbeiten. Namentlich 
wird das von der selbst heute noch recht schwer lesbaren Abhandlung IV gelten. 

Die Aufgabe, mit der sich Lies Erstlingsarbeiten beschäftigen, nämlich 
die Veranschaulichung der komplexen Gebilde der ebenen Geometrie, ist merk- 
würdigerweise schon zehn Jahre früher von einem anderen Norweger behandelt 
worden. Aus der Feder von ©. A. Bjerknes liegt die folgende Schrift vor: 

„Über die geometrische Repräsentation der Gleichungen zwischen zwei 
veränderlichen reellen oder komplexen Größen“. Universitätsprogramm für 
das zweite Halbjahr 1859. Christiania. Gedruckt bei Brögger & Christie. 1859. 
63 8. 4°. 

Nun hat Lie als Student Vorlesungen bei Bjerknes gehört, und es ist 
kaum denkbar, daß er dessen Schrift nieht gesehen haben sollte. Die Kleinheit 
der Verhältnisse an der Universität Christiania, wo in den sechziger Jahren 
Studenten und Dozenten alle einander kannten, scheint das auszuschließen. 
Trotzdem können wir nicht glauben, daß Lie durch dieses Programm zu seinen 
eigenen Untersuchungen angeregt worden ist. Wir sind vielmehr überzeugt, 
daß die Beschäftigung mit Plückers Schriften den Anstoß dazu gegeben hat. 
Plückers Gedanke, den Raum von vier Dimensionen durch die Schar aller 
Geraden des gewöhnlichen Raumes zu veranschaulichen, legt es ja sehr nahe, 
die oo komplexen Geraden der Ebene durch die reellen Geraden des Raumes 
abzubilden. Wir möchten glauben, daß hier die wahre Quelle der Lieschen 
Repräsentation zu suchen ist. Aus dem Bjerknesschen Programme hat er 
augenscheinlich gar nichts entnommen. Da er es nicht nennt, darf man schließen, 
daß er sich bewußt war, ganz selbständig zu seiner Fragestellung gekommen 
zu sein. Daßer, wie Bjerknes, den Ausdruck ‚Repräsentation‘ benutzt, ist 
das einzige, was an seinen Vorgänger erinnert. Es ist das vielleicht kein Zufall, 
läßt aber keine weiteren Schlüsse zu. 

Lie bildet den I-Punkt: X=x2-+iy,Z=2z+1pin dem Raume r,4,3 
ab, und zwar durch den Punkt: = x, = y, 3= z, der mit dem Gewichte p 
versehen ist. Dabei stellt sich heraus, daß jede nicht zur X-Achse parallele 
I-Gerade durch ihre Nullgerade, nämlich durch den Ort der Bilder ihrer Null- 
punkte, der Punkte vom Gewichte Null, vollständig bestimmt ist, und zwar ist 
diese Nullgerade nicht parallel zur Ebene 3 = 0. Umgekehrt repräsentiert jede 
nicht zur Ebene 34 = 0 parallele Gerade eine nicht zur X-Achse parallele J-Gerade. 
Andererseits wird jede zur X-Achse parallele I-Gerade Z = Const. durch eine 
zur Ebene 4 = 0 parallele Ebene repräsentiert, deren Punkte alle gleiches Ge- 
wicht haben. Die Bilder der durch einen I-Punkt gehenden I-Geraden, die nicht 
zur X-Achse parallel sind, bilden nun eine Kongruenz ersten Grades, deren 
besondere Beschaffenheit durch die Eigenschaft gekennzeichnet wird, daß sie 
zu Leitlinien zwei konjugiert imaginäre Gerade durch die Kreispunkte der 
Ebene 3 = 0 hat. Diese Kongruenz kann sogar geradezu als Repräsentant des 
I-Punktes betrachtet werden. Dadurch wird der Gewichtsbegriff für viele Be- 
trachtungen ganz entbehrlich, und die Abbildung der I-Punkte und der I-Ge- 
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raden der Z, X-Ebene auf den Raum r,4,3 erhält eine rein geometrische 
Fassung. 

Was Lie mit dieser seiner Abbildung gemacht hat, davon muß man sich 
selber überzeugen, indem man die drei Abhandlungen durcharbeitet. Wir 
haben unsin den Anmerkungen bemüht, das dem Leser möglichst zu erleichtern ; 
zum Teil durch solche geometrische Betrachtungen, wie sie Lie selbst ange- 
stellt haben mag, meistens aber durch analytische Entwickelungen, die ge- 
statten, Lies Betrachtungen in Formeln zu kleiden und seine Sätze zu beweisen. 
Er selbst deutet ja die Begründung oft nur äußerst kurz an oder überläßt sie 
dem Leser ganz. 

Wer sich in diese Lieschen Abhandlungen einarbeitet, der wird auf Schritt 
und Tritt erkennen, wie sehr Lie die damalige Geometrie der Ebene und des 
Raumes beherrscht, namentlich aber wird er nicht umhin können, die Schärfe 
und Tiefe des Blickes zu bewundern, mit dem Lie überall die Zusammenhänge 
und Beziehungen durchschaut, die bestehen, an denen aber die meisten vor- 
übergehen würden, ohne sie zu bemerken. Das Ganze ist eine Erstlingsleistung, 
die in der Beherrschung des Stoffes überall den Meister verrät, nur erstreckt 
sich diese Meisterschaft nicht auf die Darstellung, die nach der gewöhnlichen 
Art der Anfänger dem Leser viel zu viel zutraut und zumutet. Sieht man aber 
von diesen Mängeln ab, so kann man mit Fug und Recht die Worte anwenden, 
mit denen in Runebergs Fänrik Staäl ein junger Held gefeiert wird, der im 
Alter von noch nicht 16 Jahren gefallene Graf von Schwerin: 


„Ett mästerstycke jag kalla ma 
slik lärospan. 
Vins sadan ära med första sprang, 
hvad hinner han ei, om hans tid blir lang?“ 
Zu deutsch: 
„Ein Meisterstück ich doch nennen muß, 
solch Lehrlingstat. 
Bringt so viel Ehre sein erster Gang, 
was leistet er nicht, wenn sein Tag wird lang?“ 


Welch ein Glück, daß Lie nachher noch 80 Jahre des Schaffens vergönnt ge- 
wesen sind! 

Was den Inhalt der Abhandlungen I, III, IV angeht, so wollen wir hier 
nur das eine hervorheben: Die Transformationen, die später Lies eigenstes 
Arbeitsgebiet werden sollten, spielen auch schon in diesen Erstlingsarbeiten 
eine hervorragende Rolle. Er behandelt die projektiven Transformationen der 
Z, X-Ebene von zwei verschiedenen Gesichtspunkten aus. Einerseits liefert 
jede solche Transformation eine Korrespondenz zwischen zwei Räumen, bei 
welcher den Nullpunkten eines gewissen Hyperboloides mit horizontalen Kreis- 
schnitten die Nullpunkte eines anderen Hyperboloides derselben Art ent- 
sprechen, während gleichzeitig die Geraden beider Räume auf einander abge- 
bildet werden (Abh. I, 8.10; III, S. 24; IV, S. 34£.). Andererseits werden allen 
Nullpunkten des einen Raumes gewisse mit Gewichten behaftete Punkte des 
anderen zugeordnet. Wird von diesen Gewichten abgesehen, so erhält man eine 
Beziehung, die jedem reellen Punkte des einen Raumes einen reellen Punkt 
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des anderen zuordnet, der außerhalb eines gewissen Kegels zweiten Grades 
liegt. Jedem solchen Punkte wiederum entsprechen im allgemeinen zwei ver- 
schiedene Punkte des ersten Raumes, wodurch in diesem eine merkwürdige in- 
volutorische Transformation bestimmt ist (Abh. TV, S. 53—66). Beide Gesichts- 
punkte führen zu einer Fülle der verschiedenartigsten Abbildungen. 

Von den dualistischen Transformationen der Z, X-Ebene werden nur die 
Polarsysteme näher untersucht, die zu einem allgemeinen I-Kegelschnitte gehören 
(Abh. IV, 8.46—53). Den I-Punkten Z, X vom Gewichte Null werden hier 
I-Gerade zugeordnet, deren Bilder im Raume t, 4, 3 die Geraden eines tetrae- 
dralen Komplexes sind. Man erhält daher im Raume t, ), 3 eine Abbildung der 
Punkte auf die Geraden eines solehen Komplexes. Aus der Beziehung zwischen 
Pol und Polare folgt, daß den Punkten jeder Komplexgeraden Komplexgerade 
entsprechen, die durch einen Punkt gehen. Man hat somit eine involutorische 
Zuordnung zwischen den Punkten und den Geraden eines tetraedralen Kom- 
plexes. Lie wurde also hier ganz von selbst auf eine Transformation des Raumes 
geführt, bei der den Punkten gerade Linien entsprechen, andererseits aber 
gewissen geraden Linien die Punkte. 

Er hat damals auch schon die dualistischen Transformationen der Z, X- 
Ebene untersucht, die nicht involutorisch sind. Im Raume 7,4), 5 ergab sich 
eine Zuordnung, bei der den Punkten die Geraden eines Komplexes vom 
zweiten Grade entsprechen, der aus den Treffgeraden eines Kegelschnitts be- 
steht. Gleichzeitig trat ein linearer Linienkomplex auf, dessen Gerade die 
Eigenschaft haben, daß den Punkten einer jeden solche Gerade des Kom- 
plexes zweiten Grades entsprechen, die durch einen Punkt gehen. Die hier- 
durch bestimmte Transformation des Raumes sollte in der nicht erschienenen 
Fortsetzung der Abhandlung IV betrachtet werden. Lie gibt selber an, er habe 
ım Februar 1869 die Transformation entdeckt, welche die Kugeln in die ge- 
raden Linien überführt. Das kann sich nur auf die hier besprochene beziehen, 
vorausgesetzt, daß man den erwähnten Kegelschnitt durch projektive Trans- 
formation in den Kugelkreis übergeführt hat (vgl. 8. 660, 2. 11—13, 8. 663f.). 

Die beiden Transformationen des Raumes, zu denen Lie durch seine Re- 
präsentation der Imaginären geführt worden war, gehören zu der allgemeinen 
Klasse der Berührungstransformationen, die später, als den Punkttransfor- 
mationen neben- oder vielmehr übergeordnet, gerade durch ihn ein so mäch- 
tiges Hilfsmittel der Geometrie und der Analysis werden sollten. Bis dahin 
verwendete man von Transformationen dieser Art nur die Poncelet-Ger- 
gonnesche Dualität, die Plücker bereits verallgemeinert hatte (Abh. XI, 
S. 106—108), ferner als rein analytische Verfahren zur Transformation von 
partiellen Differentialgleichungen die sogenannten Transformationen von 
Legendre und von Ampe£re (Abh. XI, 8.121, 183, 606f£.), die freilich sogar 
für einen Raum von beliebig vielen Dimensionen schon von Euler in seinem 
Caleulus integralis verwendet worden waren (Bd. III d. Ausg., Abh. XII, 
S.159, 671, 622). Noch allgemeinere analytische Umformungen partieller Dif- 
ferentialgleichungen erster Ordnung hatte außerdem Jacobi betrachtet, doch 
sind diese wohl erst wesentlich später zu Lies Kenntnis gekommen. Dasselbe 
gilt von dem Versuche, den P. du Bois-Reymond 1864 gemacht hatte, 
die Theorie der Berührungstransformationen des gewöhnlichen Raumes all- 
gemein zu entwickeln. 
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Jedenfalls war es von der größten Bedeutung, daß Lie, als er im Winter 
1869—70 nach Berlin kam und dort mit F. Klein zusammentraf, bereits grund- 
sätzlich mit solehen Transformationen arbeitete und sie ganz frei handhabte. 
Dem Zusammensein mit Klein ist dann die von diesem ausgearbeitete Ab- 
handlung V zu verdanken, in der tatsächlich eine große Menge von Berührungs- 
transformationen betrachtet werden, die zu dem tetraedralen Komplexe in 
Beziehung stehen (vgl. 8.639—645), solche Berührungstransformationen 
nämlich, bei denen die dreigliedrige projektive Gruppe des Fundamental- 
tetraeders invariant bleibt. 

In Abhandlung V werden nur solche Kurven und Flächen betrachtet, die 
bei der projektiven Gruppe des Fundamentaltetraeders je 00° verschiedene 
Lagen annehmen. F. Klein war es, der darauf aufmerksam machte, daß die 
Kurven, die eine eingliedrige Untergruppe der Gruppe gestatten, und die Flächen, 
die eine zweigliedrige gestatten, die W-Kurven und W-Flächen, besonders 
untersucht werden müssen. So entstanden in Paris die beiden gemeinsamen 
Noten VI, in denen aber wiederum die Berührungstransformationen eine große 
Rolle spielen. Dabei wird eine formelle Vereinfachung benutzt, es wird nämlich 
die projektive Gruppe des Tetraeders durch die logarithmische Transformation 
in die Gruppe der Translationen übergeführt, und nun tatsächlich die unendliche 
Gruppe aller Berührungstransformationen betrachtet, bei denen die Gruppe 
der Translationen invariant bleibt. Zu bemerken ist ferner, daß hier bereits 
Lies neue Auffassung der Integration der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung im Hintergrunde steht, daß er mit den Begriffen Flächen- 
element, vereinigte Lage, Verein von Flächenelementen arbeitet und die Ver- 
allgemeinerung der Enveloppentheorie anwendet, die sich bei Einführung des 
Vereinsbegriffs von selber darbietet (S. 648—659). 

Die den Noten VI zugrundeliegenden Gedanken sind später in der gemein- 
samen Abhandlung XIV näher entwickelt worden, allerdings nur für die 
Ebene. Der Plan, für den Raum Entsprechendes zu 'machen, ist unaus- 
geführt geblieben. 

In Paris bemerkte Lie Anfang Juli 1870, daß seine Transformation, bei 
der die Kugeln in die geraden Linien übergehen, zugleich die merkwürdige 
Eigenschaft hat, Krümmungslinien in Haupttangentenkurven überzuführen. 
Erst hiermit trat die ganz ungewöhnliche Wichtigkeit der Transformation an 
den Tag. Gerade diese Entdeckung sollte für ihn die Quelle einer ganzen 
weitausgreifenden Theorie werden. 

Zunächst gelang es ihm sofort, aus den bekannten Krümmungslinien der 
Zyklide die Haupttangentenkurven der Kummerschen Fläche vierter Ord- 
nung und Klasse abzuleiten. Dadurch wurde wiederum Klein angeregt, die 
Bestimmung dieser Haupttangentenkurven unmittelbar durchzuführen, ohne 
sich auf Lies Geradenkugeltransformation stützen zu müssen. 

Alles das haben Klein und Lie später in der gemeinsamen Abhandlung X 
dargestellt, die Kummer der Berliner Akademie vorgelegt hat. Lie anderer- 
seits machte schon am 5. Juli 1870 der Videnskabsselskab in Christiania 
eine Mitteilung, die Abhandlung VII, die freilich bis zum Jahre 1899 in dem 
Archive der Gesellschaft verborgen geblieben ist. Diese enthält zugleich die 
ersten Andeutungen über seine neue Auffassung der Minimalflächen, über die 
Berührungstransformationen, bei denen Minimalflächen in Minimalflächen 
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übergehen und über den durch die logarithmische Transformation vermittelten 
Zusammenhang zwischen den Minimalflächen und gewissen, zum Teil schon 
in Abh. V betrachteten Flächen (S. 660—662). 

Den Versuch, den Lie bald nachher machte, zu Fuß nach Italien zu wandern, 
mußte er mit einem Monate Gefängnis in Fontainebleau büßen, hatte aber da, 
wie er 1877 an A. Mayer schreibt, die schönste Ruhe zur Entwickelung seiner 
Entdeckung, die ihm ohne Vergleichung das srößte Vergnügen verschafft hat 
(Bd. IlId. Ausg., 8. 691). Vielleicht ist die vom 24. Oktober 1870 datierte Ab- 
handlung IX in Fontainebleau niedergeschrieben, denn sie deutet schon eine 
ganze Reihe der neuen Theorien an, die Lie in Abhandlung XI und XII aus- 
führlicher dargestellt hat. Dagegen bringt er in Abhandlung VIII, die von 
Chasles am 31. Oktober 1870 der Pariser Akademie vorgelegt worden ist, 
eigentlich nur solche Dinge, die sich ihm sofort darboten, nachdem er den 
Zusammenhang zwischen den Krümmungslinien und den Haupttangenten- 
kurven durchschaut hatte. 

Es wäre ein vergebliches Beginnen, wollten wir versuchen, hier auch nur 
einige der neuen Gedanken und Theorien zu besprechen, mit denen der Leser 
in Abhandlung XL und XII geradezu überschüttet wird. Man kommt aus dem 
Staunen nicht heraus, wenn man sieht, was Lie alles aus dem einen Grund- 
gedanken hervorgezaubert hat. Diese Abhandlungen verdienen das gründ- 
lichste Studium, erfordern es aber auch, will man sie wirklich verstehen. Wir 
hoffen, daß die Anmerkungen die wesentlichsten Schwierigkeiten, die dem 
Verständnisse entgegenstehen, aus dem Wege räumen, und begnügen uns mit 
den folgenden Bemerkungen. 

Abhandlung XI, Lies Dissertation, war in norwegischer Sprache ge- 
schrieben und erscheint hier zum ersten Male in deutscher Übersetzung, noch 
erweitert durch die Erläuterungen, die Lie in einen durchschossenen Abdruck 
eingetragen hat. Die Arbeit würde wohl gänzlich unbeachtet geblieben sein, 
wäre nicht sie und ihre Fortsetzung, Abhandlung XII, von Lie in umgear- 
beiteter Fassung in Band V der Mathematischen Annalen veröffentlicht worden. 
Diese große Abhandlung: „Über Komplexe‘ ist 1872 erschienen und wird 
Band II der Ausgabe eröffnen. 

Dann noch ein Wort über die analytischen Hilfsmittel, deren sich Lie in 
den beiden Abhandlungen bedient. Diese sind äußerst elementar, ja man kann: 
sie mit Study geradezu als primitiv bezeichnen, selbst von dem Standpunkte 
aus, auf dem sich die analytische Geometrie 1871 befand. Study hat es Lie 
zum Vorwurfe gemacht, daß sich dieser auch in seiner 1896 erschienenen, 
von Scheffers bearbeiteten ‚Geometrie der Berührungstransformationen“ 
mit denselben primitiven Hilfsmitteln begnügt hat wie 1871. Auf diesen Vor- 
wurf ist zu erwidern, daß Lie ja gar nicht die Absicht hatte, die Singulari- 
täten seiner Geradenkugeltransformation im einzelnen zu studieren, daß er 
vielmehr diese Transformation auf gewisse partielle Differentialgleichungen 
erster und zweiter Ordnung anwenden wollte. Für das Studium der singulären 
Erscheinungen, die dabei auftreten, reichen aber seine primitiven Hilfsmittel 
vollkommen aus. Nur das erscheint nicht recht begreiflich, daß Lie es noch 
1896 verschmäht hat, sich den Laguerreschen Begriff der orientierten Kugel 
zunutze zu machen, obwohl er im Grunde selber schon 1871 in Abhandlung XIII 
(S. 221, 738, Z. 9£.) mit diesem Begriffe operiert hat. 
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Für die Zwecke, die Lie verfolgt, lassen die nichthomogenen Kugelkoordi- 
naten X, Y,Z, H nichts zu wünschen übrig, wenn man nur die Kugeln orien- 
tiert, das heißt, wenn man einen Vorzeichenwechsel von H als den Übergang 
zu einer anderen, zu der entgegengesetzt orientierten Kugel betrachtet. Wie 
außerordentlich bequem ist es, diese Größen auf Grund der Geradenkugeltrans- 
. formation nach Belieben auch als nichthomogene Linienkoordinaten betrachten 
zu können (Abh. XI, 8.139). Man muß nur immer im Gedächtnisse behalten, 
daß die benutzten Kugelkoordinaten bloß bis auf eine beliebige konforme 
Transformation bestimmt sind, und die Linienkoordinaten bloß bis auf eine be- 
liebige projektive Transformation des linearen Linienkomplexes H = 0. Schließ- 
lich kann man ja auch mit der größten Leichtigkeit zu homogenen Kugel- und 
Linienkoordinaten übergehen, wenn man das wünscht (vgl. 8. 687). Es würde 
aber eine ganz unnötige Erschwerung der Ausdrucksweise bedeuten, wenn man 
sich den Zwang auferlegte, immer nur homogene Koordinaten zu benutzen. 
Es dürfte sowieso schon den meisten Lesern nicht ganz leicht fallen, sich damit 
vertraut zu machen, daß jede Gleichung: F(X, Y,Z,H)=0 je nach Be- 
darf entweder aufgefaßt werden kann als eine partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung D,,, deren Charakteristiken Haupttangentenkurven auf den 
Integralflächen sind (Abh. XII, 8.155—157) oder als eine Differentialglei- 
chung D,,, deren Charakteristiken Krümmungslinien sind (8. 157—160). Wenn 
man bedenkt, daß diese Differentialgleichungen in den gewöhnlichen Element- 
koordinaten &, y,2,p,q nur mit Hilfe von Eliminationen aufgestellt werden 
können, die meistens überhaupt nicht durchführbar sind (vgl. S. 170), so er- 
kennt man den ungeheuren Vorteil, den die Liesche Darstellung mit sich 
brinst. 

Wir begnügen uns mit diesem einen Beispiele, um dem Leser wenigstens 
eine Probe von der Tragweite der in Abhandlung XI und XII entwickelten 
Gedanken zu geben, und setzen unseren Überblick über den Inhalt von 
Band I fort. 

Abhandlung XIII und XVI beschäftigen sich mit der Theorie der Ortho- 
gonalsysteme, einer Frage, auf welche Lie leider niemals wieder zurückgekom- 
men ist. Dabei werden die Ergebnisse von XVI zum Teil schon in Abhand- 
lung XV angedeutet, die erst nach Lies Tode, 1899, im Drucke erschienen ist. 
Die knappe Fassung aller dieser Abhandlungen machte besonders eingehende 
Erläuterungen nötig, doch wagen wir nicht zu behaupten, daß wir alle schwie- 
rigen Punkte vollständig befriedigend aufgeklärt haben. 

Erwähnt muß noch werden, daß Abhandlung XV gewisse Entwickelungen 
von Abhandlung XII auf Räume von beliebig vielen Dimensionen ausdehnt. 
Wir hoffen, daß es uns da im wesentlichen gelungen ist, wirklich zu erraten, 
was Lie gemeint hat. 

Daß zwischen Abhandlung XVI und XVII ein Zeitraum von sechs Jahren 
liegt, erklärt sich daraus, daß sich Lie nach 1871 von der Geometrie abwandte. 
Er widmete sich zunächst den partiellen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung, die ja schon in Abhandlung XI und XII eine große Rolle gespielt hatten, 
und dann nahmen ihn die kontinuierlichen Transformationsgruppen vollständig 
in Anspruch. Schließlich aber, ermüdet durch die unendlichen Rechnungen, 
deren Ergebnisse nirgends Verständnis fanden, suchte er eine Art Erholung 
in der Geometrie (S. 779 und 802). Er beschäftigte sich mit den Minimalflächen, 
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die er schon seit 1870 als Translationsflächen aufzufassen gewohnt war.!) 
Die neue Betrachtungsweise lieferte ihm die Beantwortung von Fragen, die 
bisher niemand mit Erfolg in Angriff genommen hatte, nämlich die Bestim- 
mung aller algebraischen Minimalflächen, deren Ordnung und Klasse vorgeschrie- 
bene Grenzen nicht überschreiten. Nur beging er in seiner ersten Abhandlung 
über den Gegenstand, es ist das Nr. XVII, ein Versehen. Er glaubte nämlich 
beweisen zu können, daß auf einer reellen algebraischen Minimalfläche die beiden 
Scharen von Minimalkurven niemals eine irreduzible Schar bilden, daß also 
die Fläche keine Doppelfläche sein könne. Er schloß daraus, daß die Klasse 
einer reellen algebraischen Minimalfläche mindestens gleich 6 sein müsse. Als 
er im September 1877 auf der Münchener Naturforscherversammlung über 
seine Ergebnisse berichtete, erfuhr er, daß das Vorhandensein einer reellen 
Minimalfläche fünfter Klasse als sicher betrachtet werde, eine Behauptung, 
die allem Anscheine nach auf mündliche Mitteilungen von Weierstraß zurück- 
ging. Lie erkannte nun auf den ersten Blick, wo der von ihm begangene Fehl- 
schluß lag, und sandte sofort eine Berichtigung, Abhandlung XVIII, an die 
Videnskabsselskab in Christiania. Unmittelbar darauf erhielt er von dem 
Züricher Privatdozenten L. Henneberg einen Brief und zwei Abhandlungen 
(8. 786—788), aus denen er ersah, daß dieser eine reelle Minimalfläche fünfter 
Klasse wirklich aufgestellt und auch deren Gleichung veröffentlicht hatte. 
Er lernte zugleich einen merkwürdigen, von Henneberg entdeckten Satz 
kennen, der aussagt, daß jeder Zylinder, in den eine algebraische Minimal- 
fläche eingeschrieben ist, zum senkrechten Querschnitte die Evolute einer 
algebraischen ebenen Kurve hat. 

Dieser Hennebergsche Satz wurde für Lie insofern von Bedeutung, 
als er ihm die Anregung zu weiteren Untersuchungen gab (S. 793f., 802). In 
den Abhandlungen XIX, XXI—-XXIIL, die hierdurch veranlaßt sind, wird 
gezeigt, daß in jeden algebraischen Kegel unbegrenzt viele algebraische Minimal- 
flächen eingeschrieben werden können und daß dasselbe auch für gewisse al- 
gebraische abwickelbare Flächen gilt. Dagegen gelang es nicht, ein Kennzeichen 
anzugeben, aus dem sich ersehen läßt, ob sich in eine vorgelegte algebraische 
abwickelbare Fläche eine algebraische Minimalfläche einschreiben läßt. Nur 
soviel ergab sich, daß das Vorhandensein einer eingeschriebenen algebraischen 
Minimalfläche unbegrenzt viele eingeschriebene Flächen dieser Art nach sich 
zieht, die alle angegeben werden können. 

In Abhandlung XX findet man einen Satz über die Steinersche Fläche, 
den Lie schon 1869 entdeckt hatte. Es ist sehr bemerkenswert, daß er ihn bei 
der Steinerschen Fläche erkannt hat, wo der Satz ziemlich verborgen liegt, 
während er sich bei ihrer natürlichen Verallgemeinerung, der Veronese- 
schen Fläche im Raume von fünf Dimensionen, viel unmittelbarer darbietet 
(8.792). 

Re XXIV hätte ebensogut in Band V untergebracht werden 
können, wäre nicht dieser Band sowieso schon sehr umfangreich ausgefallen. 
Es handelt sich darin um die Flächen, deren geodätische Kurven eine infini- 
tesimmale Punkttransformation gestatten, und zwar ergeben sich drei natürliche 
Klassen, deren jede unbegrenzt viele Flächen umfaßt. Die zweite dieser Klassen 





1) Vgl. Abh. VII, 8.86, Nr.5 und Bd.III d. Ausg., Abh. I (1872), 8.3. 
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wird wohl dauernd mit Lies Namen verknüpft bleiben. Während er die erste 
und die zweite Klasse erschöpfend behandelt hat, ist ihm das bei der dritten, 
deren Flächen sämtlich ein Bogenelement von der Liouvilleschen Form 
haben, nicht gelungen. Dagegen werden alle Flächen bestimmt, die zwei unter 
den drei Klassen oder gar allen drei gleichzeitig angehören. 

Nunmehr folgen noch zwei Abhandlungen über Minimalflächen. In XXV 
werden alle Minimalflächen bestimmt, die gleichzeitig in bezug auf unendlich 
viele Kegelschnitte Minimalflächen sind, sowie alle Minimalflächen, die durch 
Translation einer ebenen oder einer gewundenen Kurve mit Bogenlänge er- 
zeugt werden. In XXVI handelt es sich um die Minimalflächen, deren Bogen- 
element die Liouvillesche Form erhalten kann. 

Schon 1872 hatte Lie den Satz ausgesprochen, daß jede Fläche, die durch 
Translation einer Kurve entsteht, noch eine zweite Erzeugung dieser Art ge- 
stattet (Bd. III d. Ausg., Abh. I, 8.3). In Abhandlung XXVII beschäftigt er 
sich mit diesen Flächen, die er später nach dem Vorschlage von A. Voß als 
Translationsflächen bezeichnet hat, und zwar erledigt er die Aufgabe, alle Trans- 
lationsflächen zu bestimmen, die zwei verschiedene Translationserzeugungen 
gestatten, von denen keine durch die andere bedinst ist. Die Lösung dieser 
Aufgabe, die durch Abhandlung XXV schon vorbereitet ist, gelingt ihm durch 
ziemlich schwierige Rechnungen und Betrachtungen. Das Ergebnis ist schließ- 
lich unerwartet einfach und kommt darauf hinaus, daß die gesuchten Flächen 
geliefert werden durch das Abelsche Theorem in bezug auf eine beliebige, 
irreduzible oder zerfallende ebene Kurve vierter Ordnung. Nur spricht Lie 
merkwürdigerweise sein Ergebnis noch nicht in dieser Weise aus (8. 831). 

Abhandlung XXVIII und XXIX beschäftigen sich mit den geodätischen 
Kreisen der Flächen, das heißt, mit den Kurven konstanter geodätischer 
Krümmung. Es werden alle Flächen bestimmt, deren geodätische Kreise eine 
infinitesimale Berührungstransformation gestatten. Insbesondere stellt sich 
heraus, daß die Flächen konstanter Krümmung, ähnlich wie bei den geo- 
dätischen Kurven, dadurch ausgezeichnet sind, daß ihre geodätischen Kreise 
eine Gruppe von Berührungstransformationen gestatten, deren Parameter- 
zahl besonders groß ist, nämlich gleich 10. Außerdem werden alle Flächen be- 
stimmt, die auf andere Flächen derart abgebildet werden können, daß den 
geodätischen Kreisen wieder geodätische Kreise entsprechen. 

Über die Sätze von Abhandlung XXX vergleiche man die Erläuterungen 
auf S. 845. 

Zur Aufhellung der Vorgeschichte einzelner der hier abgedruckten Ab- 
handlungen konnten wir Schriftstücke aus den Archiven der Universität und 
der Akademie zu Oslo heranziehen. Außerdem bringen wir, wie in den früheren 
Bänden, zahlreiche Briefstellen zum Abdruck. Leider sind ja die Briefe von Lie 
an F. Klein aus der Zeit vor 1878 vernichtet, was besonders im Hinblick auf 
die Abhandlungen X bis XVI ein unersetzbarer Verlust ist. Dafür hat die 
genaue Durchsicht der von Lie sorgfältig aufbewahrten Briefe Kleins aus 
jener Zeit gar manches ergeben, was von Wichtigkeit ist, mehr, als von vorn- 
herein zu erwarten war. 

Die Zahl und namentlich der Umfang der Anmerkungen ist in an vor- 
liegenden Bande wesentlich größer als in jedem der früheren. Das Verfahren, 
Lie durch Lie zu erklären, ist im ausgedehntesten Maße angewendet worden. 
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Daß die Verweisungen auf Abhandlungen in anderen Bänden diesmal viel 
‚zahlreicher sind als sonst, ist ja an sich schon eine Folge des Umstandes, daß 
sich die Ausgabe ihrem Abschluße nähert, daß man also leichter und sicherer 
feststellen kann, wo Lie an anderen Stellen etwas zur Sache gehöriges gesagt 
hat. Doch ist der größere Umfang der Anmerkungen wesentlich darauf zurück- 
zuführen, daß die hier gesammelten Abhandlungen, zum Teil wenigstens, 
wirklich viel schwerer lesbar sind als die in den früheren Bänden, und daß einzelne 
darunter überhaupt nur Andeutungen enthalten, die einem nicht vorbereiteten 
Leser oft geradezu unlösbare Rätsel aufgeben. 

Die nicht geringe, auf die Anmerkungen verwandte Mühe wird reichlich 
belohnt sein, wenn der Leser findet, daß ihm das Eindringen in Lies Ent- 
wickelungen wirklich erleichtert ist, und wenn sich immer mehr Mathematiker 
ernstlich in die vorliegenden Abhandlungen vertiefen und möglichst viele davon 
von Anfang bis zu Ende genau durcharbeiten. 

Besonderen Dank schulden wir Professor E. A. Weiß in Bonn, der zwei 
Korrekturen des ganzen Bandes mitgelesen und nicht wenige Druckfehler und 
Versehen entdeckt hat, die sonst vielleicht unbemerkt geblieben wären. Auch 
für die Anmerkungen selbst hat er Beiträge geliefert. 

Große Ansprüche haben wir auch diesmal wieder an die Geduld und die 
Leistungsfähigkeit der Teubnerschen Buchdruckerei stellen müssen. 


Gießen und Oslo, im März 1934. 


Friedrich Engel und Poul Heegaard. 
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I. 
Repräsentation der Imaginären der Plangeometrie. 


Jeder plangeometrische Satz ist ein besonderer Fall 
eines stereometrischen Doppelsatzesin der Geometrie 
der Linienkongruenzen. 

Von 8. Lie, cand. real. 

Erschienen im März 1869 als besonderes Heft von 8 S. 4°, dann unter dem Titel: 
„Über eine Darstellung des Imaginären in der Geometrie‘. Von Herrn 8. Lie in 
Christiania, im Crelleschen Journal Bd. 70, Heft 4, S. 346—353 (Berlin 1869). 


Dieser zweite Druck ist hier wiedergegeben; von dem ersten unterscheidet er sich 
nur durch sprachliche Verbesserungen und durch einzelne kleinere Zusätze. 


Kapitel 1. [3, 346 
$ 1. Der Imaginärpunkt. 
Es seien Z und X komplexe Variable: 


Z=2+pm, X=cH+y. 


Ich betrachte x, y, 2 als die Raumkoordinaten eines Punktes, p als das 
Gewicht desselben. Der Imaginärpunkt (Z, X) hat folglich eine gewisse 
Lage im Raume und ein gewisses Gewicht. Wenn p = 0 ist, nenne ich 
den Punkt einen Nullpunkt. Die Cartesische Plangeometrie betrachtet 
nur den Fall, wo sowohl p als y gleich Null ist. 

Anmerkung l. Die geometrische Bedeutung von p wird in den fol- 
genden Paragraphen dargetan werden. 

Anmerkung 2. Wir supponieren das Koordinatensystem orthogonal, 
die x, y-Ebene horizontal, die positive x-Achse gegen Süden gerichtet ; die 
Wörter Höhe und Azimut verstehen sich damit von selbst. Ich rede von 
einer positiven Rotation um eine vertikale Achse. 


$ 2. Die Imaginärkurve. 


Es sei F(Z, X) = 0 eine Relation zwischen Z und X mit komplexen 
Koeffizienten. Jedes System (Z,X), welches der Gleichung genügt, 
definiert einen Imaginärpunkt. Das Ensemble derselben konstituiert die 
Imaginärkurve. Ihre sinnliche Repräsentation ist eine gestreifte Fläche. 
Die Streifen sind von Punkten desselben Gewichtes konstituiert. Die 

1* 


x . 
N Ed Fr \ 
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Nullpunkte der Imaginärkurve bilden eine kontinuierliche Linie, den 
Nullsireilen. 
.... Die ‚gemeinschaftlichen Imaginärpunkte zweier Imaginärkurven 


-"{ werden: von-.denjenigen Systemen (Z, X) bestimmt, welche den Glei- 


chungen beider genügen. Sie sind auf dem Durchschnitte der repräsentie- 
renden Flächen gelegen. 


$ 3. Die Imaginärgerade. [347 
Die Imaginärgerade ist durch eine lineare Relation definiert: 

BZ=X—A | B=-b, +3,24 =a, + a. 

Die komplexe Gleichung löst sich in zwei reelle auft): 
biz —bbp=r—a, b2+bp=y—ı4. 

Durch Elimination ergibt sich das äquivalente System: 
bi +b)z2=bh( —-a)+b(y—a,), U=0, 
b+b)pr=b (ya) —b(t —a,), v=0. 
U = O definiert die Lage der I-Punkte?) der I-Gera- [4 
den. Siesind ineiner Ebene. Wenn» variiert, definiert 
V=0 parallele Vertikalebenen, welche die horizon- 
tale Spur von U orthogonal schneiden (Fig. 1). Die 
Streifen von U sind folglich paral- 
lele Gerade (die Linien der größten 
Neigung der Ebene U). 
Wenn h die gemeinschaftliche Höhe?) der Strei- 


fen und d die Entfernung eines I-Punktes von 
der Nulllinie ist, ergibt sich: 

















p=d.tgh. 


Fig. 1. 


p ist positiv für einen Punkt, wenn die aufsteigende Richtung der Null- 
linie, horizontal projiziert, um die Vertikale des Punktes eine positive 
Rotation bestimmt. 





1) Für p = 0 ergeben sich die Gleichungen der Nullgeraden: 
bz2=2—a, b2=Yy—0.. 
b,, b,, a,, a, sind folglich Strahlenkoordinaten der Nullgeraden (Plücker: Neue 


Geometrie des Raumes, 1868, S. 1). 


2) Ich schreibe der Kürze wegen I-Punkt, I-Gerade für Imaginärpunkt, 
Imaginärgerade. 


3) Das heißt, der Neigungswinkel gegen die Horizontalebene. 
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Man bemerke die Eigenschaften der speziellen Formen: X = Const., 
Z = Const. 

Z =0 definiert, was ich die I-Grundlinie nenne. 

Die I-Gerade: BZ=X — A schneidet die I-Grundlinie in dem 
Punkte 7z=0, X =.4. 

A ist folglich die komplexe Größe, die durch die Gerade in der 
x, y-Ebene vom Koordinatenanfang bis zum Durchschnitt mit der Null- 
linie repräsentiert wird. 

Wenn man in der Gleichung BZ=X —A, 


ZeiRel,n=0) 
setzt, so findet sich: [348 
| B=X —A. 


B bezeichnet demnach in Größe und Richtung die horizontale Projek- 
tion einer Strecke des Nullstreifens, die von den horizontalen Ebenen 
z2=(,2=1 begrenzt wird. 

A und B definieren somit unmittelbar die Nullgerade. Sie sind die 
Koordinaten der I-Geraden. 

Terminologie. Die Wörter Punkt, Linie, Ebene, ... benutze ich 
in gewöhnlicher Bedeutung. /-Gerade, I-Kurve bezeichnen gestreifte 
Flächen. Es seien P, P,, P,, P;,... I-Punkte. Ich rede von den I-Ge- 
raden PP,,PP,, PP,,...., die ich der Kürze wegen L,,L,,Ls, --- 
nenne. Ihre Nullgeraden sind l\,l,, ls, ...; Ihre Koordinaten (A,, Bı), 
(Aa, B,), (As, B,), ... In Analogie damit nenne ich die Koordinaten 
der I-Punkte P, P,, P3,,... (Z, X), (Z, Xı); (Za, Xa), - - - Der ausgezeich- 
nete Streifen ist in Fig. 1 und 2 die Nullgerade. 


$ 4. Die /-Geraden, die durch einen gegebenen /-Punkt gehen. 


Wenn wir in der Gleichung: BZ = X — A die Größen Z und X als 
konstant, B und A als variabel betrachten, so definiert die Gleichung 
die /-Geraden, die durch den I-Punkt (X,Z) gehen. 

Ich denke mir um den Punkt (&, y, z) eine [durch den Punkt gehende] 
Ebene rotierend; jeder Lage derselben entspricht eine bestimmte Strei- 
fung, eine bestimmte Nullgerade (Fig. 2). Die Nullgeraden konstituieren 
eine Linienkongruenz von besonderer Art, definiert durch die Gleichung: [5 


»—=ü.tgh; 


(2, y,2) ist das Zentrum, die vertikale Gerade durch (x, y, 2) die Achse 
der Kongruenz. 
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Der wesentliche Charakter dieser Kongruenz ist, daß die Geraden 
derselben in horizontalen Ebenen ähnliche Figuren bestimmen. 

Wenn man in der x, y-Ebene Punkte wählt, die auf einem Kreise 
liegen, konstituieren die entsprechenden Geraden einer solchen Kongruenz 
ein einfaches Hyperboloid mit hori- 
zontalem Kreisschnitte.!) 

Umgekehrt: Die Genera- [349 
trizen des einen Systems eines 
solehen Hyperboloids können im- 
mer als Nullgerade von I-Geraden 
durch denselben /-Punkt betrach- 
tet werden. 

Die beiden Systeme von 
Generatrizen entsprechen 
verschiedenen /-Punkten. 

Unter der Kongruenz P ver- 
stehe ich die Kongruenz der Null- 
geraden aller derjenigen /-Geraden, 
die durch den /-Punkt P gehen. 

Die I-Gerade PP, ist die I- 
Gerade, die sowohl durch P als durch P, geht. 

Die Nullgerade der I-Geraden PP, ist die gemeinschaftliche Gerade 
der zwei Kongruenzen P und P.. 








$5. Die /-Kurve von n-tem Grade. 


Es sei F„(Z,X) =0 eine Relation von n-tem Grade zwischen Z 
und X. Die Gleichung löst sich in zwei reelle auf: 


F„(%,P,%,y) = 0; F, (2, P, 2,y)=V0. 
Durch Elimination ergibt sich: 
»&uy)=U=0; np yY)=V=0. 


U =0 definiert eine algebraische Fläche vom Grade n?. Diese ist der 
geometrische Ort von den I-Punkten der I-Kurve. V= 0 definiert eine 
Familie vertikaler Zylinder, die U orthogonal schneiden. Die Streifen 
sind folglich die Linien der größten Neigung der Fläche U. 





1) Die Direktrizen unserer Linienkongruenz sind nach den unendlich ent- 


fernten imaginären Kreispunkten gerichtet. py—1 ist die Konstante derselben. 
(S. S.110 des oben genannten Werkes.) 
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I-Tangente. Die gestreifte Ebene der J-Tangente berührt die 
Fläche U. Im Berührungspunkt sind Gewicht und Streifenrichtung die- 
selben. 


$ 6. Komplexe geometrische Größen. 


V(Zı — Z,)? + (X, — X,)? nenne ich wie gewöhnlich die Entfernung 
der zwei I-Punkte P, und P,. Die Gleichung: 


P,P,=P;P, 





löst sich in zwei reelle auf. Es müssen folglich zwei geometrische Be- 
dingungen erfüllt sein. Nur in besonderen Fällen ist die eine derselben [6 
die Gleichheit der entsprechenden Längen im gewöhnlichen Sinne. 

(B} — B,): (1 + BıB,) nenne ich wie gewöhnlich tg(L,, L,). 

Die Gleichung tg (L,, Ls) = 0 gibt B, = B,; folglich sind die ent- 
sprechenden Nullgeraden parallel (l, = l,). Die Gleichung tg (L,, Le) [350 
= oo gibt 1+4+ B,B, =, d.h., die zwei Nullgeraden haben supplemen- 
täre Azıimute, komplementäre Höhen. 

Ebenso werden die anderen Größenbegriffe generalisiert. 

Auch die Überführung anderer Begriffe aus der Ebene auf den Raum 
wird aus unserer Theorie resultieren. 


$ 7. Allgemeine Betrachtung. 


Ein geometrischer Satz kann gewöhnlich algebraisch aufgefaßt 
werden, das heißt, er drückt aus, daß die Gleichheit gewisser Größen die 
Konsequenz gegebener Gleichheiten sei. 

Die Sätze der ebenen Geometrie, die nicht durch die Algebra her- 
geleitet werden können, sind in unserer Theorie leicht zu verifizieren. 

Weil die Algebra das Imaginäre umfaßt, ist einleuchtend, daß jeder 
plangeometrische Satz, den man algebraisch aussprechen kann, von unse- 
ren Imaginärdingen gilt. 

Man kann daher allgemein sagen: 

Jeder plangeometrische Satz ist ein besonderer Fall 
eines stereometrischen Doppelsatzes in der Geometrie der 
Linienkongruenzen. 


$S 8. Anharmonische Funktion. 


Die anharmonische Funktion von vier I-Geraden (L.,.2s, 
L,, L,), die durch einen I-Punkt P gehen, ist: 


Ad Ad, 
HA A, 





8 I. Repräsentation der Imaginären der Plangeometrie. 1869; Crelle 70 


Man hat ein Viereck in der Grundebene zu betrachten. Der Modul dieser 
Funktion ist das Verhältnis der Produkte der entgegengesetzten Seiten. 
Die Amplitude ist die Summe zweier entgegengesetzter Winkel. 

Die Bedingung der Realität ist, daß die vier Punkte A,, As, As, Aa 
auf einem Kreise liegen. Ein besonderer Fall ist, daß die vier Punkte auf 
einer Geraden liegen. 


Wenn |, l,, l,, I, in derselben Ebene gelegen sind, gilt die Gleichung: 
(L,l,l,L) = (hhl;l,). 


Im entgegengesetzten Falle hat (l, l,1,1,) keine Bedeutung. 
Die anharmonische Funktion von vier Punkten (P,, Ps, P;, P,) [351 
derselben J-Geraden ist: 


K—X,.—X, 
: RE A SE 








Man hat folglich ein Viereck in der Grundebene zu betrachten. 

L,,Ls,L;,L, seien durch die /-Gerade L, deren Nullgerade ich 
mit I bezeichne, geschnitten. Ich nehme an, daß I die Nullgeraden 
li, la, lg, lı in den vier Punkten A,, As, A3, A, Schneide. Dann gilt die 
Gleichung: 


L(L,L,L,L,) = (AAsAsAu). 


Kapitel 2. [7 
$ 9. Der Kreisradius trifft die Tangente orthogonal. 


Wir betrachten nur die Nulllinie des I-Kreises: 
Z?+ X? = A, + 433; 


wir erhalten den stereometrischen Satz: 


Der Radiusvektor vom Koordinatenanfange nach einem beliebigen 
Punkte der Raumkurve: 


rpm 4, 204.4, 


und die Tangente in demselben Punkte supplementäre Azimute, 
komplementäre Höhen. 


$ 10. Anharmonische Sätze. 


a) Vier Gerade L,,L,, L,, L, (Fig. 3), die durch denselben Punkt P 
gehen, bestimmen auf einer beliebigen Geraden ein konstantes anhar- 
monisches Verhältnis. 


Kap. 1,2; $ 8—11. Anharm. Funktion. I-Kreis. I-Kegelschnitt 9) 


b) Es seien l,,l,,1,,1, (Fig. 4) vier Generatrizen des einen Systems 
eines einfachen Hyperboloids mit horizontalem Kreisschnitte. Die ent- 
sprechenden J-Geraden L,, L,, L;, L, gehen 
durch einen I-Punkt P. Es sei I eine variable 
Generatrix des anderen Systems, L die ent- 
sprechende I- 
Gerade. }schnei- 
ds u, u 4 
in den Punkten 
Ars Aida: Bu 

Wie wir wis- 
sen, 1st: 

L (L\Ls2;L,) eier 
su (Aı Agl; A). 


Die linke Seite 
ist konstant nach 
dem HEuklid- 
ischen Satze, 
folglich auch die rechte. Dies ist der bekannte Satz von den vier 
Generatrizen einer Linienfläche zweiten Grades. 

















L; 
Fig. 3. Fig. 4. 


$ 11. Imaginärer Kegelschnitt. Imaginärer Kreis mit reellem Radius. [352 


a) Es seien P,, P,, P;, Pı (Fig.5) vier feste Punkte, P ein variabler 
Punkt eines Kegelschnitts. Man hat die Gleichung: 


PIIPESLF,) » Gonst: 
b) Es seien P, P,, P,, P;, P, I-Punkte eines I-Kegelschnitts (Fig. 6). 


Das Viereck A,A3A4,A, ist zwei Bedingungen 


unterworfen. 
a ae 
ie 


4 
3 
A; 


c) Wir betrachten etwas näher 
den I-Kreis: 


Z2+ X2=M}, 





wo M, reell ist. Die Gleichungen 
des Nullstreifens sind: 











Fig. 6. 
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Die Nulllinie hat zwei ebene Zweiget) (Fig. 7): [8 
2+202=M},| 2—y=M}, 
y—=l(, | e=(, 


Wir nehmen die vier festen Punkte auf dem einen ebenen Zweige. 

Weil wir auch P auf demselben ebenen Zweige wählen können, muß 
die konstante anharmonische Funktion P(P,P,P,P,) reell sein. Folg- 
lich sind A,, As, As, A, auf einem Kreise, 1, l,, 
l,, 1, sind Generatrizen eines einfachen Hyperboloids 
mit horizontalem Kreisschnitte. Wenn P, die Null- 
linie durchläuft, beschreibt A, zwei Kreise, |, zwei 
Hyperboloide mit horizontalen Kreisschnitten. 





Einfache Konsequenz: Jeder Punkt der 
Raumkurve: 


2+22—y?=M}, zy=0 





Fig. 7. 


projiziert dieselbe auf die z, y-Ebene in einen Kreis und eine 
Gerade. 


$ 12. Homographie. 
Es sei eine Homographie durch die Gleichungen: 


_4AX+BZ+0C, ,_GX+HZ+K 


A = DYIHZLF BE, 








hergestellt.?2) Wir fordern, daß die Nullpunkte einander entsprechen; [353 
dann muß P’ auf einer Fläche U’, P auf U sein (U und U’ sind Linien- 
flächen zweiten Grades). 

Punkten einer U-Generatrix entsprechen wie in der gewöhnlichen 
räumlichen Homographie Punkte einer U’-Generatrix.°) 

Dagegen: Einer ebenen U’-Kurve (Fig. 8) entspricht ge- 
wöhnlich eine U-Kurve dritter Ordnung (Fig. 9). 





1) Siehe Hamilton, Lectures on Quaternions, S. 685, wo sich derselbe so 
ausdrückt: 

of which the consideration has presented itself to some former writers, in 
connexion with modes of interpreting certain results respecting the ordinary V—1. 

In seiner G&ome6trie sup6erieure betrachtet Chasles den I-Kreis Z?+ X? 
= — R?, dessen Nullstreifen in der vorliegenden Theorie durch die Gleichungen 
2 — y?—= — R?, 2—=0 definiert wird. Den Scheitel dieser Hyperbel betrachtet 
Chasles als Repräsentanten des I-Kreises. 

2) Siehe Chasles, Geometrie superieure, Chap. XXV, S. 362. 

3) Nicht richtig. Vgl. Abh. III, $ 12, S. 24 und die Anm. dazu. Anm.d.H. 


Kap. 2; $ 11, 12. I-Kreis. Homographie 71 


P(P,P,P,P,) = P'(PAP,P,P,) = einer reellen Konstanten. Folg- 
lich liegen A,, As, Az, A, auf demselben Kreise. 

Jeder Punkt der Raumkurve projiziert dieselbe auf die Grund- 
ebene in einen Kreis. 


Es sei eine gewöhnliche Involution oder Homographie zwischen den 
Punkten der ebenen U’-Kurve hergestellt. Hierbei gelangt man zu 
einer interessanten Invo- 
lution oder Homographie 
auf der Raumkurve!). 

Man hätte unmittel- 
bar eine Homographie zwi- 
schen den /-Punkten eines 
I-Kegelschnitts herstellen 
können. Gewöhnlich würde 
man hierdurch nicht zu ei- 
ner Homographie zwischen 
Nullpunkten gelangen. Fig. 8. PP 





Es sei eine Involution auf der Raumkurve [dritter Ordnung] her- 
gestellt; m und m’ seien korrespondierende Punkte. Dann liegt die Gerade 
mm’ auf einem Hyperboloide mit horizontalem Kreisschnitte. 


Ich hoffe, bald einige verwandte Ideen darstellen zu können. 


Christiania, Februar 1869. 
Sophus Lie, Cand. real. 





1) Siehe Chasles, Sections coniques, Chap. VIII, S. 147. 


har 


Mathematiske meddelelser til Videnskabsselskabet 
i Christiania fra aaret 1869. 


Mathematische Mitteilungen an die Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Christiania aus dem Jahre 1869. 
(Aus dem Norwegischen übersetzt.) 

Zuerst norwegisch und in deutscher Übersetzung herausgegeben von L. Sylow in: 


Videnskabsselskabets Skrifter. I. Math.-naturv. Klasse 1899. Nr.9, 8. 4-6. 
Christiania 1899. 


3: 


Ich erlaube mir hiermit, der Gesellschaft der Wissenschaften die [4 
beiliegende wissenschaftliche Arbeit!) zu überreichen. 

Meines Erachtens beweise ich darin, daß — und wie — jeder Satz 
der ebenen Geometrie vermöge des Imaginären aufgefaßt werden kann 
als ein besonderer Fall eines stereometrischen Doppelsatzes. | 

Diese Idee ist anscheinend von Wallis ausgesprochen worden; man 
weiß, daß sich in unserem Jahrhundert Mathematiker wie Argand, 
Poncelet, Graßmann, Hamilton und so weiter damit beschäftigt 
haben, ohne das Ziel zu erreichen. Der Grund dafür ist vermutlich darin 
zu suchen, daß der Begriff „Linienkongruenz‘, der in meiner Arbeit fun- 
damental ist, erst vor kurzem in die Wissenschaft eingeführt worden ist. 

Christiania, März 1869. 

Ehrerbietigst 
M.Sophus Lie, Cand. real. 


2. [5 

An die Gesellschaft der Wissenschaften in Christiania! 

Ich erlaube mir hiermit, der Gesellschaft der Wissenschaften eine 
gedrängte Darstellung einiger wissenschaftlicher Ideen zu überreichen, 
die nahe verwandt sind mit den Fundamentalideen in der Arbeit, die ich 
der Gesellschaft vor einiger Zeit übersandt habe. 





1) Es war das die hier unter III. abgedruckte Abhandlung. Anm. d.H. 
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Es ist mein Wunsch, mir auf diese Weise womöglich meine Priorität 
in bezug auf Gedanken zu sichern, die nach meiner Meinung fruchtbar 
sind, und die für neu anzusehen ich Grund habe. 


Christiania, 2. April 1869. 
Ehrerbietigst 
M.Sophus Lie, Cand. real. 


1. Man kann für das Imaginäre der ebenen Geometrie eine Repräsen- 
tation geben, indem man die imaginäre Gerade der Ebene als eine Gerade 
des Raumes darstellt. Man kann diese Repräsentation so auffassen, daß 
sie von der früher von mir gegebenen nur in formeller Hinsicht ver- 
schieden ist. 


2. Man kann die imaginäre Gerade der Ebene durch eine Ebene von 
bestimmter Lage im Raume und mit einem gewissen Gewichte darstellen. 


3. Man kann den imaginären Punkt der Ebene durch eine Gerade des 
Raumes darstellen. 


Die beiden letzten Repräsentationen können so aufgefaßt werden, 
daß sie nur in formeller Hinsicht verschieden sind. 


Die beiden oben angegebenen, wesentlich verschiedenen Methoden 
der Repräsentation sind verwandt durch die Lehre von der räumlichen 
Reziprozität. 


Alle vier Methoden der Repräsentation umfassen entweder die ge- 
wöhnliche Repräsentation, wenn die Dinge reell sind, oder sie können 
doch als diese umfassend aufgefaßt werden. 


Man kann diese ganze Theorie von einem höheren Standpunkte aus 
betrachten, indem man ((— 1))2 als einen Schlüssel auffaßt. 


Ich habe eine parallele Theorie entwickelt, die den Schlüssel » 
benutzt: 


yv- (1))?, 22. |, 
Die hierauf begründete Theorie kann als eine rein geometrische, doppelt- 
perspektivische Methode aufgefaßt werden. 


Christiania, 2. April 1869. 
M.Sophus Lie, (and. real. 


Erhalten und im Archive der Gesellschaft der Wissenschaften nieder- 
gelegt am 2. April 1869. 


F. Stang, Präses. M.J.Monrad, Sekretär. 


II. 
Repräsentation der Imaginären der Plangeometrie. [ı6 


(Jeder plangeometrische Satzistein besonderer Falleines 
stereometrischen Doppelsatzesin der Geometrie der 
Linienkongruenzen.) 


Von Marius Sophus Lie. 


Forhandlinger i Videnskabs-Selskabet i Christiania, Aar 1869, S. 16-38 
(Christiania 1870). 


Kapitel I. 


Vorbemerkungen: Wir betrachten (Fig. 1a) ein orthogonales 
Koordinatensystem, dessen x, y-Ebene horizontal, dessen x-Achse nach 

z Süden gerichtet ist. O ist der Koordinatenanfang. Wir 
reden von der Höhe und dem Azimut einer belie- 
bigen Raumgeraden; von einer positiven Rotation 
um eine vertikale Achse. 





” $ 1. Der Imaginärpunkt der z, x-Ebene. 


1. Wenn die Koordinaten Z und X des Punkts 
der 2, z-Ebene imaginär sind: 


Z=z+pi, X=cH+yi, 


lasse ich definitionsmäßig diesen Imaginärpunkt durch den Raum- 
punkt (z, y, 2) vom Gewichte p repräsentiert werden. Wenn p = 0 ist, 
nenne ich den Imaginärpunkt einen Nullpunkt. Die Cartesische Plan- 
geometrie betrachtet nur den Fall, wo sowohl p als y gleich Null ist. 

Anmerkung. Die geometrische Bedeutung von p wird in den [17 
folgenden Paragraphen dargetan werden; p ist der Parameter eines Ge- 
radensystems. 








Y Fig. 1a. 


$ 2. Die Imaginärkurve. 


2. Es sei F(Z, X) = 0 eine Relation zwischen Z und X mit komplexen 
Koeffizienten. Jedes System (Z, X), welches der Gleichung genügt, 
definiert einen Imaginärpunkt (einen Gewichtpunkt im Raume). Das 
Ensemble derselben konstituiert die Imaginärkurve. Ihre sinnliche 
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Repräsentation ist eine gestreifte Fläche (Fig. 1b). Die Streifen sind von 
Punkten desselben Gewichtes konstituiert. Die Nullpunkte der Imaginär- 
kurve bilden eine kontinuierliche Linie, den Nullstreifen (den ausgezeich- 
neten Streifen in einigen Figuren); man betrachtet gewöhnlich den Teil 
des. Nullstreifens, der in der 
z, x-Ebene gelegen ist. Wenn 
die Koeffizienten der Gleichung 
F(Z,X) = 0 reell sind, hat der 
Nullstreifen gewöhnlich einen 
Zweig in der 2, x-Ebene, einen 

(oder mehrere) außer derselben. 

Fig. 1e stellt den Nullstreifen 














des Imaginärkreises: Z? + X? 
=, dar. 
 DiegemeinschaftlichenIma- 
ginärpunkte zweier Imaginär- 
kurven sind von denjenigen Systemen (Z, X) bestimmt, welche den 
Gleichungen beider genügen. Sie sind auf dem Durchschnitte der reprä- 
sentierenden Flächen gelegen. 


Fig. 1b. Fig. lc. 


$ 3. Die Imaginärgerade. 


3. Die Imaginärgerade ist durch eine lineare Relation definiert: 
BZ=X-A|B=b +bji, A=+ Ast. 
Die komplexe Gleichung löst sich in zwei reelle auf: 
b2—bp=2z —a, be +bp=y—0,. 
Durch Elimination ergibt sich das äquivalente System: 
b+b)z=b( —a)+b(y—@,), | U=0, 
bG+b)p=bYy—a)—b(e—a), 17 =0. 


Die Ebene U=0 ist der Ort (Fig.2) der I-Punkte!) der I-Geraden. 
Wenn p variiert, definiert V=0 parallele Vertikalebenen, welche die hori- 
zontale Trace von U orthogonal schneiden. Die Streifen von U sind [18 
folglich die Geraden der größten Neigung dieser Ebene. 





1) Ich schreibe der Kürze wegen I-Punkt, I-Gerade, ... für Imaginärpunkt, 
Imaginärgerade, ... 
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4. Wenn h der gemeinschaftliche Neigungswinkel der Streifen (ihre 
Höhe) und d die Distanz eines I-Punktes von der Nullgeraden ist, ergibt 
sich aus V=0: 


Um h@e), 1 _4.1gh. 

vbi+b Vvbi+b 
Das Gewicht p eines I-Punktes ist positiv, wenn die aufsteigende Richtung 
der Nullgeraden, horizontal projiziert, um die 
Vertikale des Punkts eine positive Rotation be- 
stimmt. 

Man bemerke die Eigenschaften der spe- 
ziellen Formen: X = Const., Z = Const. Alle 
I-Punkte der I-Geraden: Z=c= einer reellen 
Konstanten sind Nullpunkte, deren Ort die hori- 
zontale Ebene: 2 = c ist. Z = 0 definiert, was ich 
die /-Grundlinie nenne. Die I-Ge- 
rade: BZ = X — A schneidet die 
I-Grundlinie in dem Punkte: Z=0, X =A. 
Folglich ist A die komplexe Größe, die durch 
die Gerade OA in der &, y-Ebene vom Koor- 
dinatenanfange nach der Nullgeraden hin re- 
präsentiert wird. 

| Wenn man in der Gleichung: BZ=X —A, 
Z=1(z2=1,p=0) setzt, so findet sich: 


B=X-—A. [19 



















B bezeichnet folglich nach Größe und Richtung die horizontale Projektion 
einer Strecke der Nullgeraden, die von den horizontalen Ebenen z = O0 und 
2 = 1 begrenzt wird. 

A und B definieren folglich unmittelbar die Nullgerade. Sie sind die 
Koordinaten der I/-Geraden. 


5. Terminologie. Die Wörter Punkt, Linie, Ebene, ... benutze ich 
in gewöhnlicher Bedeutung. I-Gerade, I-Kurve bezeichnen gestreifte 
Flächen. Es seien P, P,, P,, P;, . . . [-Punkte. Ich rede von den /-Geraden 
PP,,PP,,PP,,..., die ich der Kürze wegen L,,L,, L,, .... nenne. Ihre 
Nullgeraden sind 1, l,, l,,...; ihre Koordinaten (A,, B}), (As, B;), 
(A;, Bs), ... In Analogie damit nenne ich die Koordinaten der I-Punkte 
Fre BA), ash Bee u r 
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$ 4. Die I-Geraden, die durch einen gegebenen I-Punkt gehen. 

Wenn wir in der Gleichung: BZ=X — A die Größen Z und X als 
konstant, B und A als variabel betrachten, so definiert diese Gleichung 
die I-Geraden, die durch den I-Punkt Z, X gehen (Fig. 3). 

6. Ich denke mir um den Punkt (x, y,2) eine Ebene rotierend; [20 
jeder Lage derselben entspricht eine bestimmte Streifung, eine bestimmte 
Nullgerade. Die Nullgeraden kon- 
stituieren eine Linienkongruenz von 
besonderer Art, definiert durch die 
- Gleichung: 












d.tgh =p = Const. 


x, y, z ist das Zentrum, die ver- 
tikale Gerade durch (z, y, 2) ist dıe 
Achse der Kongruenz. Die ima- 





ginären Direktrizen sind nach den 
unendlich entfernten, imaginären 
Kreispunkten der x, y- 
Ebene gerichtet (Plücker: 
Neue Geometrie des Rau- 
mes). 

Der wesentliche Cha- 
rakter dieser Kongruenz 
ist, daß die Geraden derselben in horizontalen Ebenen ähnliche Figuren 
bestimmen. 

Briot et Bouquet: Fonetions doublement periodiques, pagina 9. 
Aist die komplexe Koordinate eines Punkts der Ebene 2=0 und 
A-+mB ist die komplexe Koordinate eines Punkts der Ebene z = m. 
A + mB ist eine lineare und monogene Funktion von A. 

Wenn man in der x, y-Ebene die Punkte eines Kreises wählt, kon- 
stituieren die entsprechenden Geraden einer solchen Kongruenz ein ein- 
faches Hyperboloid mit horizontalem Kreisschnitte. 

Umgekehrt: Die Generatrizen des einen Systems eines solchen Hyper- 
boloids können immer als Nullgerade von I-Geraden durch denselben 
I-Punkt betrachtet werden. Die zwei Generatrizensysteme entsprechen 
verschiedenen I-Punkten. | 

%. Unter der Kongruenz P verstehe ich die Kongruenz der Null- 
geraden von denjenigen I-Geraden, die durch den I-Punkt P gehen. Die 
Kongruenz eines Nullpunkts wird von den Raumgeraden durch den Ort des 

Punkts gebildet. 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 2 
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Die I-Gerade PP, ist die I-Gerade, die sowohl durch P als durch P, 
geht. Die Nullgerade von der I-Geraden PP, ist die gemein- 
schaftliche Gerade der zwei Kongruenzen P und P,. Wenn 
diese zwei /-Punkte Nullpunkte sind, geht diese gemeinschaftliche Gerade 
dureh die Örter der I-Punkte. 


Es wird später vielleicht noch deutlicher werden, daß der I-Punkt 
in unserer Theorie Repräsentant einer Linienkongruenz ist. 


$5. Die /-Kurve von n-tem Grade. [21 


8. Es sei F„(Z,X) = 0 eine Relation von n-tem Grade zwischen Z 
und X. Die Gleichung löst sich in zwei reelle auf: 


Fr, & 9, %Yy) =; Fr ap Yy—l. 
Durch Elimination ergibt sich: 
Ins (2, %, y) =U=0; fa (P, 2, y)=V/ =). 


U = 0 definiert eine algebraische Fläche vom Grade n?. Diese ist der geo- . 
metrische Ort von den I-Punkten der I-Kurve. V = 0 definiert eine Familie 
vertikaler Zylinder, die U orthogonal schneiden. Die Streifen von U sind 
folglich die Linien der größten Neigung dieser Fläche. (Cfr. Briot et 
Bouquet: Fonct. doubl. per., pag. 8). 


Eine beliebige I-Gerade schneidet eine /-Kurve von n-tem Grade in 
n Punkten. Wenn man diesen Satz auf die I-Gerade: Z=c, + Czt an- 
wendet, folgt: Eine beliebige horizontale Ebene schneidet im allgemeinen 
einen beliebigen Streifen einer /J-Kurve von n-tem Grade in n Punkten.t) 


I-Tangente. Die gestreifte Ebene der I-Tangente berührt die 
Fläche U. Im Berührungspunkte sind Gewicht und Streifenrichtung die- 
selben. Die Nullgeraden der I-Tangenten bilden eine Linienkongruenz, 
deren Brennflächen zwei nach den unendlich entfernten, imaginären 
Kreispunkten der x, y-Ebene gerichtete Zylinder sind. Der reelle Durch- 
schnitt derselben ist der Nullstreifen der I-Kurve. 


9. Wir betrachten die Frage, die allgemeinste Bewegung einer ge- 
streiften Fläche im Raume zu bestimmen, für welche sie ihren Charakter 
als Repräsentant einer /-Kurve behält. Die geometrische Figur sowohl 
als die Streifen und ihre Werte sollen unverändert bleiben. 





1) Diese n Punkte sind reell. Die Raumgeometrie, welche wir jetzt 
studieren, hat keine Imaginären. 
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Es ist einleuchtend, daß eine beliebige Translationsbewegung er- 
laubt ist. Es seien nämlich F(Z, X) und F (Z’, X’), dieselben Funktionen 
von Z,X und Z2,X’: 


Z=2 —-, X =X —-.—-Yb: 


dann definiert F(Z’, X’) = 0 die Fläche F (Z, X) = 0 translatorisch um 
die Strecke vom Koordinatenanfange nach dem Punkte (2,, Yo; 20) [22 
verschoben. 


10. Soll man andere Bewegungen ausführen können, dann müssen 
es Rotationen um vertikale Achsen sein; in anderen Fällen bleiben ge- 
wöhnlich die Streifen nicht mehr Linien der größten Neigung. Wir 
wissen, daß eine solche Rotation, wenn es der gestreiften Ebene einer 
I-Geraden gilt, erlaubt ist; in diesem Falle bleiben die Streifen auch 
Linien der größten Neigung für eine Rotation um eine horizontale Achse, 
die parallel der horizontalen Trace der gestreiften Ebene ist. Die Formel: 


p=d.teh 


zeigt indessen, daß eine solche Rotation den Charakter der gestreiften 
Ebene zerstört. 


11. Es ist leicht zu erkennen, daß man im allgemeinen eine Rota- 


tion um eine beliebige vertikale Achse ausführen kann. Es seien näm- 
lich: 


BIBI OR WEH DIET 4:. me, 


(wo Fo, Fr; Pos - - -; Fn Funktionen von Z sind) die Gleichungen zweier 
I-Kurven. Ich setze voraus: 


Bu, M=#L, Se Ha 488 ! DB» 


dann entsprechen auf den zwei gestreiften Flächen demselben Werte von 
Z die zwei Werte X und X?. Die zwei Flächen lassen sich folglich (auch 
mit Rücksicht auf das Gewicht) durch eine Rotation um die 2-Achse 
zur Kongruenz bringen. Eine Rotation um eine beliebige vertikale Achse 
läßt sich in eine Rotation um die z-Achse und eine horizontale Translation 
dekomponieren. ' 


Wenn man die Gewichte aller Punkte einer gestreiften Fläche um 
dieselbe Größe vermehrt, behält sie ihren Charakter. Diese Operation 
ist analog mit einer Verschiebung einer Figur in der 2, &- 
Ebene parallel der z-Achse. 

23* 
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$ 6. Komplexe geometrische Größen. 


12. V(Z, — Z,)? + (X, — X,)? nenne ich wie gewöhnlich die Distanz 
der zwei I-Punkte P, und P,. Die Gleichung: 


PP=-ERR 





löst sich in zwei reelle auf. Es müssen folglich zwei geometrische Be- [23 
dingungen stattfinden. Nur in besonderen Fällen ist die eine derselben 
die Gleichheit der entsprechenden Längen in gewöhnlicher Bedeutung. 
13. (B, — B,) : (1 + B,B,) nenne ich wie gewöhnlich tg (L,, L,). 
Die Gleichung: tg (L,, L,) = 0 gibt B, = B,, d.h.: die Nullgeraden 
I, , I, (und folglich auch die entsprechenden gestreiften Ebenen) sind parallel. 
tg (L,,L,) = ©o gibt 1+ B,B, =0, d.h.: Die zwei Nullgeraden 
(l, und L,) haben supplementäre Azimute, komplementäre Höhen. 
Ebenso werden die anderen Größenbegriffe generalisiert. Auch Über- 
führung anderer Begriffe von der Ebene zum Raume wird aus unserer 
Theorie resultieren. 


$ 7. Metaphysische Betrachtungen. 


14. Ein geometrischer Satz kann gewöhnlich algebraisch aufgefaßt 
werden, d.h. als ausdrückend, daß die Gleichheit gewisser Größen die 
Konsequenz gegebener Gleichheiten ist. 

Die Sätze der ebenen Geometrie, die nicht durch die Algebra her- 
geleitet werden können, sind in unserer Theorie leicht zu verifizieren. 

Weil die Algebra die Imaginären umfaßt, ist einleuchtend, daß jeder 
plangeometrische Satz (den man algebraisch aussprechen kann) von 
unseren Imaginärdingen gilt. 

Jeder plangeometrische Satz ist ein besonderer Fall 
eines stereometrischen Doppelsatzes in der Geometrie der 
Linienkongruenzen. 


$ 8. Anharmonische Funktionen. 


15. Die anharmonische Funktion von vier I-Geraden 
(L,, L,, L,, L,), die durch einen I-Punkt gehen, ist: 


A,— 4; ö A—A4;, 
A, — 4," A,— 4, 





Man hat ein Viereck (Fig. 4a) in der Grundebene zu betrachten. Der 
Modul dieser Funktion ist das Verhältnis der Produkte der entgegen- [24 
gesetzten Seiten; die Amplitude ist die Summe zweier entgegengesetzter 
Winkel. 
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Die Bedingung der Realität ist, daß die vier Punkte konzirkular 
sind. Ein besonderer Fall ist, daß die vier Punkte auf einer Geraden sind. 

Wenn |, ,l,, l,, l,in 
derselben Ebene (Fig. 
4b) sind (dann ist P 
ein Nullpunkt), so gilt / / 
die Gleichung: 


(L\1,2,L,) = / 

















= (hlll,). p% VE: / 
In anderen Fällen hat aA 


(}1,1,1,) keine Bedeu- : 
tung. 

DieanharmonischeFunktion von vier I-Punkten (P,,P,, Ps, P,) 
derselben I-Geraden ist: 





Fig. 4a. 4, Fig. 4b. 


Xı—X, r X,—X, 
X —X, ö X,—X, 





Man hat folglich ein Viereck in der Grundebene zu betrachten. 


16. L\,,L,, L,, L, (Fig. 5b) seien durch die I-Gerade L, deren Null- 
gerade ich mit I bezeichne, geschnitten. Ich nehme an, daß ! die Null- 
geraden I,, l,, l,, l,in den vier Punkten A,, Ag, A3, 4, schneidet. Dann gilt 
die Gleichung: 

L(L, 2,2; L,) = (A Ag As 2). 


Wenn L,, L,, L;, L, durch einen I-Punkt gehen, können wir kürzer [25 
schreiben: 


(L, L, Lz L,) a (A, A, Ag ),). 


Kapitel I. 
$ 9. Orthogonalitätssätze. 


17. Der Kreisradius trifft die Tangente orthogonal. Wir be- 
trachten den Nullstreifen des I-Kreises: Z22+ X? = a, + Q,t; wir er- 
halten den stereometrischen Satz: 


Der Radiusvektor vom Koordinatenanfange nach einem beliebigen 
Punkte der Raumkurve: 


2+2° — yY”’=a, 22y=0 


und die Tangente in demselben Punkte haben supplementäre Azimute, 
komplementäre Höhen. 
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18. Konfokale Ellipsen und Hyperbeln schneiden ein- 
ander orthogonal. Es sei definiert ein System konfokaler I-Ellipsen 
und /-Hyperbeln durch die Gleichungen: 


4:22 + CR! = ACH, U =V, 
AZR—-OX:=AC | V=0 
0? — 4?= (07 + A = Const. 


Wir setzen Z=2. Die komplexe Gleichung U=0 gibt zwei reelle: 
uU =0, u, =0. Diese Gleichungen definieren ein System von Raum- 
kurven. Ebenso gibt V=0 das System: vd, = 0, v%; =0. Durch jeden 
Punkt des Raumes geht eine Kurve von jedem Systeme. Die entsprechen- 
den Tangenten haben supplementäre Azimute, komplementäre Höhen. 

Durch eine ähnliche algebraische Operation kann man zwei beliebige 
Systeme orthogonaler Kurven in der z,x-Ebene als zwei räumlichen 
Kurvensystemen, die einander orthogonal schneiden, zugehörig be- 
trachten; die Tangenten im Durchschnittspunkte haben supplementäre 
Azimute. 


Anharmonische Sätze. 
$ 10. Vier I-Gerade durch einen Punkt. 


19. a) Vier Gerade der z, x-Ebene L,, Z,, L,, L, (Fig. 5a), 
die durch denselben Punkt P gehen, bestimmen auf einer beliebi- 
gen Geraden ein konstantes anharmonisches Verhältnis. 


b) Es seien 
Er: 
(Fig. 5b) vier 

Generatrizen 
des einen Sy- 
stems eines ein- 
fachen Hyper- 
boloidsmithori- 

zontalem 

Kreisschnitte 

l. Die  entspre- 
chenden I-Ge- 
raden gehen 
durch einen I- 
Punkt P. Es sei 
Fig. 5b. l eine variable 








L; 





L, 
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Generatrix des anderen Systems, ZL die entsprechende I-Gerade; I schnei- 
det 1), 15, I,, I, in den Punkten A,, Ag, Az, Aa. Wir wissen: 


L (L, L, L; L,) a; (A, Ag Az Ay). 


Die linke Seite ist konstant nach dem Euklidischen Satze, folglich auch 
die rechte. Dies ist ein bekannter Satz von vier Generatrizen desselben 
Systems einer Linienfläche zweiten Grades. 


8 11. I-Punkte auf einem /-Kegelschnitte. 


20. a) Es seien P,, P,, P,, P, vier feste Punkte, P ein variabler 
Punkt eines Kegelschnitts (Fig. 6a). Man hat die Gleichung: 


Pi FR, F,) = Gonst. 


b) Es seien P, P,, P,, P;, P, I-Punkte eines I-Kegelschnitts. Das 
Viereck A}, Ag, Az, Aa (Fig. 6b) ist zwei Bedingungen 
unterworfen. 

Dies ist ein Satz von den vier ge- S 
meinschaftlichen Geraden der variablen 
Kongruenz P mit den vier festen Kon- 
gruenzen P,, Pa, Ps, Pı- 

21. Wir setzen P,, P,, P; fest voraus; 
P, sei der Bedingung 
unterworfen daß die 











anharmonische Funk- | \ 
ia Bm PP PP)” p , 
A, 


reell ist. P, defi- [27 


niert eine räumliche A; 
Kurve S auf der ge- z As 

streiften Fläche der 2 

I-Kurve. Es ist en- Fe re 


leuchtend, daß die anharmonische Funktion von vier beliebigen 
I-Punkten auf S reell ist. Folglich: eine beliebige Kongruenz P der 
I-Kurve bestimmt mit den Kongruenzen P,, der Kurve S ein einfaches 
Hyperboloid mit horizontalem Kreisschnitte, d. h., die Nullgerade der 
I-Geraden P P,„ beschreibt, wenn P fest ist, P,, die Kurve S durchläuft, 
ein solches Hyperboloid. 


22. Jede Gerade des Raumes gehört zwei Kongruenzen eines I-Kegel- 
schnitts an; allgemein: jede Gerade des Raumes gehört n Kongruenzen 
einer I-Kurve von n-tem Grade an; eine Gerade der 2, &-Ebene schneidet 
nämlich eine Kurve von n-tem Grade in n Punkten. 
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23.) Wir betrachten den I-Kreis: Z? + X? = r2, wo r reell ist, etwas 
näher (Fig. 6c). Die Gleichungen des Nullstreifens sind: 


rt Par. sy). 
Der Nullstreifen hat zwei ebene Zweige: 
2+ 8er, 2— pr, 
y=0. | z=0. 
(Hamilton: Leetures on Quaternions, pag. 685.) 

Wir nehmen die vier festen I-Punkte auf dem einen ebenen Zweige. 
Weil wir auch P auf demselben Zweige wählen können, muß die kon- [28 
stante anharmonische Funktion P(P,P,P,P,) reell sein. 

Folglich sind im allgemeinen A,, A,, A,, A, auf 
einem Kreise, /,, l,, l;, l, sind Generatrizen eines 


einfachen Hyperboloids mit horizontalem Kreis- 
schnitte. Wenn P, den ganzen Nullstreifen durch- 


läuft, beschreibt A, zwei Kreise, !, zwei Hyper- 
boloide mit horizontalen Kreisschnitten. 
Einfache Konsequenz: Jeder Punkt der 
Raumkurve: 








Fig. 6c. 
2 —- Per, 2y=d 
rojizıert dieselbe ın der &,y-Ebene in einen Kreis und eine 
J ; 
Gerade. 


$ 12. Homographische Figuren. 


(Chasles: Geom. sup. Chap. XXV, pag. 362.) 

24. Es sei etabliert anharmonische Korrespondenz zwischen den 

I-Punkten P und P’ durch die Gleichungen: 
x _AX+BZ+C, z—_GX+HZ+K, 
DX+EZ-+F’ DX+EZ-+F 

Wir fordern, daß P und P’ Nullpunkte sind; dann müssen sie auf zwei 
Hyperboloiden U und U’ mit horizontalen Kreisschnitten gelegen sein 
(Fig. 7). Wenn der Nullpunkt P sich auf einer I-Geraden bewegt, muß P’ 
dasselbe tun. Man bemerke, daß nicht allein die Nullpunkte einer belie- 
bigen Generatrix, sondern auch diejenigen eines beliebigenhori- 
zontalen Kreisschnitts auf einer I-Geraden gelegen sind. Den Punk- 
ten eines horizontalen Kreisschnitts von U entsprechen Punkte einer [29 
U’-Generatrix. (Ofr. Lucas: Courbes planes, pag. 190.) „A une droite 
de la premiöre figure correspond une eirconförence passant par I.“ 
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Einer ebenen U’-Kurve entspricht gewöhnlich eine U- 
Kurve dritter Ordnung. 

P(P,P,P,P,) = P'(P,P,P,P,) = einer reellen Konstanten. 
Folglich sind A,, As, As, 4, konzirkular. Jeder Punkt der Raumkurve 
projiziert dieselbe in der x, y-Ebene in einen Kreis. 


25. Es sei eine gewöhnliche Involution oder Homographie zwischen 
den Punkten der ebenen U’-Kurve etabliert. (Chasles: Les coniques, 
Chap. VIII,pag. 147). Hier- 
bei erlangt man eine In- 
volution oder Homogra- 
phie auf der Raumkurve. 

Man könnte unmittel- 
bar Homographie zwischen 
den I-Punkten eines I- 
Kegelschnitts etabliert ha- 
ben. Gewöhnlich würde 
man hierbei keine Homo- 
graphie zwischen Null- 





Fig. 7. 
punkten erlangen. Re 


Es seien in einer Involution auf der Raumkurve m und m’ korre- 
spondierende Punkte; die Gerade mm’ ist auf einem Hyperboloide mit 
horizontalem Kreisschnitte, die entsprechende I-Gerade geht durch einen 
festen I-Punkt. 


26. Aus der Existenz von I-Kegelschnitten, deren Nullstreifen die 
Eigenschaft besitzt, daß jeder Punkt desselben die Raumkurve in der 
x, y-Ebene in einen Kreis projiziert, könnte man die Möglichkeit einer 
Involution zwischen Nullpunkten auf dem /-Kegelschnitte herleiten. 

Es sei P ein beliebiger I-Punkt dieses I-Kegelschnitts. Die Geraden 
der Kongruenz P, welche den Nullstreifen schneiden, bilden ein Hyperbo- 
loid mit horizontalem Kreisschnitte. Es ist einleuchtend, daß eine solche 
Gerade den Nullstreifen nur in einem Punkte schneidet ; die entsprechende 
I-Gerade schneidet nämlich den I-Kegelschnitt auch in P. Die Genera- 
trızen des zweiten Systems des Hyperboloids schneiden dann den Null- 
streifen in zwei Punkten. (Salmon: Geometrie des Raumes, II. Teil, 
deutsch von Fiedler, $. 91). Diese Generatrizen entsprechen einem [30 
J-Punkte O. Es ist aber bekannt, daß Gerade durch denselben Punkt auf 
einem Kegelschnitte eine Involution bestimmen. 


27. Man betrachte einen beliebigen I-Kegelschnitt, dessen Nullstreifen 
von zwei ebenen Kegelschnitten in konjugierten Ebenen gebildet ıst. Es 
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sei Q ein beliebiger Punkt der Durchschnittsgeraden dieser zwei Ebenen. 
Eine variable I-Gerade durch den Nullpunkt Q bestimmt auf dem 
I-Kegelschnitte eine Involution von der Art, daß einem Nullpunkte 
immer ein Nullpunkt entspricht. 


Kapitel IH. 
$ 13. Anderer Ausgangspunkt. 


28. Wir betrachten ein orthogonales Koordinatensystem (Fig. 8), wie 
früher gerichtet. Es sei O der Koordinatenanfang,’ A ein variabler Punkt 
in der z,y-Ebene. Unter A verstehe ich auch die Gerade OA, aufgefaßt 
als komplexe Größe. Die z-Achse schneidet die Ebene z = 1 in 0’. C ist 

F ein variabler Punkt in dieser Ebene. 
o- < Unter © verstehe ich auch die Ge- 

/ rade O’0, aufgefaßt als komplexe 
7 Größe. Wenn die Punkte A und C 
--7 inder 2,x-Ebene gelegen sind, wer- 
+ den die Größen A und C reell sein. 

Die räumliche Gerade AC be- 
trachte ich als Repräsentant des 
Größensystems (A, C). Eine Gleichung F (A, C) =0 definiert dann eine [31 
Linienkongruenz. Ich nehmean, daß die Gleichung die folgende Form hat: 


F(A,C —-A)=(, 
woich U—A=B setze. 

Um sich die Bedeutung dieser Variabelnvertauschung zu versinn- 
lichen, denke man sich in der festen Ebene 2 =1 eine translatorisch 
bewegliche auf jener gleitende Ebene. Ein Punkt A’ dieser letzten ist 
auf der Vertikalen des variablen Punkts A; B ist dann die komplexe 
Größe A’C. Wenn man von dem Punkte B spricht, versteht man dar- 
unter den Punkt C, betrachtet als der beweglichen Ebene angehörig. 
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a (7) 29. Wir betrachten die lineare 
\ ie | hi Relation: 
ee 2 BO=K-A, 
a a Au G=A+tgti, K=kt kai. 
+4 W / Wir nehmen G, K und die eine 
5 7 I\ Fi 7 Sr Variable reell, dann ıst auch die 





andere reell. Die variable Gerade 
Fig. 9. AB(AC) ist in der z, x-Ebene ge- 
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legen und geht durch den Punkt: z= g,, 2=k, derselben. (Chasles: 
G&om. sup., Chap. XXII, pag. 323.) 

Wenn bloß G reell ist, dann geht die räumliche Gerade A B durch den 
festen Raumpunkt (Fig. 9a): 


ua, Beh, Var, 


Wenn endlich auch G@ komplex ist, dann bilden die Raumgeraden [32 
AB (Fig. 9b) eine Linienkongruenz; das Zentrum ist der Punkt: 


ee, ek, U Ks; 


die Konstante ist g,?. Die imaginären horizontalen Direktrizen derselben 
sind nach den unendlich entfernten, imaginären Kreispunkten der x, y- 
Ebene gerichtet. G und K entsprechen augenscheinlich Z und X des Para- 
graphen 4. 


$ 14. Repräsentation der /-Geraden durch eine räumliche Gerade. 


30. Es sei Z eine Gerade der 2,x-Ebene. Die entsprechenden, nun 
reellen, Werte von A und B betrachte ich als Linienkoordinaten von |. 
Die I-Gerade der 2, -Ebene, deren Koordinaten A und B folglich imaginär 
sind, lasse ich definitionsmäßig durch eine räumliche Gerade auf die 
dargestellte Weise repräsentiert 
werden. 

Es ist zu bemerken, daß die 
reellen Elemente a,, a,, b,,b, der 
imaginären Koordinaten eben 
die Größen sind, welchePlücker 
als Strahlenkoordinaten der 
räumlichen Geraden betrachtet. r 
(Plücker: Neue Geometrie des 
Raumes, 1868.) 


31. In der Tangentialgeo- 
metrie ist der Begriff Punkt gewissermaßen unwesentlich; man könnte 
ihn durch den Begriff lineares Geradensystem ersetzen. Der Punkt tritt 
repräsentativ für dieses System auf. Man könnte von der gemeinschaft- 
lichen Geraden P,P, zweier solcher Geradensysteme (Fig. 10) statt [33 
von der Verbindungsgeraden der entsprechenden Punkte sprechen, von dem 
linearen Geradensysteme zweier Geraden FG und LM statt von ihrem 
Durchschnittspunkte, von den Koordinaten eines Geradensystems, darunter 
verstehend die Konstanten der Gleichung desselben, von der Distanz zweier 
solcher Systeme, im Sinne einer gewissen Funktion der Koordinaten. 


ZL G 





z 








Fig. 10. 
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Wenn man auf diese Weise die ebene Tangentialgeometrie dar- 
gestellt hätte, würde die oben gegebene Repräsentation der I-Geraden 
ohne weiteres zu einer Repräsentation der Imaginären der Plangeo- 
metrie führen, die indessen nicht wesentlich von der früheren ver- 
schieden ist. 


32. Die jetzige räumliche Gerade ist die Nullgerade der gestreiften 
Ebene. Das Zentrum des linearen Geradensystems ist der Ort des 
I-Punkts. Das Gewicht desselben, mit ? multipliziert, ist die Konstante 
der Kongruenz. 


Wir sprechen in der letzten Repräsentation nicht von Kurven, son- 
dern von Geradensystemen. F„(A, B) =0 definiert ein solches, dessen 
Brennflächen zwei imaginäre Zylinder sind ($ 5). Durch jeden Punkt des 
Raumes gehen n Gerade dieser Kongruenz. Die Tangenten des reellen 
Durchschnitts gehören dem Geradensysteme an. Man betrachtet gewöhn- 
lich denjenigen Teil dieser Durchschnittskurve, der in der z, x-Ebene ge- 
legen ist. (Chasles: G&omeötrie superieure, Chap. XXIV). 


Zwei unendlich nahe Gerade dieses Geradensystems bestimmen, in 
gewöhnlicher infinitesimaler Bedeutung, ein lineares Geradensystem, 
dessen Koordinaten ich Z und X nenne. Ich setze die alte Gleichungs- 
form: BZ=X — A voraus. Alle solehen Wertsysteme (Z, X) bestim- 
men sich durch eine Gleichung: 


BZ. -D. 


In der ersten Repräsentation ist dies die Gleichung der gestreiften 
Fläche. 


33. Weil die zwei Repräsentationen wesentlich identisch sind, 
kann man eine Terminologie anwenden, die von beiden etwas leiht. Unter 
der „I-Geraden L‘‘ verstehe ich zum Beispiel entweder die gestreifte 
Ebene oder die Raumgerade. Der Zusammenhang zeigt in jedem Falle [34 
die Bedeutung. 


$ 15. Der Brianchonsche Satz. 


34. Es seien P, und P, zwei Punkte in der 2,x-Ebene (Fig. 11a). 
Durch jeden gehen drei Gerade. Wir betrachten diese als Tangenten 
eines Kegelschnitts, der von den zwei Punkten konstituiert ist. Wir 
können diese sechs Geraden auf mehrere Weisen zu Sechsecken ver- 
einigen, auf welche der Brianchonsche Satz angewendet werden 
kann. 
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35. Drei Generatrizen des einen Systems (l,, 1,,1;) (Fig. 11b) eines 
einfachen Hyperboloids mit horizontalem Kreisschnitte entsprechen 
einem I-Punkte P,; drei des a b 
anderen Systems (I, 1, 4) 2 
entsprechen P,. Wenn man 
den Brianchonschen Satz 
auf die hierbei gebildeten I- 
Sechsecke anwendet, erhält 
man eine Generalisation des 
Plückerschen Satzes von 
Sechsecken, die Linienflächen 
zweiten Grades aufgeschrie- 
ben sind. Wenn die Ecken 
des betrachteten Sechsecks 
Nullpunkte sind (Plücker betrachtet diesen Fall), könnte man durch 
Transformationsbetrachtungen beweisen, daß der I-Punkt, durch welchen 
die I-Diagonalen gehen, ein Nullpunkt ıst. 





Fig. 11. 


$ 16. Geradensysteme im Raume. 


36.2.,=0, 1,=0, 1L,=(0,... sind Gleichungen von I-Geraden, 
die nicht durch denselben I-Punkt gehen. Die Gleichung einer beliebigen [35 
I-Geraden schreibt sich: 


L=L, +ul +vLl, =, 


wo „ und » komplexe Konstanten sind. Die reellen Elemente von u 
und » könnte man als Linienkoordinaten der Geraden L betrachten. 


37. Wenn r und o reelle Variable sind, definiert die Gleichung: 
L=L,+rl,+ol,=0 


die Geraden einer Linienkongruenz, deren Direktrizen horizontal sind; 
wenn r und o Funktionen einer dritten reellen Variabeln sind, ist die 
Gerade L = 0 Generatrix einer Linienfläche. 
Die Gleichung einer beliebigen I-Geraden durch den I-Punkt (L,, Z,) 
schreibt sich: 
ieh +, =V 


Wenn u als reelle Größe variiert, beschreibt L eine Linienfläche zweiten 
Grades, deren horizontaler Schnitt geradlinig ist. 
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Endlich könnte man die Gleichungsform betrachten: 
L=L,+nl.,+rl;, + r1, + rl, =). 


Die reellen Größen r,,r3,r3,r, könnte man als Linienkoordinaten auf- 
fassen. 


$ 17. Korrelative Figuren. 


38. Wir denken uns anharmonische Korrespondenz zwischen I-Punkt 
und J-Gerade zustandegebracht. Wenn wir p = 0 fordern, erhalten wir 
Korrespondenz zwischen den Nullpunkten des Raumes und den Geraden 
eines Linienkomplexes. Wenn a,, as, b,, b, einer linearen Relation unter- 
worfen sind, muß der Punkt z, y, z auf einer Linienfläche zweiten Grades 
mit horizontalem Kreisschnitte sein. Wenn noch eine solche Relation 
hinzukommt, erhalten wir anharmonische Korrespondenz zwischen den 
Punkten einer Raumkurve dritter Ordnung und den Generatrizen einer 
Linienfläche vıerten Grades, deren horizontaler Schnitt vom zweiten 
Grade ist. 

Endlich könnte man anharmonische Korrespondenz zwischen 
J-Geraden etablieren. | 


Kapitel IV. [36 
Repräsentation der I-Geraden durch eine Gewichtebene. 


$ 18. Neue Repräsentation der Imaginären der Plangeometrie. 


39. Ich stelle im folgenden in kurzen Zügen eine Repräsentation der 
Imaginären der Plangeometrie dar, die von der oben gegebenen wesent- 
lich verschieden ist, wiewohl sie mit ihr durch die Lehre 
von der räumlichen Reziprozität nahe verwandt ist. 

M Es sei 2(M,N) eine Gerade der z, x-Ebene (Fig. 12a). 
Ich betrachte sie als die Trace einer Ebene FE, die 
mit der y-Achse parallel ist, die folglich die 2, x- 
Ebene orthogonal schneidet. Einen Satz über Ge- 








0 N _ rade in der z, x-Ebene könnte man folglich als Satz 
über Ebenen betrachten. 

40. Ich betrachte die Ebene E als die Gerade 

Fig. 12a. der z, x-Ebene. Es seien T und V die inversen Seg- 

mente, welche / oder E auf der x-Achse und der z2-Achse abschneidet: 
PER ET 


ON’ OM 
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Ich betrachte T und V als Koordinaten der Geraden der 2, x-Ebene. Wenn 
sie imaginär sind: 


T=t+uV; V=v+wi, 


lasse ich definitionsmäßig die I-Gerade (T, V) durch die Ebene 
(t, u,v) vom Gewichte w repräsentiert werden. t, u, v sind die inversen 
Segmente, welche die Ebene auf der x-Achse, der y-Achse, der z-Achse [37 
bildet. Ich rede von Nullebenen. Man betrachtet gewöhnlich Nullebenen, 
welche die y-Achse in unendlicher Ferne schneiden: u = 0. 


$ 19. I-Geradensysteme. /-Kurven. 


41.F(T,V) =0 definiert ein Ensemble von Gewichtebenen, die eine 
gestreifte Fläche U umhüllen. Die Ebenen desselben Gewichtes bilden 
Abwicklungsflächen, welche U in deren Streifen berühren. 

Lineares I-Geradensystem, I-Punkt. OV’ =T —D definiert, 
wenn C und D Konstanten sind, ein lineares I-Geradensystem. Die Ge- 
wichtebenen desselben gehen durch einen Raumpunkt 
P (Fig. 12b). Die Ebenen desselben Gewichtes gehen ‚pP 
durch eine Gerade (Achse). Die von P divergierenden 
Achsen bilden eine Ebene, POM, die durch den 
Koordinatenanfang geht. Die reellen Elemente von 








C=c,+c,t und D=d, + d,t sind in Plückerscher 0 
Bedeutung Achsenkoordinaten der Nullachse PM. 

Der Punkt P einer gegebenen Nullachse kann far 
durch folgende Konstruktion bestimmt werden. Man 
zieht von O in der z,y-Ebene eine Gerade OM nach 
der Nullachse; perpendikulär auf OM zieht man, auch in der z,y-Ebene, 
die Gerade ON. Die Vertikalebene durch ON schneidet die Nullachse 
im Punkte P. 

Die Nullachse ist ein vollständiger Repräsentant des Gewichtebenen- 
systems; dies ist dagegen nicht der Fall mit dem Punkte P. 


42. Einer gegebenen I-Geraden T, V entspricht ein Ensemble von 
linearen Geradensystemen C, D, welche dieselbe enthalten; man könnte 
sagen: der I-Geraden 7, V entspricht eine Kongruenz von Nullachsen. 

F(T,V) =0 definiert ein Ensemble von Gewichtebenen, welche 
eine Fläche U umhüllen. Zwei unendlich nahe Gewichtebenen bestimmen 
ein lineares Gewichtebenensystem. Der Punkt P desselben ist auf U. 

Die fundamentale Rolle der unendlich entfernten, imaginären 
Kreispunkte in der früheren Theorie kommt nun den Geraden vom Koordi- 
natenanfange nach diesen Punkten zu. 





Fig. 12b. 
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Die anharmonische Funktion von vier I-Geraden desselben [38 
linearen I-Geradensystems ist: 


Tn—T,.D-D. 
T, — T, ’ T,—T, 





Wenn die vier Tracen T,, T,, T,, T, in der x,y-Ebene einen Kegel- 
schnitt berühren, der einen Brennpunkt im Koordinatenanfange hat, 
so ist diese Funktion reell und gleich der anharmonischen Funktion, 
welche die vier Tangenten auf einer beliebigen fünften Tangente be- 
stimmen. Die anharmonische Funktion von vier Gewichtebenen desselben 
Gewichtes ist reell und gleich der anharmonischen Funktion der vier 
Ebenen. 


$ 20. Anwendungen der Theorie, 


43.a) Es seien A,, As, A;, A, vier feste Punkte auf einer Geraden, 
A ein variabler Punkt, alle in der 2,x-Ebene. Wir wissen: 


A(A,4,4;,4,) = Const. 


b) Esseien A,, As, A;, A, vier feste Generatrizen einer Linienfläche 
zweiten Grades (besonderer Art); wir können sie als Nullachsen, deren 
I-Geradensysteme eine gemeinschaftliche I-Gerade enthalten, betrachten. 
Es sei A eine beliebige Generatrize des anderen Systems, als Nullachse 
aufgefaßt. Wir erhalten den Satz von der konstanten anharmonischen 
Funktion von vier Tangentialebenen einer Linienfläche zweiten Grades, 
die durch vier feste Generatrizen des einen Systems und eine variable des 
zweiten gehen. 

Der Pascalsche Satz gibt, wenn der Kegelschnitt von zwei Geraden 
gebildet ist, eine Generalisation des Plückerschen Satzes von sechs- 
flächigen Körpern, die einer Linienfläche zweiten Grades ein- und aufge- 
schrieben sind. 

Man könnte endlich, indem man den Punkt der z, x-Ebene als die Trace 
einer mit der y-Achse parallelen Geraden auffaßt, definitionsmäßig 
den I-Punkt (OD) durch eine räumliche Achse repräsentieren. Dieses führt 
auf die eben gegebene Repräsentation zurück. 


IV. 


Repräsentation der Imaginären der Piangeometrie. [107 
Fortsetzung. 
Von Marius Sophus Lie. 


Christ. Forh., Aar 1869, S. 107—146. Christiania 1870. 


Vorbemerkungen. 


44. Diese Abhandlung schließt sich als Fortsetzung an eine frühere, 
diein den Verhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften in Christia- 
nia gedruckt ist [hier Abh. III, 5. 14—32]. Eine noch ältere, die im 
„Journal für reine und angewandte Mathematik‘ (Crelle- 
Borchardt) Bd. 70 aufgenommen ist [hier Abh. I, 5.3—11], wird ge- 
nügen, um in diese einzuführen. 


45. In Kapitel V wird aus der Liniengeometrie der Ebene eine Geo- 
metrie der Chorden einer Raumkurve dritter Ordnung hergeleitet. 

In Kapitel VI wende ich meine Repräsentation auf die Theorie der 
Kegelschnitte an. 

In Kapitel VII wird ein eigentümlicher, einfacher Linienkom- 
plex!) zweiten Grades, dessen Gerade anharmonisch den Punkten 
des Raumes entsprechen, betrachtet. Ich leite hierdurch anharmonische 
Korrespondenz zwischen den Geraden einer Kongruenz zweiter Ord- 
nung und Klasse, und den Punkten eines Hyperboloids her und zeige, 
daß die Geraden unserer Kongruenz auf zehn Weisen in ein System 
von Linienflächen zweiten Grades zusammengefaßt werden können. 
Wenn die Geraden der Kongruenz eine feste Gerade (Doppelgerade der 
Komplexfläche; efr. Plücker: Neue Geometrie des Raumes, 1868) 
schneiden, so wird ein System von Kegeln, eines von Kegelschnitten ge- 
bildet. 

In Kapitel VIII werden endlich mehrere stereometrische Transforma- 
tionen untersucht. Die Ebene wird zum Beispiel in eine Linienfläche dritter 
Ordnung transformiert. Flächen zweiten Grades gehen in Flächen [108 
vom sechsten Grade über, welehe 1.in Linienflächen vierter Ordnung 





1) Die singulären Punkte desselben bilden ein Tetraeder; die singulären Ebenen 
gehen durch die Ecken dieses Tetraeders. 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 3 
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oder 2.in Kummersche Flächen vierter Ordnung, aus welchen fünf 
Systeme zweifacher Berührungsebenen Kegelschnittpaare ausschneiden, 
oder in Flächen dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte, usw. degene- 
rieren können. 


Kapitel V. 
$ 21. Anharmonische Korrespondenz zwischen /-Punkten. 


46. Wenn anharmonische Korrespondenz zwischen zwei I-Punkten P 
und P’ (812) zustandegebracht ist, so entsprechen, wie wir wissen, den 
Nullpunkten eines gewissen Hyperboloids U die Nullpunkte eines anderen 
Hyperboloids U’. Dem Durchschnittskegelschnitte C,!) des Hyperboloids 
U mit einer Ebene E entspricht eine Raumkurve C,}). Bewegt sich die 
Nullgerade einer variablen I-Geraden L in der Ebene E, so trifft sie 
den Kegelschnitt C', in zwei Nullpunkten, denen zwei auf der Raumkurve 
CO, gelegene Nullpunkte entsprechen. Die I-Gerade L geht mithin in eine 
I-Gerade L’ über, deren Nullgerade eine Chorde der Raumkurve (, ist. 
Es ist zu bemerken, daß im allgemeinen die Nullpunkte der zwei /-Geraden 
L und L’ einander nicht entsprechen. 

Wenn wir uns nun die J-Gerade durch eine Gerade, nicht durch eine 
gestreifte Ebene dargestellt denken, so können wir den folgenden Satz aus- 
sprechen: 

Wenn (a,,Q,, b,,b,) und (a,,@a,, b,,b,) Strahlenkoordinaten 
zweier Raumgeraden L und L’ ($ 14) sind, und folgende anhar- 
monische Relationen stattfinden: 


4: _MA+NB+P „_QA+UB+V 
 RA+SB+-T’ TRBA-SB-LT: 








wo:4=4, +0#i,B=b,+bsi,...undebensodieanderen Größen 
komplex sind, so entsprechen den Geraden L einer Ebene E 
die Chorden einer Raumkurve dritter Ordnung. 

Die Geradengeometrie der Ebene gibt auf diese Weise j109 
eine Geometrie der Öhorden einer Raumkurve dritter Ord- 
nung. 

47. Einem Kegelschnitte der Ebene E, als Geradengebilde (Kurve 
zweiter Klasse) aufgefaßt, entspricht eine Linienfläche, deren Erzeugende 
Chorden der Raumkurve C, sind. Durch jeden Punkt dieser Kurve gehen 





1) Wir schreiben der Kürze wegen 1. Raumkurve C, statt „Raumkurve 
n-ter Ordnung‘; 2. Raumkurve C, statt „Raumkurve C,, welche die beiden unend- 
lich entfernten, imaginären Kreispunkte der z,y-Ebene enthält‘. Diese Punkte 
nennen wir „die Kreispunkte + x“. 
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offenbar zwei Erzeugende; sie ist mithin eine Doppelkurve der Linien- 
fläche. Zwei Kegelschnitte der Ebene E haben vier gemeinschaftliche 
Tangenten, also haben die entsprechenden Linienflächen vier gemein- 
schaftliche Erzeugende; überdies schneiden sie einander in der Doppel- 
kurve. Sonst aber haben sie keinen gemeinschaftlichen Punkt, durch 
jeden Punkt des Raumes geht nämlich nur eine Chorde der Kurve (,,. 
Somit kann die Durchschnittskurve außer der Doppelkurve nur von 
jenen vier Erzeugenden gebildet werden und muß also mit einer von 
sechzehnter (3.22 + 2?) Ordnung gleichwertig sein. Somit sind die 
Linienflächen von vierter Ordnung. 


48. Ebenso beweisen wir, daß einer Kurve n-ter Klasse der Ebene F 
eine Linienfläche 2n-ter Ordnung entspricht, welche die Kurve (, als 
n-fache Linie enthält. Schon von früher her wissen wir, daß Geraden der 
Ebene E, die durch einen Punkt gehen, die Erzeugenden eines Hyperbo- 
loids mit horizontalem Kreisschnitte entsprechen. 

Wenn das Auge in einem beliebigen Punkte Ot) der n-fachen Linie 
C, gelegen ist, so wird das perspektive Bild der Linienfläche 2n-ter 
Ordnung eine Kurve n-ter Klasse. Eine beliebige, durch den Punkt O 
gehende Gerade schneidet nämlich die Fläche außerdem in n Punkten; 
also gehen durch ihren Durchschnittspunkt mit der Bildebene n Pro- 
jektionen von Erzeugenden der Fläche. 

Endlich bemerken wir, daß Linienflächen, hervorge- 
gangen durch Transformation von Kurven der Ebene E, die 
gewisse Bedingungen befriedigen, sich durch die angegebene 
Zentralperspektive in Kurven verwandeln, die denselben 
Bedingungen unterworfen sind. 


$ 22. Reelle anharmonische Funktionen. 


49. Die anharmonische Funktion von vier beliebigen Tangenten eines 
[reellen] Kegelschnitts der Ebene E, als I-Tangenten eines I-Kegel- [110 
schnitts aufgefaßt, ist offenbar reell; es ist somit einleuchtend, daß die 
anharmonische Funktion von vier beliebigen Erzeugenden der dem Kegel- 
schnitte entsprechenden Linienfläche vierter Ordnung ebenso reell ıst. 
Wir benutzen die Ausdrucksweise: „Reellensemble von /-Tangenten 
eines I/-Kegelschnitts‘‘ im Sinne eines Systems von I-Tangenten, 
das die Eigenschaft besitzt, daß die anharmonische Funktion von vier 
beliebigen I-Tangenten desselben reell ist. 





1) Zum Beispiel in einem von den zwei Kreispunkten + x. 
3*+ 


36 IV. Repräsentation der Imaginären der Plangeom. Forts. Christ. Forh. 1869 


Drei beliebige I-Tangenten eines I-Kegelschnitts be- 
stimmen immer ein Reellensemble. Man kann nämlich anharmo- 
nische Korrespondenz zwischen den J-Tangenten des gegebenen I-Kegel- 
schnitts und denjenigen eines anderen, dessen Nullstreifen eben ist, zu- 
standebringen. Wir ordnen den drei gegebenen I-Tangenten drei Tangen- 
ten des ebenen Nullstreifens zu. Dann besitzt offenbar das System von 
I-Tangenten unseres gegebenen I-Kegelschnitts, das den Tangenten des 
ebenen Nullstreifens entspricht, die verlangte Eigenschaft. 


50. Wir haben schon bewiesen, daß im allgemeinen das Reellensemble 
von I-Tangenten eines /-Kegelschnitts eine Linienfläche vierten Grades 
bildet, deren Doppelkurve eine Raumkurve (C, ist. Wir werden einzelne 
einfachere Formen untersuchen. 

Wenn die Ebene E das Hyperboloid in zwei Generatrizen g und y 
schneidet, so besteht die Doppelkurve C, aus einer Geraden g’ und einem 
horizontalen Kreise y’. Wenn die Gerade g den gegebenen Kegelschnitt 
der Ebene E berührt, so ist die Gerade g’ sowohl eine Erzeugende als eine 
einzelne Leitlinie der Linienfläche; durch jeden Punkt des Kreises y’ 
gehen zwei Erzeugende derselben. Wenn dagegen die Gerade y den ge- 
gebenen Kegelschnitt berührt, so ist die entsprechende Linienfläche von 
dritter Ordnung; die Gerade g’ ist ihre Doppelgerade. Wenn beide 
(Grerade g und y den gegebenen Kegelschnitt berühren, so erhalten wir die 
Form der Linienfläche dritten Grades, welche Cayley angegeben hat. 

Wir haben schon früher ($ 17) angedeutet, daß die Doppelkurve (, 
unserer Linienfläche vierten Grades in zwei horizontale Gerade zer- 
fallen kann. 


5l. Endlich bemerken wir, daß die Erzeugenden von [111 
beiden Systemen einer beliebigen Linienfläche zweiten Gra- 
des in unserer Repräsentation I-Tangenten eines I-Kegel- 
schnitts darstellen. Jedes Generatrizensystem bildet ein 
Reellensemble. 

Es seien nämlich g,, 92, 93, - . -, 9 Erzeugende deseinen, y}, Ya» Yas + Y 
Erzeugende des anderen Systems. Die Gleichung: 


Y (91 9a» 93» 9a) = Yı (91; 9a» 93» 9a) 


zeigt dann, daß alle Erzeugenden y I-Tangenten desjenigen I-Kegel- 
schnitts sind, der durch die fünf I-Geraden g,, 92; 93; Ja, Yı bestimmt ist. 
Ebenso sind alle Erzeugenden g I-Tangenten des I-Kegelschnitts, der 
durch die fünf I-Geraden y,, ya, Ya, yı und g, bestimmt ist. Hierdurch ist 
der erste Teil unseres Satzes bewiesen. Der zweite Teil folgt daraus, daß 
in obenstehender Gleichung die rechte Seite reell ist. 
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Kapitel VI. 
$ 23. I-Kegelschnitte und ihre Nullstreifen. 


52. Wir werden in diesem Kapitel unsere Repräsentation auf die 
Theorie der Kegelschnitte anwenden. 

Wir wissen, daß der I-Kegelschnitt, als I-Punktensemble aufgefaßt, 
durch eine gestreifte Fläche dargestellt wird; auf derselben haben wir 
(Nr. 21), was wir eine S-Kurve genannt haben, betrachtet; diese ist aus- 
gezeichnet dadurch, daß die anharmonische Funktion von vier beliebigen 
]-Punkten derselben reell ist. Wenn das Gewicht aller I-Punkte derselben 
Null (oder allgemeiner p) ist, kann diese S-Kurve ein Kegelschnitt oder 
eine Raumkurve (, sein. 

Es ist leicht zu erkennen, daß dies die allgemeinste Form ist. Die 
Forderung: 

P(P,,P,, P,, P,) = einer reellen Konstanten, 


wo P,P,,P,, P,, P, beliebige Nullpunkte der S-Kurve sind, enthält 
nämlich die Forderung, daß ein beliebiger Punkt der S-Kurve dieselbe 
in der x,y-Ebene als einen Kreis projiziert. Die einzige Raumkurve 
dieser Eigenschaft ist die eben betrachtete. 


53. Im Allgemeinen ist der Nullstreifen eines I-Kegelsehnitts eine 
Raumkurve (,, die somit keine S-Kurve ist. Wenn er eine Raumkurve (, 
ist, so hat die Gleichung des I-Kegelschnitts die folgende Form: 


(1) Z?+ AZX+BZ+CX+D=0. [112 


Einem gegebenen Werte von Z (d.h. von z und p) entspricht offenbar nur 
ein Wert von X (d.h. von x und y), ein beliebiger p-Streifen wird daher 
von einer beliebigen Horizontalebene nur in einem Punkte geschnitten; 
alle p-Streifen sind folglich in diesem Falle Raumkurven (.. 
Wenn in der Gleichung (1) X unbegrenzt wächst, so wird Z : X entweder 
Null oder — A. Unser I-Kegelsehnitt enthält also den, in horizontaler 
Richtung, unendlich entfernten I-Punkt. Folglich haben alle I-Kegel- 
schnitte, deren Nullstreifen eine Raumkurve C, ist, einen 
gemeinschaftlichen I-Punkt. 


54. Wenn der Nullstreifen einen oder zwei Kegelschnitte enthält, so 
ist jeder derselben eine S-Kurve. Jeder I-Punkt eines solchen I-Kegel- 
schnitts projiziert, wie wir wissen, diese Kegelschnitte als Kreise in der 
%,y-Ebene, d.h. die Geraden des I-Punkts, aufgefaßt als Kongruenz, welche 
diese Kegelschnitte schneiden, bilden zwei Hyperhboloide mit horizon- 
talen Kreisschnitten. Umgekehrt: Jeder I-Punkt, der einen Kegel- 
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schnitt k in der z,y-Ebene als Kreis projiziert, gehört dem 
I-Kegelschnitte kan (d.h.dem I-Kegelschnitte, der den Kegel- 
schnitt k als Nullstreifen enthält). Dieses folgt daraus, daß, 
wenn die anharmonische Funktion von vier I-Geraden eines I-Punkts reell 
ist, sie derjenigen gleich ist, welche diese vier Gerade, als Erzeugende 
eines Hyperboloids aufgefaßt, auf einem beliebigen Kegelschnitte des- 
selben bestimmen. 


55. Eine einfache Konsequenz des letzten Satzes ist die folgende. 
Alle Kegelschnitte, die auf einem Hyperboloid mit horizon- 
talem Kreisschnitte gelegen sind, enthalten, als I-Kegel- 
schnitte aufgefaßt, zwei gemeinschaftliche I-Punkte, die 
nämlich, welche durch die beiden Generatrizensysteme be- 
stimmt sind. Cfr. Chasles: Les coniques, pag. 362. Corollaire I. 
„Lorsque l’oeil est situ& sur la surface (du second ordre), les perspectives 
de toutes les sections planes sont des coniques qui passent par deux 
points fixes.‘ In unserer Theorie sind die beiden Kreispunkte + x, welche 
auf dem Hyperboloıde mit horizontalem Kreisschnitte gelegen sind, 
Perspektivitätszentra. 


Wenn sich eine Ebene um eine feste Achse dreht, so be- 
stimmt sie durch ihren Schnitt mit einem Hyperboloid von 
horızontalem Kreisschnitte I-Kegelschnitte, die vier feste [113 
I-Punkte enthalten. Zwei haben wir nämlich eben erkannt; die beiden 
anderen sind die Nullpunkte, in welchen die Achse das Hyperboloid 
schneidet. Der Satz gilt noch, wenn die Achse das Hyperboloid nicht 
trifft. 


56. Wenn der Nullstreifen eine Raumkurve (, ist, so 
treten zwei Systeme von I-Punkten auf, welche denselben 
ın der x,y-Ebene als Kreis projizieren. Es sei nämlich gegeben ein 
beliebiges Hyperboloid, das die Raumkurve (, enthält; es seien P, und 
P, die beiden I-Punkte, welche durch die beiden Generatrizensysteme 
bestimmt sind. Wenn die Generatrizen der Kongruenz P, die Kurve (©, 
zweifach schneiden, so werden die Generatrizen der Kongruenz P, die- 
selbe einfach schneiden. Alle I-Punkte P, gehören dem I-Kegel- 
schnitte C, an. 


Um dieses zu beweisen, betrachten wir die Nullpunkthyperboloide U 
und U’ des Paragraphen 12. Einem Kegelschnitte C, auf U entspricht auf 
U’ eine Raumkurve (,. Es sei H’ ein beliebiges Hyperboloid, das die 
Kurve (, enthält, G@’ das Generatrizensystem desselben, welches (, ein- 
fach schneidet. Dem I-Punkte@’ entspricht ein I-Punkt G, der den Kegel- 
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schnitt CO, im der x, y-Ebene als Kreis projiziert und somit dem I-Kegel- 
schnitte (©, angehört. Infolgedessen gehört auch der I-Punkt G’ dem 
I-Kegelsehnitte CO, an. 

Raumkurven (C, eines Hyperboloids, welche von demselben Genera- 
trizensysteme @ einfach geschnitten werden, bestimmen I-Kegelschnitte, 
welche zwei feste I-Punkte enthalten. Der /-Punkt @ ist der eine, der in 
horizontaler Richtung unendlich entfernte ist der andere. Wenn diese Kur- 
ven (, durch zwei feste Punkte gehen, so enthalten die entsprechenden 
I-Kegelschnitte vier feste I-Punkte. 


$ 24. I-Kegelschnitte, als Ensemble von /-Tangenten aufgefaßt. 


57. Die I-Tangenten eines I-Kegelschnitts bilden eine Kongruenz, 
deren Brennflächen zwei nach den Kreispunkten + x gerichtete Zylinder 
sind. Der Durchschnitt derselben ist der Nullstreifen des I-Kegelschnitts. 
Man schließt hieraus, daß, wenn das Auge beliebig auf dem Nullstrei- [114 
fen gelegen ist, die Horizontalperspektive einer beliebigen Linienfläche, 
die von J-Tangenten gebildet ist, eine Kurve wird, welche die beiden 
Kreispunkte +x enthält. Wenn diese Kurve ein Kegelschnitt ist, so 
muß sie ein Kreis sein. Wir wissen, daß im allgemeinen das Reellensemble 
von I-Tangenten eine Linienfläche vierten Grades bildet. Die Doppel- 
kurve derselben schneidet im allgemeinen den Nullstreifen des darge- 
stellten /-Kegelschnitts in vier Punkten. Wenn das Auge in einem von 
diesen vier Punkten gelegen ist, so wird die Horizontalperspektive der 
Linienfläche ein Kreis. 


98. Die Beschaffenheit des Nullstreifens ist eng mit derjenigen der 
horizontalen I-Tangenten verknüpft. 

Wenn diese zwei horizontale Nullebenen sind, so wird der Nullstreifen 
von zwei Kegelschnitten gebildet. Eine variable I-Tangente bestimmt 


nämlich in diesen horizontalen Ebenen zwei komplexe Segmente O’C 
und OA (Fig.1a) oder kürzer C und A. Wir 


setzen voraus, daß O0 und O’ die Berührungs- & 
punkte sind, daß ferner, wenn die Größen A 0! \ 
und C reell sind, die Geraden OA und O’C pa- B ; 


rallel sind. Dann ist die I-Tangentengleiehung 
des I-Kegelschnitts von der folgenden Form: 


A.C = Const., n | 
wo wir noch die Konstante reell voraussetzen A 


können. Wenn A und infolge hiervon C reell Fig. 1a. 
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variiert, so umhüllt die I-Tangente (A, C) einen Kegelschnitt; wenn A 

mit der Amplitude @, © infolgedessen mit der Amplitude —p variiert, 

so beschreibt die I-Tangente (4, €) eine Linienfläche zweiten Grades, [115 

die von den beiden Horizontalebenen berührt wird. Wenn 9 = % ist, so 

umhüllt die I-Tangente wieder einen Kegelschnitt. Wir haben somit be- 

wiesen, daß die I-Tangenten im betrachteten Falle in ein System von 

Linienflächen zweiten Grades zusammengefaßt wer- 

den können. Es ist zu bemerken, daß die Gerade 

c 00’ ein gemeinschaftlicher Diameter der Linien- 

flächen sowohl als der Kegelschnitte ist. Der Hal- 

bierungspunkt dieser Geraden ist das gemeinschaft- 
liche Zentrum. 





59. Wenn die beiden horizontalen I- 
Tangenten dieselbe Lage, aber entgegen- 
gesetztes Gewicht haben, so wird der Nullstreifen von einem 
Kegelschnitte gebildet, der keine (reelle) horizontale Tan- 
gente hat. 

Wir betrachten ein wenig den einfachen Fall, daß die beiden Berüh- 
rungspunkte dieselbe Lage haben. Die Segmente A (Fig. 1b) und C be- 
ziehen sich dann auf denselben Punkt. Wir bringen die Tangentengleichung 
auf die Form: 


Fig. 1b. 


A:U ET 


wo r reell ist. Wenn der Punkt A den horizontalen Kreis mit dem Radıus r 
und dem Zentrum im Berührungspunkte beschreibt, so macht der Punkt 
C dasselbe. Die I-Tangente (A, ©), d.h. die gemeinschaftliche Gerade 
der beiden Kongruenzen A und ©, umhüllt einen Kegelschnitt, den Null- 
streifen. Wenn A und infolgedessen auch C einen konzentrischen Kreis 
durchläuft, so wird die I-Tangente (A, ©) eine Linienfläche zweiten 
(Grades beschreiben. 

Wir können somit den folgenden Satz aussprechen: Wenn der 
Nullstreifen eines I-Kegelschnitts von einem oder zwei 
Kegelschnitten gebildet wird, so sind die I-Tangenten, 
welche eine beliebige I-Tangente schneiden, Erzeugende des 
einen Systems einer Linienfläche zweiten Grades. 


60. Wir werden endlich ohne Beweis einen allgemeinen Satz über 
I-Kegelschnitte, deren Nullstreifen von einem oder zwei Kegelschnitten 
gebildet wird, aussprechen: 

Es sei U eine beliebige Linienfläche zweiten Grades, ge- 
bildet von I-Tangenten eines I-Kegelschnitts K; es sei P 
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ein beliebiger I-Punkt desselben I-Kegelschnitts. Die Ge- [116 
raden der Kongruenz P, welche die Fläche U berühren, 
bilden zwei Hyperboloide mit horizontalen Kreisschnitten. 


Wir wissen, daß dem I/-Kegelschnitte K unendlich viele Flächen U 
entsprechen und zweifach unendlich viele I-Punkte P. 


Es ist weiter eine einfache Konsequenz aus einem späteren Natze, 
daß die Durchschnittskegelschnitte des Flächensystems U mit einer be- 
liebigen Ebene E, als I-Kegelschnitte aufgefaßt, den I-Kegelschnitt K 
zweifach berühren. Als Kegelschnitte der Ebene E aufgefaßt, be- 
rühren sie dagegen zwei Kegelschnitte dieser Ebene (die Durchschnitts- 
kegelschnitte) derselben mit den Brennflächen der Kongruenz, welche die 
I-Tangenten des I-Kegelschnitts K bilden. 


8 25. Pol und Polare. 


61. Es sei gegeben der Nullstreifen eines beliebigen J-Kegelschnitts 
und ein Nullpunkt P. Durch P gehen im allgemeinen zwei Chorden des 
Nullstreifens; auf jeder von diesen nimmt man den harmonischen Punkt 
von P in bezug auf die beiden Schnittpunkte der Chorde mit dem Null- 
streifen. Es seien m, und m, diese beiden harmonischen Punkte. Die 
Gerade mm, ist offenbar in unserer Repräsentation die Polare des Null- 
punkts P. Man kann noch einen Punkt dieser Polaren dadurch bestimmen, 
daß man in der Horizontalebene durch P, auf dem Kreise durch P und 
[durch] die beiden Schnittpunkte des Nullstreifens mit der Horizontal- 
ebene, den harmonischen Punkt von Pin bezug auf diese beiden Schnitt- 
punkte nimmt. 


Wenn der Nullstreifen eine Raumkurve (, ist, so geht durch P 
nur eine Chorde dieser Kurve; auf derselben bestimmt man, wie früher, 
einen Punkt m; der Polaren. Die Horizontalebene durch P schneidet 
den Nullstreifen in nur einem Punkte a. Auf der Geraden Pa nimmt man 
einen solchen Punkt b, daß Pa = ab; dann ist die Gerade mb die Polare. 


62. Wenn der Nullstreifen von zwei Kegelschnitten gebildet wird, so 
gilt noch die erste Konstruktion; dieses ist dagegen nicht der Fall, wenn 
der Nullstreifen von nur einem Kegelschnitte gebildet wird. In beiden 
Fällen kann man die folgenden Konstruktionen anwenden. 


1. Es sei k ein ebener Kegelsehnitt. Die Horizontalebene durch P [117 
schneidet denselben in den Punkten a und b. Auf dem Kreise Pab nimmt 
man den harmonischen Punkt d von P in bezug auf a und b. Es sei in 
gewöhnlicher Bedeutung der Punkt f der Pol der Geraden ab in bezug auf 
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den Kegelschnitt k; dann ist die Gerade fd in unserer Repräsentation die 
Polare des Nullpunkts P. 

2. Man bestimmt denjenigen Diameter D des Kegelschnitts k, der 
dem horizontalen konjugiert ist. Der Horizontalkreis durch den Punkt 
P, dessen Zentrum auf dem Diameter D liegt, schneidet die Ebene des 
Kegelsehnitts k in dem Punkte P’. Man bestimmt die Polare dieses 
Punktes in Bezug auf den Kegelschnitt k. Sie schneidet den Diameter D 
im Punkte f und die Horizontalebene durch P im Punkte !. Auf dem 
Horizontalkreis durch /, dessen Zentrum auf dem Diameter D liegt, 
nimmt man einen solchen Punkt h, daß die beiden Bogen PP’ und Ih 
von derselben Gradzahl und derselben Richtung sind; dann ist die Ge- 
rade fh die Polare des Nullpunkts P in bezug auf den I-Kegelschnitt k. 

Man sieht, daß die Polare eines beliebigen Nullpunkts 
in bezug auf einen I-Kegelschnitt, dessen Nullstreifen von 
einem oder zwei Kegelschnitten gebildet ist, immer den 
Diameter D schneidet. Wenn eine Figur in einer Ebene 
durch D gelegen ist, so ist dasselbe der Fall mit der rezi- 
proken Polaren. 


63. Wenn wir den Satz von den Verbindungsgeraden entsprechender 
Ecken von zwei konjugierten Dreiecken auf den Fall anwenden, daß der 
Nullstreifen einen vertikalen Kreis enthält, so erhalten wir den folgenden 
Satz: 

Es sei gegeben ein Kreis, ein Diameter und zwei konjugierte Dreiecke. 
Es ist bekannt, daß die drei Verbindungsgeraden von entsprechenden 
Ecken durch einen Punkt gehen. Wenn man die Dreiecke unveränderlich 
mit dem Diameter D vereinigt und darauf die Ebenen derselben denselben 
Winkel um den Diameter D dreht, aber in entgegengesetzter Richtung, 
so sind die Verbindungsgeraden von entsprechenden Ecken Erzeu- [118 
gende eines Hyperboloids, dessen einer Kreisschnitt!) perpendikulär auf 
D ist. 


64. Wenn ein /-Kegelschnitt durch eine Linienfläche zweiten Grades 
dargestellt ist, so folgt aus dem, was wir früher gesagt haben, daß die 
Polaren aller Nullpunkte des Raumes den der Horizontal- 
ebene konjugierten Diameter D der Linienfläche schneiden. 
Umgekehrt ist der Pol einer beliebigen I-Geraden L, welche diesen Dia- 
meter D schneidet, ein Nullpunkt. Um diesen Pol zu konstruieren, wenden 
wir den folgenden Satz an (Chasles: sect. coniques, Nr. 100, p. 79): 





1) Dieser Kreisschnitt wird von einer geraden Linie gebildet. 
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Si de chaque point d’une droite L on mene deux tangen- 
tes & une conique et la droite A conjugu6de harmonique de L 
par rapport aux deux tangentes, toutes les droites A pas- 
sent par un möme point...ÜCe point est le pöle de la droiteL. 


Die Gerade L schneidet die Linienfläche in zwei Punkten P, und P,; 
es seien g, und y, die beiden Erzeugenden (I-Tangenten des I-Kegel- 
schnitts), welche durch den Punkt P, gehen. Auf dem Kegel mit horizon- 
talem Kreisschnitte, der von den drei Geraden L, g, und y, bestimmt wird, 
suchen wir die harmonische Gerade A, von L in bezug auf g, und y,. In 
dem Punkte P, bestimmen wir durch die entsprechende Konstruktion 
die Gerade A,. Vorausgesetzt, daß L den Diameter D schneidet, werden 
diese Geraden A, und A, einander schneiden. Der dadurch bestimmte Null- 
punkt ist der Pol der I-Geraden L in bezug auf den durch die Linienfläche 

dargestellten I-Kegelschnitt. 


65. Wenn die gegebene I-Gerade eine horizontale Nullebene ist, so 
wählt man auf der Durchschnittskurve (d) der Linienfläche mit derselben 
einen beliebigen Punkt. Die Tangentenebene in demselben schneidet die 
Fläche in zwei Generatrizen g und y, die Nullebene in der Geraden L. 
Man nimmt die harmonische Gerade A von L in bezug auf g und y. Alle 
I-Geraden A gehen durch einen Nullpunkt, den gemeinschaftlichen Durch- 
schnittspunkt nämlich aller Tangentenebenen, welche die Fläche in der 
horizontalen Durchschnittskurve d berühren. 


Den Pol einer horizontalen Nullebene (E) in bezug auf 
einen I-Kegelschnitt, der durch eine Linienfläche U zwei- [119 
ten Grades dargestellt wird, bestimmen wir dadurch, daß wir 
den Pol der Ebene E relativ zu der FlächeU in gewöhnlicher 
stereometrischer Bedeutung konstruieren. 

Die Polare eines beliebigen Nullpunkts P in bezug auf einen I-Kegel- 
schnitt, der durch eine Linienfläche zweiten Grades dargestellt wird, be- 
stimmt man dadurch, daß man durch P Gerade zieht, welche den der 
Horizontalebene konjugierten Diameter der Linienfläche schneiden. Die 
Pole dieser I-Geraden können wir konstruieren; sie bilden die verlangte 
Polare. 


S 26. Kegelschnitte, die vier Bedingungen unterworfen sind. 


66. Chasles: sections coniques, pag.203. Quand plusieurs 
coniques ont quatre points communs, les polaires d’un autre 
point quelconque, relatives & ces courbes, passent par un 
m&me point. 
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pag. 209. Quand quatre coniques passent toutes par quatre 
points, les polaires d’un point P ont un rapport anharmo- 
nique constant, quel que soit le point P. 

1. Wir wenden diesen Satz erstens auf den Fallan, daß drei von den 
vier festen Punkten Nullpunkte sind, der vierte der in horizontaler Rich- 
tung unendlich entfernte. Der Nullstreifen ist dann eine Raumkurve (,. 
Wir haben früher die Konstruktion der Polaren eines Nullpunkts in bezug 
auf einen solchen I-Kegelschnitt gegeben. 

Wenn eine Raumkurve C', drei feste Punkte hat, so gehört die 
Polare eines beliebigen Nullpunkts relativ zu dem I-Kegelschnitte C, 
einer Kongruenz (einem I-Punkte) an. Vier beliebige Polaren und die 
Tangenten der entsprechenden Kurven (, in einem von den drei festen 
Punkten bestimmen in einer beliebigen Horizontalebene anharmonisch 
äquivalente!) Vierecke. Wenn man einen Kegel mit dem Scheitel in 
einem von diesen drei festen Punkten und mit horizontalem Kreisschnitte 
konstruiert und die Kurve C,, noch der Bedingung unterwirft, diesen 
Kegel zu berühren, so beschreibt die Polare des festen Nullpunkts [120 
ein Hyperboloid mit horizontalem Kreisschnitte. 

2. Es sei gegeben ein Hyperboloid mit horizontalem Kreisschnitte 
und eine Ebene, welche sich um eine feste Achse dreht. Der Durchschnitts- 
kegelschnitt (k), aufgefaßt als I-Kegelschnitt, geht durch vier feste 
I-Punkte. Die Polare eines beliebigen Nullpunkts beschreibt ein Hyper- 
boloid mit horizontalem Kreisschnitte. 

Die Tangenten des variablen Kegelschnitts k in dem einen Durch- 
schnittspunkte der Achse mit dem Hyperboloide bilden nämlich eine 
Ebene. Somit ist die anharmonische Funktion von vier beliebigen dieser 
Geraden, als I-Tangenten aufgefaßt, reell. 

67. Chasles: sect. coniques, pag. 203. Quand plusieurs coni- 
ques sont eirconscrites & un quadrilatere, les diametres de 
ces courbes, conjugues & une möme droite, passent tous par 
un möme point. 

Der Diameter D des Kegelschnitts k des letzten Satzes, der dem hori- 
zontalen konjugiert ist, beschreibt ein Hyperboloid (H) mit horizontalem 
Kreisschnitte. ! 

Chasles: sect. coniques, pag.203. Quand plusieurs coni- 
ques sont ceirconscrites a un quadrilatere, le lieu des pöles 
d’une droite L relatifs & toutes les coniques est une conique. 

Es sei L eine beliebige Generatrix des Hyperboloids H des letzten 





1) Cfr. $8. Das Verhältnis der Produkte der entgegengesetzten Seiten ist das- 
selbe, ebenso die Summe zweier entgegengesetzter Winkel. 
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Satzes, welche alle Diameter D schneidet. Der Pol der I-Geraden L ın 
bezug auf einen beliebigen Kegelschnitt k ist dann ein Nullpunkt. Dieser 
Pol beschreibt im allgemeinen eine Raumkurve (,. 

Chasles: sections coniques, pag.205. Toutes les coniques, 
qui passent par quatre points, ont leurs centres sur une 
eonique. 

Das Zentrum des Kegelschnitts k beschreibt einen Kegelschnitt.!) 


68. Wir betrachten eine Raumkurve (,, die auf einem Hyperboloid 
mit horizontalem Kreisschnitte liegt und durch zwei feste Punkte geht. 
Ich setze voraus, daß die Geraden des Generatrizensystems @ die Kurve (/, 
zweifach schneiden. Dann gehen die I-Kegelschnitte C, durch vier feste [121 
I-Punkte. Man konstruiert die Polare des I-Punkts G in bezug auf einen 
solchen I-Kegelschnitt C, dadurch, daß man die beiden Punkte der Kurve 
C, bestimmt, in welchen sie von Generatrizen des Systems @ berührt wird. 
Die Verbindungsgerade dieser beiden Berührungspunkte ist die Polare. Sie 
beschreibt, wenn die Kurve (/, variiert, ein Hyperboloid mit horizontalem 
Kreisschnitte. 


69. Chasles: sect. coniques, pag.208. Quand plusieurs 
coniques sont inscerites dans le möme quadrilatere, les pöles 
d’une droite queleconque sont situ6s en ligne droite. 

Linienflächen U, zweiten Grades, die ein räumliches Viereck enthalten, 
stellen in unserer Repräsentation /-Kegelschnitte dar, die vier feste 
I-Gerade berühren. 

Der Pol einer (Horizontal-)Ebene in bezug auf eine [derartige] Linien- 
fläche U ist auf einer Geraden gelegen. 

Toutes les eoniques inscrites dans un quadrilatere ont 
leurs centres sur une möme droite. 

Das Zentrum unserer variablen Linienfläche beschreibt eine Gerade. 

Quand plusieurs coniques sont inscrites dans un quadri- 
latere, une conique est l’enveloppe de toutes les polaires d’un 
point fixe relatives aux coniques propose&es. 

Die Polare eines festen Nullpunkts in bezug auf den I-Kegelschnitt U 
beschreibt eine Linienfläche vierten Grades, deren Doppelkurve 
eine Raumkurve (, ist. Ein Reellensemble von I-Tangenten eines I-Kegel- 
schnitts bildet nämlich eine solche Linienfläche.. 

In dem folgenden Kapitel dieser Abhandlung werden wir andere 
Darstellungsweisen von I-Kegelschnitten, die vier feste I-Gerade be- 
rühren, angeben. 





1) Oder eine Raumkurve CH: das erste ist immer der Fall. 


46 IV. Repräsentation der Imaginären der Plangeom. Forts. Christ. Forh. 1869 


70. Sect. coniques, pag. 334. Quand deux divisions homo- 
graphiques sont formees sur une conique, les tangentes aux 
points homologues se coupent sur une autre conique qui & 
un double contact avec la premiere. 

Es sei eine Linienfläche zweiten Grades U von einer Ebene in einem 
Kegelschnitte K geschnitten. Die zwei I-Kegelschnitte U und K [122 
haben eine zweifache Berührung. 

Es seien nämlich P,, Ps; P;, P, vier beliebige Punkte des Kegel- 
schnitts K; 91, 9a, 93, Ja Generatrizen des einen Systems, und yı, Ya; Ya» Ya 
Generatrizen des anderen Systems, welche paarweise durch die vier 
Punkte gehen. Die beiden anharmonischen Funktionen (g,, 92, 93, 9a) und 
(Yı> Ya» Ya, Ya) sind gleich groß, man möge diese Geraden als Generatrizen 
oder als I-Tangenten auffassen. Dadurch ist unser Satz bewiesen. 


71. Wenn sich eine Ebene um eine feste Achse dreht, so bestimmt sıe 
durch ihren Schnitt mit einer Linienfläche U zweiten Grades I-Kegel- 
schnitte, welche zwei feste /-Punkte enthalten und den I-Kegelschnitt U 
zweifach berühren. 

Wenn sich zwei Linienflächen zweiten Grades U, und U, in zwei 
Kegelschnitten K, und K, schneiden, so enthält eine beliebige Fläche des 
Büschels: U, + «U, dieselben Kegelschnitte K, und K,. Der variable 
I-Kegelschnitt U, + aU, hat dann eine zweifache Berührung mit jedem 
der beiden festen I-Kegelschnitte K, und K,. 


72. Es sei endlich H ein Hyperboloid mit horizontalem Kreisschnitte. 
Die I-Punkte, welche durch die beiden Generatrizensysteme desselben 
dargestellt werden, nenne ich P und Q. Wenn E eine beliebige Ebene be- 
zeichnet, so ist bekannt, daß die Flächen zweiten Grades (H + kE?) das 
Hyperboloid H in einem Kegelschnitte C, berühren, der in der Ebene E 
liegt. Die beiden I-Kegelschnitte (H + kE?) und C', berühren einander ın 
den I-Punkten P und Q. Die gemeinschaftliche J-Gerade dieser J-Punkte, 
die Berührungschorde, ist derjenige Diameter des Hyperboloids H, der 
allen horizontalen konjugiert ist. 


Kapitel VI. 
$ 27. Ein Komplex zweiten Grades. 


13. Es sei die Raumkurve (C, der Nullstreifen eines beliebigen I-Kegel- 
schnitts. Jedem I-Punkte entspricht als Polare eine I-Gerade; umgekehrt 
entspricht jeder I-Geraden ein I-Punkt als Pol. Die Polaren aller [123 
Nullpunkte des Raumes bilden einen Linienkomplex zweı- 
ten Grades (cfr. $ 17). (A.) 
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Die Nullpunkte einer horizontalen Ebene bilden eine vollständige 
I-Gerade; somit entsprechen ihnen die Geraden einer Kon- 
gruenzP (d.h. die I-Geraden eines I-Punkts P). Alle horizontalen Null- 
ebenen enthalten, als I-Gerade aufgefaßt, einen gemeinschaftlichen 
I-Punkt, den in horizontaler Richtung unendlich entfernten; somit ge- 
hört der I-Punkt P einer I-Geraden L an, der Polaren des eben betrachte- 
ten, unendlich entfernten /-Punkts. Die anharmonische Funktion von 
vier horizontalen Nullebenen, als I-Geraden auf- 
gefaßt, ist reell; daraus schließen wir, daß 
der I-Punkt P eine S-Kurve auf der 
J-Geraden L beschreibt. (B.) a 

74. Die S-Kurve auf einer /-Geraden enthält / 
offenbar entweder zwei oder keine Nullpunkte; 





ein Kegelschnitt schneidet ja eine Gerade der- %* 
selben Ebene in zwei reellen oder zwei imagi- 
nären Punkten. Wir setzen den ersten Fall vor- 
aus und nennen diese zwei Nullpunkte Q, und Q3. 
Alle Geraden des Raumes, durch jeden von die- 





sen beiden Nullpunkten gehören somit unserem Re* 
Komplexe an; also auch die horizontalen Null- 
ebenen durch diese Punkte. Die Pole dieser Nullebenen in bezug auf den 
I-Kegelschnitt C, sind somit Nullpunkte (efr. Definition (A.) unseres Kom- 
plexes); wir wissen aber, daß der Pol einer beliebigen horizontalen Null- 
ebene derjenigen S-Kurve angehört, welche der I-Punkt P beschreibt. 
Wir können folglich schließen: Die Polare des Nullpunkts Q, ist 
die horizontale Nullebene durch den Punkt Q,; ebenso: die 
Polare des Nullpunkts @, ist die horizontale Nullebene durch 
den Punkt 9, (Fig. 2). 

Allen Nullpunkten der Horizontalebene durch Q, entsprechen somit 
(als Polaren) Gerade durch den Punkt Q,; ebenso ... 

‘5. Den Nullpunkten einer beliebigen Raumgeraden ab entsprechen 
I-Gerade eines I-Punkts. Die anharmonische Funktion von vier Null- 
punkten einer I-Geraden ist reell; also sind die entsprechenden Geraden 
des Komplexes Erzeugende eines Hyperboloids mit horizontalem Kreis- 
schnitte. Die Gerade ab schneidet die horizontalen Nullebenen durch Q, 
und Q, in zwei Punkten a und b. Dem Punkte «a entspricht (als Polare) 
eine Gerade durch Q,; ebenso... Wir können somit den folgenden [124 
Satz aussprechen: 

Den Nullpunkten einer beliebigen Raumgeraden ent- 
sprechen (als Polaren) die Erzeugenden des einen Systems 


Fig. 2. 
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eines Hyperboloids H, das die Punkte Q,, © und die Kreis- 
punkte +x enthält. 

Wir sprechen im folgenden von den ‚„Komplexerzeugenden‘‘ des 
Hyperboloids H; die Erzeugenden des zweiten Systems gehören nicht dem 
Komplexe an. 


76. Es seien gegeben zwei beliebige Gerade (g, und g,) des Komplexes; 
es seien P, und P, die entsprechenden Nullpunkte. Die Nullpunkte der 
Geraden P, P, bestimmen ein solches Hyperboloid H. Wir erhalten somit 
die folgende Definition unseres Komplexes: 

Es sei gegeben ein Tetraeder T, dessen Ecken Q,,@, und 
die beiden Kreispunkte +x sind, nebst einer beliebigen Ge- 
raden g des Komplexes. Eine variable Linienfläche zweiten 
Grades sei dem Tetraeder T umgeschrieben und enthalte die 
Gerade g. Die Generatrizen des Systems, dem g angehört, be- 
stimmen unseren Linienkomplex. (C.) 

Diese Definition bezieht sich symmetrisch auf die vier Tetra- 
ederecken. Dieses würde auch mit der erst gegebenen Definition (A.) 
der Fall sein, wenn wir bewiesen hätten, daß die beiden Punkte Q, und Q, 
ebenso wie die Kreispunkte + x stereometrische Pole des Nullstreifens C, 
sind. 


77. Den Nullpunkten einer beliebigen Geraden (g) des Komplexes 
entsprechen die Erzeugenden eines dem Tetraeder T umgeschriebenen 
Kegels, dessen Scheitel der Pol der Geraden g ist. Wenn der Scheitel des 
Komplexkegels beliebig in der Horizontalebene durch Q, (oder Q,) ge- 
legen ist, so zerfällt dieser Kegel in diese Horizontalebene und eine Ebene, 
die durch den Punkt 9; (Q,) geht. Wir wenden hier den Satz an: Wenn ein 
Kegel mit horizontalem Kreisschnitte eine horizontale Erzeugende enthält, 
so muß dieser Kreisschnitt geradlinig sein. Hieraus schließen wir den 
folgenden Satz: 

Alle Geraden des Komplexes, welche eine beliebige [125 
Horizontalgerade durch den Punkt Q, schneiden, werden auch 
eine [gewisse] Horizontalgerade durch den Punkt Q, treffen. 


78. Wir setzen voraus, daß die Gerade ab dem Komplexe angehört; 
wir beweisen, daß alle Geraden der Kongruenz, deren Direktrizen 9,4 
und Q,b sind, dem Komplexe angehören (Fig. 2). 

Die Geraden des Komplexes, die durch den Punkt a gehen, sind 
entweder horizontal, oder liegen in einer Ebene, welche den Punkt @, 
und die Gerade ab enthält. Die Gerade ac, wo der Punkt ce irgendwo auf 
der Geraden Q,b liegt, gehört somit dem Komplexe an. Ebenso sehen wir, 
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daß die Geraden des Komplexes, welche durch den Punkt ce gehen, ent- 
weder horizontal, oder in einer Ebene, welche den Punkt Q, und die Gerade 
ca enthält, gelegen sind. Wir sehen somit, daß alle Geraden, welche die 
beiden Geraden Q,a und Q,b schneiden, dem Komplexe angehören. Die 
Direktrizen Q,a und Q,b bilden immer denselben Winkel. Wir erhalten 
mithin die folgende Definition desjenigen Komplexes, welcher aus dem 
betrachteten durch kollineare Transformation hervorgeht: 

Eine jede von zwei. Geraden D, und D, liegt in einer 
festen Ebene und geht durch einen festen Punkt; sie sind 
anharmonisch mit einander verknüpft. Die variable Kon- 
gruenz, deren Direktrizen die Geraden D, und D, sind, be- 
schreibt unseren Komplex zweiten Grades. (D.) 

Diese Definition ist reziprok; sie ist wesentlich mit der Defi- 
nition (B.) identisch. Jeder Eigenschaft unseres Komplexes ent- 
spricht die reziproke. Beispiel: Eine variable Linienfläche zweiten 
Grades ist in das Tetraeder T eingeschrieben und enthält eine feste Gerade 
(g). Die Erzeugenden des Systems, dem g angehört, bestimmen unseren 
Linienkomplex. 


$ 28. Anharmonische Korrespondenz zwischen den Punkten eines 
Hyperboloids und den Geraden einer Kongruenz. 


79. Wenn der Scheitel des Komplexkegels eine Gerade L durchläuft, 
so wird eine Plückersche Komplexflächet) umhüllt (Fig. 3). Den Null- 
punkten x der Geraden L entsprechen, als Polaren, Erzeugende g eines 
dem Tetraeder T umgeschriebe- 


nen Hyperboloids. Den Kom- 9 
plexgeraden durch den Punkt 7, Q,0 
entsprechen, als Pole, die [126 

Nullpunkte der entsprechenden „ 

Erzeugenden g. Wir haben so- 

mıt anharmonische Korre- eQ, 
spondenzzwischendenNull- 


punkten eines Hyperbo- 

loids und den Geraden einer a 
wohlbekannten Plückerschen Kongruenz hergestellt. Dieses ist 
wahrscheinlich der einfachste Weg zu der Geometrie dieser Kongruenz. 


80. Einen Kegelschnitt k des Hyperboloids H betrachten wir als den 
Nullstreifen eines I-Kegelschnitts. Die reziproke Polare in bezug auf den 





1) Sie wird durch kollineare Transformation die allgemeinste. 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd.1I 4 
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I-Kegelschnitt C, wird durch eine Linienfläche vierten Grades dargestellt. 
Die Doppelkurve derselben ist eine Raumkurve (,, welche die vier Tetra- 
ederecken enthält. Wenn der Kegelschnitt k die Tetraederecke Q, ent- 
hält, so ist die horizontale Nullebene durch den Punkt Q, eine I-Tan- 
gente der reziproken Polaren, welche durch eine Linienfläche dritter 
Ordnung dargestellt wird. Die Doppelgerade der Komplexfläche ist die 
einfache Direktrix derselben; die zweifache Direktrix geht durch den 


Punkt Q.. 


81. Aus der Chaslesschen Geometrie der Fläche zweiten Grades 
leiten wir eine Geometrie unserer Kongruenz her. Zwei Gerade der Kon- 
gruenz bestimmen im allgemeinen eine solche Linienfläche dritten Grades; 
die Erzeugenden derselben gehören der Kongruenz an. Umgekehrt: Zwei 
solche Linienflächen haben im allgemeinen eine gemeinschaftliche Er- 
zeugende. Wenn das Auge in dem Punkte Q, gelegen ist, so werden die 
perspektiven Bilder der Erzeugenden einer solchen Fläche Gerade, die 
durch einen Punkt gehen. 

Wir bemerken ferner, daß in einer Ebene, welche den Punkt Q, ent- 
hält, nur eine Gerade der Kongruenz liegt, welche nicht durch den [127 
Punkt ®, geht. 


82. Eine variable Ebene, die durch die Tetraederkante 9,0, geht, 
bestimmt auf dem Hyperboloide H I-Kegelschnitte k, welche vier feste 
I-Punkte enthalten. Die Polaren der Nullpunkte Q, und Q, sind die hori- 
zontalen Nullebenen durch Q, und Q,. Die reziproke Polare des I-Kegel- 
schnitts k wird somit durch eine Linienfläche $, zweiten Grades darge- 
stellt; sie wırd von diesen beiden horizontalen Nullebenen berührt. Der 
Kegelschnitt k schneidet die Horizontalebene, welche durch den Punkt Q, 
geht, in diesem Punkte und überdies in einem Punkte, dem eine durch 
Q, gehende Gerade entspricht. Die Flächen S, gehen somit durch 
die beiden Punkte Q, und Q, und werden von den Horizon- 
talebenen durch diese Punkte berührt. Sie stellen in unserer 
Repräsentation I-Kegelschnitte dar, welche vier gegebene I-Gerade be- 
rühren, d.h. wenn das Auge in der Tetraederecke + x oder — x gelegen 
ist, so werden die perspektiven Bilder der Flächen S, Kegelschnitte, welche 
vier feste Grerade berühren. 

Jeder von den sechs Tetraederkanten entspricht ein System Flächen S;. 


83. Auf dem Hyperboloid H liegen zwei Systeme von Raumkurven 
C,, welehe die vier Tetraederecken Q,, 0,5, + x enthalten. 

Wir betrachten zuerst die Kurven C‘,, welche von den Komplex- 
erzeugenden (g) des Hyperboloids H einfach geschnitten werden. Der 
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durch diese Erzeugenden dargestellte I-Punkt gehört dem I-Kegel- 
schnitte C, an; mithin ist die I-Gerade L eine I-Tangente der reziproken 
Polaren, welche durch eine Linienfläche T', dargestellt wird. Die I-Kegel- 
schnitte T, haben vier feste I-Tangenten, die zwei horizontalen 
Nullebenen durch Q, und Q,, die I-Geraden L und Q,Q,. Die Flächen T, 
sind in das Tetraeder eingeschrieben. 

Die reziproke Polare einer Raumkurve (,, welehe von den Komplex- 
erzeugenden (g) des Hyperboloids zweifach geschnitten wird und die vier 
Tetraederecken enthält, wird durch ein Geradensystem (ft) dargestellt, 
welches die beiden horizontalen Nullebenen und nicht die Doppel- [128 
gerade L enthält. Die Geraden (t) bilden somit eine Linienfläche zweiten 
(Grades oder umhüllen einen Kegelschnitt. Das letzte ist der Fall. Alle 
(reraden (t) schneiden nämlich die Gerade L, welche keine I-Tangente 
des I/-Kegelschnitts (t) ist. Wir finden somit wieder den wohlbekannten 
Satz: Ebenen durch die Doppelgerade L bestimmen auf der Komplex- 
fläche Kegelschnitte, umhüllt von den Geraden der Kongruenz. 

Die entsprechenden I-Kegelschnitte berühren in unserer 
Repräsentation vier feste I-Tangenten. 


84. Durch unsere anharmonische Korrespondenz zwischen den Punk- 
ten eines Hyperboloids und den Geraden einer Kongruenz, welche eine 
Plückersche Komplexfläche vierter Ordnung und Klasse umhüllen, 
haben wir die folgenden Resultate erhalten: 


1. Dem einen Systeme von Erzeugenden des Hyperboloids ent- 
spricht ein System von Komplexkegeln, deren Scheitel auf der Doppel- 
geraden L gelegen sind. 

2. Dem andern Systeme vonErzeugenden entspricht ein System von 
Linienflächen zweiten Grades, die dem Tetraeder umgeschriebensind. 

3. Eine Ebene, die sich um eine beliebige Tetraederkante (K) dreht, 
bestimmt auf dem Hyperboloide ein Kegelschnittsystem, dem ein 
System von Linienflächen zweiten Grades entspricht. Diese Flächen 
enthalten die Ecken der Kante (K) und berühren die Ebenen des Tetra- 
eders, welche dieselbe (die Kante) nicht enthalten. 

4. Den Raumkurven C, des Hyperboloids, welche die vier Tetra- 
ederecken enthalten und die Komplexerzeugenden des Hyperboloids ein- 
fach schneiden, entsprechen Linienflächen zweiten Grades, die dem 
Tetraeder eingeschrieben sind. 

5. Den Raumkurven (,, welehe die vier Tetraederecken enthalten 
und die Komplexerzeugenden zweifach schneiden, entsprechen Kegel- 
schnitte, deren Ebenen die Doppelgerade L enthalten. 

4* 
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85. Wir bemerken endlich, daß Flächen eines beliebigen von den 
drei Systemen 2, 3, 4 vier Doppelpunkte der Komplexfläche [129 
enthalten und vier Doppelebenen derselben berühren. 

Die Theorie, welche wir in Kapitel VI dargestellt haben, gibt Sätze 
über diese Systeme von Linienflächen, Komplexkegeln und -kegel- 
schnitten, darunter den wohlbekannten Plückerschen über die Polare 
der Komplexfläche. 


86. Den Nullpunkten eines dem Tetraeder T umgeschriebenen Hyper- 
boloids entsprechen immer die Geraden einer Kongruenz zweiter Ord- 
nung und Klasse. Wir haben hier nur denjenigen Fall betrachtet, 
daß die Erzeugenden des einen Systems des Hyperboloids Gerade des 
Komplexes sind. In diesem Falle schneiden alle Geraden der Kongruenz 
eine feste Direktrix (L). 


$ 29. Geometrie des Komplexes. 


87. Den Nullpunkten einer beliebigen Ebene entsprechen 
die Chorden einer Raumkurve (,. 

Wir können nämlich (Kapitel V) anharmonische Korrespondenz 
zwischen den Geraden einer Ebene und den Chorden einer Raumkurve (, 
zustandebringen; ebenso können offenbar die Geraden einer Ebene den 
Nullpunkten einer anderen Ebene anharmonisch entsprechen. 

Drei beliebige Gerade des Komplexes bestimmen eine Raumkurve 
C,, welche die vier Tetraederecken enthält und die drei Geraden zweifach 
schneidet. Alle Chorden dieser Kurve gehören dem Komplexe 
an. Die drei Pole der gegebenen Geraden bestimmen nämlich eine Ebene. 

Zwei solehe Kurven (, bestimmen ein dem Tetraeder T' umgeschrie- 
benes Hyperboloid. Zwei Ebenen schneiden einander nämlich in einer 
Geraden. 

Zwei Gerade des Komplexes bestimmen ein dem Tetraeder 7 um- 
geschriebenes Hyperboloid; zwei Punkte des Raumes bestimmen [näm- 
lich] eine Gerade. 


88. In der Geometrie unseres Komplexes, welche aus der deskriptiven 
(Geometrie des Raumes hergeleitet wird, entsprechen einander: 
„Gerade des Komplexes“ und „Punkte des Raumes“. [130 
„Erzeugende eines Hyperboloids‘‘ und „Punkte einer Geraden“. 
„Chorden einer Raumkurve er und „Punkte einer Ebene“. 


Der Raum kann durch eine Ebene, die sich um eine beliebige Ge- 
rade dreht, beschrieben werden. Wir erhalten somit die folgende Defini- 
tion unseres Komplexes zweiten Grades: 
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Einer beliebigen Geraden des Raumes entspricht ein dem 
Tetraeder T umgeschriebenes Hyperboloid. Eine variable 
Raumkurve (, enthält die vier Tetraedereeken und ist auf 
dem Hyperboloide gelegen. Die Chorden derselben beschrei- 
ben den Komplex. 

Es ist zu bemerken, daß man vierfach uhedtich viele Hyperboloide 
wählen kann und doch denselben Komplex erhält. 


89. Wir wissen, daß wir auch anharmonische Korrespondenz zwischen 
den Geraden unseres Komplexesund denEbenen des Raumes zustande- 
bringen können. Den Ebenen eines Punktes des Raumes entspre- 
chen die Durchschnittsgeraden von Oskulationsebenen einer 
Raumkurve dritter Ordnung. 

Wir erhalten endlich auf diese Weise eine eigentümliche anharmo- 
nische Korrespondenz zwischen den Punkten und den Ebenen des 
Raumes. 


Kapitel VII. 


$ 30. Anharmonische Korrespondenz zwischen /-Punkten V und W, 
wo V das Gewicht Null hat. 


90. Es seien V und W zwei I-Punkte. Die Koordinaten des I-Punkts V 
sindX,=2,+ y,iundZ, = 2, + p,t; die Koordinaten des I-PunktsW 
sind X, = &u + YutundZ, = 2u + Put. Wir denken uns ($ 12) anharmo- 
nische Korrespondenz zwischen diesen beiden I-Punkten festgestellt durch 
die Gleichungen: 

Z,_AXutBZutC x _6Xu+HZu+K, 
DEIEDZLHF’ DK. DEZ 2° 





Wir fordern noch p, = 0; mithin ist V ein Nullpunkt. 
Das Gewicht des I-Punkts W bestimmt sich dann im allgemeinen 
durch eine Gleichung zweiten Grades: 


N PR 0 A 


Jedem Punkte des Raumes entsprechen mithin zwei Werte von p,. [181 
Innerhalb eines gewissen Kegels F,„ sind diese Werte imagi- 
när. Jeder Punkt des Raumes außerhalb desselben ist der Ort zweier 
I-Punkte W ; jeder Punkt des ganzen Raumes ist der Ort eines I-PunktsV. 
Der Kürze wegen nennen wir den Raum R,, wenn wir ihn als den Ort 
von I-Punkten V betrachten; analog sprechen wir von dem Doppel- 
raume R,. Einem gegebenen Orte des Raumes R, entspricht ein Ort des 
Doppelraumes R,,. Dagegen: Einem gegebenen Orte des Doppelraumes R,, 
entsprechen zwei Örter des Raumes R,. 
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91. Wir werden im folgenden drei Transformationen von geometri- 
schen Figuren anwenden, welche auf die obenstehenden Betrachtungen ge- 
gründet sind. 


1. Man kann eine gegebene räumliche Figur als den Ort von I-Punkten 
V betrachten. Jedem Punkte V entspricht ein Punkt W. Der gegebenen 
Figur des Raumes R, entspricht eine Figur des Doppelraumes R,. 
(V, W.) 

2. Man kann eine gegebene Figur als den Ort von I-Punkten W be- 
trachten. Jedem Punkte W entspricht ein Punktepaar (V,,V,). Der ge- 
gebenen Figur des Doppelraumes R,, entspricht eine Figur des Raumes 
Biss (W, V.) | 

3. Einem gegebenem Punkte des Doppelraumes R,, entsprechen, wie 
wir wissen, zwei Punkte des Raumes R, (V, und V,). Dadurch ist eine 
involutorische Korrespondenz zwischen den Punkten des Raumes R, 


bestimmt. Einer Figur von Punkten V, entspricht eine Figur von Punkten 
v- . ( ri; V> .) 


92. Wir denken uns den Raum R, von horizontalen Ebenen #, durch- 
schnitten. Jede Ebene E, (Fig. 4) ist eine vollständige I-Gerade, die sich 
in eine /-Gerade E,, transformiert. Mithin: einer ebenen und horizontalen 

IB a Figur des Raumes R, entspricht 
eine ebene Figur des Doppelrau- 
mes R,„. Die I-Geraden E,gehen 
durch einen I-Punkt A,, den in 
horizontaler Richtung unendlich 
entfernten. Folglich gehen die 
Ebenen E,„ durch einen Punkt 
A,. Im allgemeinen gehen durch 
jeden Punkt des Doppelraumes 
R.„ zwei Ebenen E,„; sie um- 
hüllen somit einen Kegel zweiten 
Grades F,,, dessen Scheitel [132 
in dem Punkte A, gelegen ist. 
Alle I-Punkte W sind offenbar außerhalb dieses Kegels gelegen. In einem 
besonderen Falle, den wir später betrachten, haben alle Ebenen E,, eine 
gemeinschaftliche Achse. 


Von den Ebenen FE, ist eine unendlich entfernt ; sie transformiert sich 
wie die anderen in eine vollständige I-Gerade. Im Doppelraume R, 
sind es mithin die Punkte einer Ebene, welche den unendlich 
entfernten des Raumes R, entsprechen. 








Fig. 4. 
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93. Wir denken uns den Doppelraum R, von vertikalen Geraden 
durchschnitten. Die /-Punkte einer solchen gehören einer I-Geraden an 
von der Gleichungsform: X = (; die entsprechenden I/-Punkte des 
Raumes R, liegen somit auch auf einer I-Geraden. Der Raum R, enthält 
nur Nullpunkte. Mithin: Eine vertikale Gerade A, des Doppelrau- 
mes R, transformiert sich in eine Gerade /,. Die I-Geraden A, 
gehen durch einen I-Punkt B,,, den in vertikaler Richtung unendlich ent- 
fernten; folglich gehören die Geraden A, einer Kongruenz 
(I--Punkt) B, an. 

Die I-Punkte V, denen unendlich entfernte des Doppel- 
raumes R,„ entsprechen, sind auf einer /-Geraden L, mithin 
auf der Nullgeraden I derselben gelegen. Diese Unendlich- 
keitsgerade / gehört der Kongruenz B, an. Der I-Punkt B,, ist 
nämlich unendlich entfernt folglich ist der entsprechende I-Punkt B,, [133 
auf der I-Geraden L gelegen; die Nullgerade l dieser I-Geraden gehört 
aber ($ 4) allen I-Punkten (Kongruenzen) derselben an. 


94. Eine Gerade des Raumes R, transformiert sich im all- 
gemeinen in einen Kegelschnitt des Doppelraumes R,„, dessen 
horizontale Projektion ein Kreis ist. Die anharmonische Funk- 
tion von vier beliebigen I-Punkten einer I-Geraden bleibt nämlich un- 
verändert durch unsere homographische Transformation ($ 8). 

Gerade des Raumes R,, welche die Unendlichkeitsgerade I 
schneiden, gehen in Gerade über. 

Stereometrisch reellen Geraden des Raumes R,, die weder die Un- 
endlichkeitsgerade / schneiden noch der Kongruenz B, angehören, ent- 
sprechen keine Geraden des Raumes R,,. 

Gerade des Raumes R,, die sich in einem Punkte von I schneiden, 
transformieren sich in Gerade, die eine unendlich entfernte geradlinige 
Direktrix schneiden. Den gegebenen Geraden, aufgefaßt als I-Geraden, 
entsprechen nämlich im Raume R, parallele I-Gerade, deren gestreifte 
Ebenen (nach $6) auch parallel sind. 


95. Eine Ebene &,, welche die Gerade / enthält, trans- 
formiert sich in eine Ebene &,. Zwischen zwei beliebigen Punkten 
der gegebenen Ebene kann man nämlich eine Gerade ziehen; derselben 
entspricht, wie wir wissen, eine Gerade; mithin können wir zwischen zwei 
beliebigen Punkten der transformierten Figur eine Gerade ziehen, die der- 
selben angehört. Somit ist sie eine Ebene. Zwischen den Punkten einer 
Ebene €, und denjenigen der entsprechenden Ebene des Doppelraumes R,, 
findet gewöhnliche kollineare Verwandtschaft statt. 
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Eine stereometrisch reelle Ebene des Raumes R,, die weder horizontal 
ist, noch die Gerade / enthält, geht nicht in eine Ebene des Doppelraumes 
R, über. 

Einer horizontalen Ebene E,„ entspricht eine, die Gerade 
l enthaltende Ebene &,. Diese beiden Ebenen des Raumes R, 
gehen in Ebenen derselben Lage des Doppelraumes R,„ über. 
Durch Betrachtung der Transformationsgleichungen sieht man nämlich, 
daß eine Ebene des Döppelraumes R, sich im allgemeinen in ein [134 
Hyperboloid mit horizontalem Kreisschnitte, welches die Gerade I ent- 
hält, transformiert. Dieses Hyperboloid kann in zwei Ebenen zerfallen, 
von welchen die eine horizontal ist, die andere die Gerade I enthält. 


96. Die Geraden der Kongruenz B, bestimmen durch ihren Durch- 
schnitt mit zwei solchen zusammengehörenden Ebenen E, und 6&, in- 
volutorisch entsprechende Punkte V, und V,. Die Durchschnittsgerade d 
zweier zusammengehörender Ebenen E, und &, ist der Ort von Doppel- 
punkten der räumlichen Involution (V1, V2). Diese Geraden d bestimmen 
eine Linienfläche zweiten Grades F',. Auf jeder Geraden der Kongruenz DB, 
bestimmt diese Fläche die beiden Doppelpunkte in der Involution (V1, Ve) 
auf der Geraden. Man leitet hieraus die folgende geometrische Defi- 
nition unserer dritten Transformation her: Durch den gegebenen 
Punkt V, zieht man die entsprechende Gerade der Kon- 
gruenz B,. Man bestimmt den konjugierten Punkt des Punk- 
tes V, in bezug auf die beiden Schnittpunkte der Kon- 
gruenzgeraden mit der Fläche F,. Dieser konjugierte Punkt 
ist der Punkt V,. 

Der Deutlichkeit wegen werden wir ein Gebilde von Punkten V, und 
das entsprechende von Punkten V, komplementäre Figuren nennen. 


97. Es sei gegeben ein horizontaler Kreis, der die Gerade ! schneidet; 
wir wenden auf ihn die involutorische Transformation (Vı, Ve) an. Die 
Komplementärkurve des Kreises ist eine Gerade, welche die 
Gerade I trifft. Umgekehrt: die Komplementärkurve einer 
Geraden, welche die Gerade / schneidet, ist ein horizontaler 
Kreis, derauch die Gerade I trifft. Dieses schließen wir daraus, daß 
das Komplementärgebilde einer Horizontalebene E, eine Ebene €, durch 
die Gerade / ist, daß ferner zwei entsprechende Punkte V, und V, immer 
auf einer Geraden der Kongruenz B,„ gelegen sind. 


98. Das Komplementärgebilde eines Hyperboloids H mit 
horizontalem Kreisschnitte, welches die Gerade I enthält, 
ist ein Hyperboloid mit denselben Eigenschaften. Auf dem 
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gegebenen Hyperboloide kann man nämlich unendlich viele Gerade ziehen, 
welche die Gerade I schneiden; folglich liegen auf der Komplementär- 
figur unendlich viele horizontale Kreise, welche die Gerade ? treffen. [135 
Auf dem gegebenen Hyperboloid sind unendlich viele horizontale Kreise ge- 
legen, welche die Gerade ! schneiden; somit liegen auf der Komplementär- 
figur unendlich viele Gerade, welche die Gerade I treffen. Hieraus folgt 
unser Satz. 

99. Einer Raumkurve (,, welche die Gerade I zweifach 
schneidet, entspricht als Komplementärgebilde eine Kurve 
mit derselben Eigenschaft. Dieses folgt daraus, daß wir durch die 
gegebene Raumkurve CO, unendlich viele Hyperboloide mit horizontalen 
Kreisschnitten, welche die Gerade ! enthalten, legen können. 

Durch dieselben Betrachtungen schließt man, daß eine Gerade, 
welche die Gerade I nicht schneidet, im allgemeinen in eine Raumkurve (, 
übergeht, die } in zwei festen Punkten schneidet. 

Endlich bemerken wir, daß einer Geraden des Doppelraumes R,, im 
allgemeinen im Raume R, eine Raumkurve C, entspricht, welche die 
Gerade l zweifach schneidet. Dieses folgt daraus, daß einer Ebene des 
Doppelraumes R, im allgemeinen ein Hyperboloid mit horizontalem 
Kreisschnitte entspricht, welches die Gerade / enthält. 


100. Die Linienfläche F', ist der Ort der Doppelpunkte der räumlichen 
Involution (V1, Ve); ihr entspricht im Doppelraume R,„ ein Kegel 
F,„, dessen Scheitel in dem Punkte A, gelegen ist. Die hori- 
zontalen Erzeugenden der Fläche F, schneiden nämlich die Gerade / und 
gehen durch den in horizontaler Richtung unendlich entfernten I-Punkt 
A,„; mithin entsprechen ihnen im Doppelraume R, Gerade, die durch 
den Punkt A, gehen. Die Fläche F, schneidet eine beliebige Kongruenz- 
gerade A, in ihren Doppelpunkten; also schneidet der Kegel F', die ent- 
sprechende Vertikalgerade A, in den zwei Punkten, denen gleich große 
Werte von p, entsprechen; mithin sind diese Schnittpunkte Grenzpunkte 
zwischen den reellen und den imaginären Werten von p,. Also ist der Kegel 
F der früher betrachtete Grenzkegel zwischen reellen und imaginä- 
ren Werten von p,„; er wird, wie wir wissen, von den Ebenen E,, (oder &,,) 
umhüllt. 


$ 31. Die Transformation (V, W). [136 


101. Durch Betrachtung der Transformationsgleichungen sieht man 
leicht, daß im allgemeinen der Grad einer gegebenen Fläche durch 
die Transformation (V, W) verdreifacht wird. Eine bessere Kenntnis der 
Reduktionsbedingungen erhält man durch folgende Betrachtungen. 
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Es sei U, eine gegebene Fläche; U,, die entsprechende des Doppel- 
raumes R,„. Wir durchschneiden diese Fläche U, mit einer beliebigen Ge- 
raden g, der im Raume R, eine Kurve (, entspricht, welche die Gerade I 
zweifach schneidet. Die Gerade g trifft die Fläche U „in so vielen Punkten, 
wie die Kurve (©, die Fläche U,, schneidet, d. h. im allgemeinen in dreimal 
so vielen, als der Grad der Fläche U, beträgt. Eine Reduktion um zwei Ein- 
heiten tritt ein, sowohl, wenn die gegebene Fläche die Gerade |, als wenn 
sie die zwei Kreispunkte + x enthält. Im ersten Falle zerfällt nämlich 
die Fläche U, in die unendlich entfernte Ebene, zweifach genommen, 
und in eine Fläche niederen Grades; im letzten sind zwei Schnittpunkte 
zwischen der Kurve C, und der Fläche U, konstant und (stereometrisch) 
imaginär. 

102. Doppelkurven auf der Fläche U,. Gewöhnlich hat ein 
Punkt der gegebenen Fläche U, nicht seinen Komplementärpunkt auf 
derselben. Im allgemeinen aber enthält diese Fläche U, eine Kurve C,,, 
deren Punkte paarweise komplementär sind. Dieser Kurve C', entspricht 
eine Doppelkurve der Fläche U. Eine Doppelkurve der gegebenen 
Fläche U, geht in eine Doppelkurve der transformierten Fläche U, 
über.!) 


103. Es sei gegeben im Raume R, eine Raumkurve €, von n-ter 
Ordnung; ihr entspricht im allgemeinen im Raume R, eine Kurve von 
2n-ter Ordnung. Die gegebene Kurve schneidet nämlich eine beliebige 
Horizontalebene E, in n Punkten, ebenso eine beliebige, die Gerade I ent- 
haltende Ebene €,. Mithin hat die transformierte Kurve in einer belie- 
bigen Ebene FE, 2n Punkte. 


104. Es sei gegeben im Raume R, eine Fläche U,,, welche die Fläche [137 
Fin einer Kurve (,, schneidet. Die entsprechende Kurve (, gehört somit 
sowohl dem Kegel F,, als der Fläche U, an. Diese Fläche U, ist ganz 
außerhalb des Kegels F', gelegen; mithin ist die Kurve („eine Berüh- 
rungskurve zwischen diesen beiden Flächen. Wenn die horizontalen 
Erzeugenden der Fläche F', die gegebene Fläche U, in n Punkten schnei- 
den, so enthält jede Erzeugende des Kegels F,, n Punkte dieser Berüh- 
rungskurve. Wenn also die Fläche U, von n-tem Grade ist, so berühren 
die Ebenen E,, die Fläche U,,in n Punkten. Wenn endlich die Gerade / 
auf der gegebenen Fläche U, liegt, so enthält jede Erzeugende des Kegels 
F,„nur n — 1 Punkte der Berührungskurve. 





1) Wenn die gegebene Fläche U, von n-tem Grade ist, so sind die vertikalen 
Geraden durch die Kreispunkte + x im allgemeinen n-fache Linien der Fläche U,,. 
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Anwendungen der Transformation (V, W). 


105. I. Es sei gegeben im Raume R, eine Ebene U, vonall- 
gemeiner Lage; sie transformiert sich in eine Linienfläche 
dritter Ordnung. Die einfache Direktrix derselben ist un- 
endlich entfernt; die zweifache ist vertikal. 

Die Geraden der gegebenen Ebene U,, welche durch den Durch- 
schnittspunkt & dieser Ebene mit der Unendlichkeitsgeraden I gehen, 
transformieren sich in Gerade, die eine unend- 
lich entfernte Gerade schneiden. Die Ebene / 
U, enthält eine Gerade A, der Kongruenz B,. 





% 
Die Kurve (©, besteht offenbar nur aus dieser 
Geraden A,, welcher eine vertikaleGerade A,,, nn 
die Doppelgerade der transformierten Fläche, ’ % 





entspricht (Fig. 5a). 
Es seien V, und V, Komplementär- [138 
punkte der Kongruenzgeraden /},. Den Geraden 
xV, und xV, entsprechen somit zwei Genera- 
trizen, welehe durch denselben Punkt der Doppelgeraden }, gehen. 
Den Geraden g der Ebene U, entsprechen im allgemeinen 
auf der Linienfläche U, Kegelschnitte g„, deren horizontale 
Projektionen Kreise sind, die einen festen Punkt enthalten. 
Dieser feste Punkt ist der Durchschnittspunkt der vertikalen Doppel- 
geraden A, mit der horizontalen Bildebene. 


Fig. 5a. 


106. Durch unsere Transformation wird die deskriptive 
Geometrie der Ebene auf die Linienfläche dritten Grades 
übertragen. Es ist einleuchtend, daß diese Geometrie der Linienfläche 
dritten Grades in demselben Verhältnisse zu derjenigen der Ebene steht, 
welche die Kreise durch einen festen Punkt als Gerade benutzt, wie die 
Chaslessche Geometrie der Fläche zweiten Grades zu der allgemeinen 
Geometrie der Ebene. 

Einem Kegelschnitte k, der Ebene U, entspricht im all- 
gemeinen auf der Fläche U,, eine geschlossene Raumkurvek,, 
vierter Ordnung. Wenn der gegebene Kegelschnitt den 
Punkt x enthält, so geht er in eine Raumkurve dritter Ord- 
nung mit einem unendlich entfernten Punkte über. 

Eine beliebige Gerade der Ebene U, trifft nämlich den Kegelschnitt k, 
in zwei Punkten. Mithin schneiden sowohl die Erzeugenden als die Kegel- 
schnitte g,, die Raumkurve k,, in zwei Punkten. Die Ebene eines Kegel- 
schnitts g,, welche überdies die Fläche U „in einer Erzeugenden schneidet, 
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enthält somit vier Punkte der Raumkurve k,. Wenn der gegebene Kegel- 
schnitt k, den Punkt x enthält, so trifft die Raumkurve die Erzeugenden 
in nur einem Punkte. Wenn wir endlich bemerken, daß der Punkt x der 
einzige der Ebene U, ist, dem ein unendlich entfernter entspricht, so ist 
unser Satz bewiesen. 


107. Durch ähnliche Betrachtungen sieht man ein, daß eine Kurve 
n-ter Ordnung, der Ebene im allgemeinen in eine geschlossene Raum- 
kurve von 2n-ter Ordnung übergeht ; wenn die gegebene Kurve den Punkt x 
enthält, so ist die entsprechende Kurve von der Ordnung ?2n —1; sie 
enthält einen unendlich entfernten Punkt. Mithin kann man auf [139 
der Linienfläche dritten Grades Raumkurven von jeder Ord- 
nung ziehen. 

Wir denken uns eine Raumkurve auf der Fläche U, gegeben und 
suchen die entsprechende der Ebene. Eine Fläche V von m-ter Ordnung 
schneidet die Fläche U „in einer Kurve 3m-ter Ordnung. Die entsprechende 
Fläche des Raumes R, ist von Qm-ter Ordnung. Der Raumkurve 
3m-ter Ordnung entspricht somit in der Ebene eine Kurve 
2m-ter Ordnung. 


108. Wir haben früher (Nr. 21) auf der gestreiften Fläche eines 
I-Kegelschnitts das betrachtet, was wir eine S-Kurve genannt haben. Die 
anharmonische Funktion von vier beliebigen I-Punkten einer solchen 
S-Kurve ist reell. Es ist bekannt, daß man anharmonische Korrespondenz 
zwischen den /-Punkten zweier I-Kegelschnitte feststellen kann. Wenn 
man drei beliebigen I-Punkten eines I-Kegelschnitts K drei Punkte eines 
ebenen Kegelschnitts k zuordnet, so ist dadurch eine solche anharmonische 
Korrespondenz zwischen den I-Punkten der I-Kegelschnitte K und k 
bestimmt. Den Nullpunkten des Kegelschnitts k entspricht eine S-Kurve 
auf der gestreiften Fläche des I-Kegelschnitts K. Hierdurch haben wir 
bewiesen, erstens, daß drei I-Punkte eines I-Kegelschnitts, wie wir schon 
wissen, eine S-Kurve bestimmen, zweitens, daß wir immer eine solche 
S-Kurve als aus einem Kegelschnitte k durch die Transformation (V, W) 
hervorgebracht betrachten können. Mithin ist auch bewiesen, daß die 
S-Kurve eines I-Kegelschnitts im allgemeinen eine Raum- 
kurve vierter Ordnung ist; sie ist eine Kurve dritter Ord- 
nung, wenn sie einen reellen unendlich entfernten Punkt 
enthält. Wenn sie endlich zwei reelle unendlich entfernte Punkte enthält, 
so ist sie ein Kegelschnitt. 


109. II, a. Es sei gegeben im Raume R, eine Linienfläche U, zweiten 
(Grades, welche von der Unendlichkeitsgeraden Z in zwei stereometrisch 
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reellen Punkten getroffen wird. Die entsprechende Fläche U,, ist im all- 
gemeinen vom sechsten Grade. Den Erzeugenden g, der Fläche U, ent- 
sprechen Kegelschnitte g,„, deren horizontale Projektionen Kreise sind. 
Mithin gehören die zwei vertikalen Geraden durch die Kreispunkte + x 
der Fläche U,,an, als Doppelgerade. Ebenen €, durch die Unendlich- [140 
keitsgerade 1 schneiden die Fläche U, in Kegelschnitten, denen Kegel- 
schnitte entsprechen, gelegen in den Tangentenebenen F,, des Kegels F',, 
welche die Fläche U, zweifach berühren. Auch die Ebenen der zwei Kegel- 
schnittsysteme 9, sind zweifache Berührungsebenen der Fläche U,,. Die 
vier Erzeugenden der gegebenen Fläche U,, welche die Gerade I treffen, 
gehen in Gerade über. 

Einem Kegelschnitte der Fläche U, entspricht im allgemeinen eine 
Raumkurve vierter Ordnung; wenn der gegebene Kegelschnitt die Gerade ] 
einfach schneidet, so ist die entsprechende Raumkurve von dritter Ord- 
nung. Durch drei Punkte der Fläche U,, kann man somit wenigstens eine 
Raumkurve vierter Ordnung, durch zwei Punkte zwei Kurven dritter 
Ordnung legen. Aus der Chaslesschen Geometrie der Fläche zweiten 
Grades kann man also eine Geometrie dieser Fläche herleiten, welche 
Raumkurven dritter Ordnung oder Raumkurven vierter Ordnung, welche 
einen festen Punkt enthalten, als Gerade benutzt. 

110. II, b. Es sei die Unendlichkeitsgerade ! eine Erzeugende der ge- 
gebenen Fläche zweiten Grades U, (Fig.5b). Die Erzeugenden g, des 
Systems, dem Il angehört, gehen in Kegel- 
schnitte g,, über; dagegen ist es einleuchtend, 
daß die Erzeugenden y,„ des anderen Systems 
sich in Gerade y„ transformieren. Die Fläche 
U„ ist somit eine Linienfläche vierten 
Grades. 


Die Komplementärkurve einer Erzeugenden ; “ 
y, ist ein horizontaler Kreis, der die Geraden | | 
und y, in je einem Punkte und die Fläche U, 
noch in zwei Punkten schneidet. Eine Erzeugende 
Y„ enthält somit zwei Punkte, deren Komple- ai in 


mentärpunkte auf der Fläche U, liegen. Die 
Doppelkurve der Fläche U, trifft jede Erzeugende derselben 
in zwei Punkten. Jede Erzeugende wird von zwei anderen geschnitten. 

Die Komplementärkurve einer Erzeugenden g,ist eine Raumkurve (,, 
welche die Geraden l und g, zweifach schneidet und die Fläche U, noch 
in zwei Punkten trifft. Die Doppelkurve der Fläche U,, trifft 
somit jeden Kegelschnitt g,„ in zwei Punkten. 
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111. Der Ebene eines Kegelschnitts g,, entspricht im Raume R, ein 
Hyperboloid mit horizontalem Kreisschnitte, welches die beiden Ge- [141 
raden Zund g, enthält und somit die Fläche U,, in einem räumlichen Viereck 
(1, y5, 9», y,) schneidet. Diese zwei Flächen berühren einander in den vier 
Ecken, von welchen indessen zwei auf der Unendlichkeitsgeraden liegen. 
Wir schließen hieraus, daß die Ebene eines Kegelschnitts g,, die Fläche U,, 
in dem Kegelschnitte g,, und zwei Erzeugenden y}, und y7, schneidet und 
dieselbe in zwei Punkten berührt. Ebenso erkennen wir in dieser Ebene 
drei Doppelpunkte. Die Doppelkurve der Fläche U „ist somit von 
dritter Ordnung. 

Jeder Kegelschnitt der Fläche U, trifft die Gerade l und geht somit 
in eine Raumkurve dritter Ordnung über. Unsere allgemeine Theorie der 
Transformation (V, W) zeigt endlich, daß die Ebenen FE, die Fläche U, 
einfach berühren. 


112. Il,e. Wir setzen nun voraus, daß die gegebene Fläche U, ein 
Hyperboloid mit horizontalem Kreisschnitte ist. Die entsprechende 
Fläche U, ist auch jetzt von vierter Ordnung. Die horizontalen Kreise 
der Fläche U, geben Kegelschnitte, in den Ebenen E, gelegen; dasselbe 
ist der Fall mit den Kegelschnitten, deren Ebenen die Gerade / enthalten. 
Die Tangentenebenen des Kegels F,, sind, wie im allgemeinen Falle, zwei- 
fache Berührungsebenen, welche die Fläche vierten Grades 
U„ın Kegelschnittpaaren schneiden. 

Die Erzeugenden g, des einen Systems fassen wir als Nullgerade von 
I-Geraden eines I-Punkts auf. Die Ebenen der entsprechenden Kegel- 
schnitte g,, umhüllen einen Kegel zweiten Grades.!) Der Ebene eines 
solchen Kegelschnitts g,, entspricht im Raume R, ein Hyperboloid, wel- 
ches die Fläche U, in der Geraden g, und in einer Raumkurve (, schneidet 
und dieselbe in zwei Punkten berührt. Die zwei Systeme von Erzeugenden 
der Fläche U, geben somit zwei Systeme von zweifachen Berüh- 
rungsebenen, welche je einen Kegel zweiten Grades umhüllen 
und die Fläche U„in Kegelschnittpaaren schneiden. Eine Er- 
zeugende g, enthält zwei Punkte, deren Komplementärpunkte auf der [142 
Fläche U, liegen; dasselbe gilt von der früher betrachteten, entsprechen- 
den Raumkurve (,; wir erkennen somit auf der Fläche U,, eine Doppel- 
kurve zweiten Grades. 


113. Wir nennen die beiden Punkte, in welchen die Unendlichkeits- 





1) Wir wenden hier den folgenden Satz an: Die gestreiften Ebenen von I-Ge- 
raden, deren Nullgerade ein Hyperboloid mit horizontalem Kreisschnitte bilden, 
umhüllen einen Kegel zweiten Grades. 
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gerade l die Fläche U, schneidet, Q, und Q,. Das Hyperboloid U, ist dann 
dem Tetraeder (9,, @g; + x) umgeschrieben. Ebenen, die durch eine be- 
liebige von den sechs Kanten dieses Tetraeders gehen, bestimmen auf dem 
Hyperboloide U, Kegelschnittsysteme, denen Kegelschnittsysteme der 
Fläche U,, entsprechen. Den beiden Systemen von Erzeugenden und 
Raumkurven (C,, die durch die vier Tetraederecken gehen, entsprechen 
auch Kegelschnittsysteme der Fläche U. Wir haben somit auf dieser 
Fläche zehn Kegelschnittsysteme, in fünf Ebenensystemen gelegen, 
erkannt. 


114. Den vier Tetraederecken des Hyperboloids U, entsprechen auf 
der Fläche U, vier unendlich entfernte Gerade, die somit ein ebenes 
Viereck bilden. Die vier Tetraederflächen schneiden das Hyperboloid U, 
in vier Kegelschnitten, denen vier Gerade der Fläche U,, entsprechen. 
Endlich entsprechen den acht Erzeugenden des Hyperboloids, welche durch 
eine Tetraederecke gehen, acht neue Gerade der Fläche U ,. Wir haben so- 
mit auf dieser Fläche sechzehn Gerade erkannt. Die Konfiguration dieser 
Geraden ist leicht zu erkennen durch unsere Abbildung der Kummer- 
schen Fläche auf einem Hyperboloide. Unsere Theorie macht es sehr leicht, 
diese Betrachtungen weiter zu verfolgen. 


$ 32. Der /-Punkt BD, ist ein Nullpunkt. 


115. Wenn dem in vertikaler Richtung unendlich entfernten I-Punkte 
des Raumes R,, ein Nullpunkt B, entspricht, so fällt die Transformation 
(Vı, V2) weg; die zwei anderen sind vom allgemeinen Falle wesentlich 
verschieden. Jetzt ist in der Gleichung: 


as HAN HB 
Zuot+tCXut+D 





2 


die Konstante r reell. Wenn nämlich in derselben Z,, unbegrenzt wächst, 
X, dagegen endlich bleibt, so ist der Grenzwert von Z, gleich r. Soll 
somit dem in vertikaler Richtung unendlich entfernten IJ-Punkte des [143 
Raumes R, ein Nullpunkt entsprechen, so muß die Größe r reell sein. 


Die Bedingung p, = 0 gibt folgende Gleichungen: 


as I (zw> Lo» Yw) er 3a (Div Is Yw) 
Iy (Zu » Cu» Yo) Ig(Pw; Tu» Yu) ; 





&v 


wo l,,1,,4, und A, lineare Funktionen bezeichnen. Die erste Gleichung 
zeigt, daß einer horizontalen Ebene E, des Raumes R,, d.h. einem kon- 
stanten Werte von z,, wie wir schon wissen, eine Ebene E,, entspricht, daß 
weiter diese Ebenen E,, des Raumes R,, eine feste Achse enthalten, nämlich 
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die Durchschnittsgerade e der beiden Ebenen (l, = 0) und (l, = 0). Wenn 
die Ebene E, vertikal wird, so zieht sich die entsprechende I-Gerade zu 
einer vertikalen Geraden ö zusammen. Jeder Punkt derselben ist der 
Ort von unendlich vielen I-Punkten verschiedener Gewichte (Fig. 6). 
116. Aus der Gleichung I, : I, = A, : A, leitet man die folgende her: 


_ Fılzw, Zus Yu) , 
L (2; Zw» Yu) 





Pw 


Der Nenner ist eine lineare Funktion, der Zähler ist eine ganze Funk- 
tion zweiten Grades. Jedem Punkte des Raumes R,, entspricht‘ somit im 
allgemeinen nur ein, voll- 
ständig bestimmtes Gewicht. 








r Auf der Durchschnittskurve 

® zwischen der Ebene (L = 0) 

und der Fläche zweiten 

Pd Grades (F, = 0) ist dage- 

gen das Gewicht p, unbe- 

Fig. 6. stimmt und kann, wie wir 


später sehen, alle mög- 
liehen Werte annehmen. [144 
Diese Durchschnittskurve besteht aus der Achse e der Ebenen E,„ 
und aus der vertikalen Geraden ö (Fig. 6). 


117. Alle Geraden des Raumes R,, welche den Nullpunkt B, ent- 
halten, gehen in vertikale Gerade des Raumes R,„ über. Dies ist auch 
der Fall mit der horizontalen Nullebene D durch diesen Punkt, welche 
somit in die vertikale Gerade ö übergeht. Den Ebenen &, des Raumes R,, 
die durch die Gerade I gehen, entsprechen Ebenen &, des Raumes R,, 
welche die vertikale Gerade ö enthalten. Die Gerade e des Raumes R,, 
entspricht einer solchen Ebene, welehe wir €, nennen. 





118. Eine beliebige Gerade des Raumes R, schneidet im allgemeinen 
die zwei Ebenen D und €,. Mithin trifft!) der entsprechende Kegelschnitt 
die zwei Geraden ö und e. Allgemeiner: Eine Kurve n-ter Ordnung des 
Raumes R, geht in eine Kurve 2n-ter Ordnung über, welche jede von den 
(reraden ö und e (ebenso die vertikalen Geraden durch die Kreispunkte 
+ x) in n Punkten schneidet. 


119. Einer beliebigen Ebene des Raumes R,„ entspricht im allgemeinen 
ein Hyperboloid mit horizontalem Kreisschnitte, welches die Gerade I 





1) Im allgemeinen Falle sind solche Kegelschnitte des Raumes R,, der Bedingung 
unterworfen, den Kegel F', zweifach zu berühren. 


Kap. VIII; $ 32; Nr. 115—122. Spezialfall der Transformation (V, W) 65 


enthält. Eine vertikale Ebene des Raumes R,, Ensemble von vertikalen 
Geraden, geht in einen Kegel, dessen Scheitel der Punkt B, ist, über. Durch 
eine beliebige Gerade des Raumes R,, kann man eine vertikale Ebene legen ; 
hieraus schließen wir, daß einer Geraden des Raumes R,, eine Raumkurve 
C, entspricht, welehe den Punkt B, enthält und überdies die Gerade I 
in einem Punkte trifft. Wenn also eine gegebene Fläche des Raumes R, 
diesen Punkt B, enthält, so tritt im Grade der transformierten Fläche eine 
Reduktion um eine Einheit ein. 


120. Endlich ist zu bemerken, daß die Punkte der Horizontalebene D, 
denen I-Punkte W derselben Lage auf der vertikalen Geraden ö ent- 
sprechen, einen Kreis bilden. Solche Kreise berühren einander im Punkte 
B,. Die Punkte der Ebene €,, denen I-Punkte W derselben Lage auf der 
(Geraden e entsprechen, bilden eine, den Punkt B, enthaltende Gerade. 


121. I. Eine Ebene des Raumes R, geht im allgemeinen [145 
ineine Linienfläche dritten Grades über. Die Gerade ö ist die 
Doppelgerade derselben; die einzelne Leitlinie ist unendlich 
entfernt. Im allgemeinen Falle ging diejenige Gerade der Kongruenz B,, 
welche in der gegebenen Ebene gelegen war, in die Doppelgerade über. 
Jetzt besteht die Kongruenz B, aus den Geraden durch diesen Punkt und 
aus der Horizontalebene durch denselben. Es ist die Durchschnittsgerade 
dieser letzten Ebene mit der gegebenen Ebene, welche sich in die Doppel- 
gerade ö transformiert. 


122. LI. Es seien gegeben im Raume R, ein Hyperboloid mit horizon- 
talem Kreisschnitte, welches den Punkt B,, nicht aber die Gerade ] ent- 
hält. Der Grad der entsprechenden Fläche des Raumes R,ist =2.3 — 2 
—1=3. Der in vertikaler Richtung unendlich entfernte Punkt B,, ist 
ein Doppelpunkt dieser Fläche dritten Grades. 

Die vier Erzeugenden des Hyperboloids, welche die Gerade I treffen, 
gehen in vier Gerade über. Die zwei horizontalen Kreise des Hyperboloids, 
welche die Gerade schneiden, geben auch zwei Gerade unserer Fläche drit- 
ten Grades, welche schließlich die Gerade e und die beiden vertikalen 
Geraden durch die Kreispunkte + x und noch eine unendlich entfernte 
Gerade enthält. 

Die Erzeugenden jedes Systems des Hyperboloids geben Kegel- 
schnitte, welche eine feste Achse enthalten. Somit erkennen wir noch zwei 
reelle Gerade auf unserer Fläche dritten Grades. 

Die Kegelschnitte des Hyperboloids, welche den Punkt B, enthalten, 
gehen in Raumkurven dritten Grades über, welehe den Doppelpunkt der 
Fläche enthalten. | 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 5 


66 IV. Repräsentation der Imaginären der Plangeom. Forts. Christ. Forh. 1869 


123. III. Es sei gegeben im Raume R, eine Linienfläche U, dritten 
Grades, welche einen horizontalen Kreis enthält. Wenn die Gerade ] die 
einzelne Leitlinie derselben ist, so ist die entsprechende Fläche U, eine 
Linienfläche fünften Grades (I —2 —2 =5). Die Doppelgerade 
der Fläche U, wird ein Doppelkegelsehnitt. Die Ebene €, schneidet 
die Fläche U, in zwei Erzeugenden, somit ist die Gerade e eine Doppel- 
gerade der Fläche U. Die Kreise der Horizontalebene D, deren Punkten 
I-Punkte W von derselben Lage auf der Geraden ö entsprechen, schneiden 
die Fläche U, in sechs Punkten; darunter ist der Punkt B, nebst den [146 
beiden Kreispunkten + x. Wir schließen hieraus, daß die Gerade ö eine 
dreifache Gerade der Fläche U, ist. Der Doppelkegelschnitt trifft jede 
von den einander schneidenden Doppelgeraden in einem Punkte. 


Wenn endlich die Unendlichkeitsgerade l eine horizontale Nullebene 
ist, so entspricht einer beliebigen Geraden des Raumes R, eine Gerade des 
Raumes R,. Die Transformation (V, W) ist somit in diesem Falle kol- 
linear. 


$ 33. Über die Geometrie gewisser Flächen vierten Grades. 


124. Es ist bekannt, daß man anharmonische Korrespondenz zwischen 
den Punkten einer Geraden und denjenigen eines Kegelschnitts feststellen 
kann. Wir wenden dieses auf eine horizontale Nullebene und die gestreifte 
Fläche vierten Grades eines /-Kegelschnitts an. Den X-Kreisen (somit auch 
den Geraden) der horizontalen Nullebene entsprechen S-Kurven der Fläche 
vierten Grades. Wir erhalten somit eine Geometrie dieser Flächen, welche 
solche Raumkurven vierten Grades, die einen festen Punkt enthalten, oder 
Raumkurven dritter Ordnung als Gerade benutzt. 

Durch ähnliche Betrachtungen erhält man eine Geometrie der Kon- 
gruenz, die von den I-Tangenten eines I-Kegelschnitts gebildet wird. 


(Fortsetzung folgt.) 
Christiania, August 1869. 
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IVa. 
Selbstanzeige von III und IV. 


Bulletin des Sciences math&matiques et astronomiques Bd. XII (II. Serie Bd. I). 
Abt. 2, S. 93. Paris, Mai 1877. 


Toute proposition de Geometrie plane est un cas particulier d’un 
double theor&me ster&ometrique dans la Geometrie des congruences de 
lignes. — Chap.I. 1. Le point imaginaire du plan des 2, x. 2. La courbe 
imaginaire. 3. La droite imaginaire. 4. Droites imaginaires passant par 
un point imaginaire donne. 5. La courbe imaginaire du n-i&me degre. 
6. Complexes de grandeurs geometriques. 7. Considerations metaphysi- 
ques. — Chap. II. 8—9. Theoremes d’orthogonalite. 10—11. Theorömes 
anharmoniques. 12. Figures homographiques. — Chap. III. 13. Autre 
point de depart. 14. Reprösentation de la droite imaginaire par une 
droite de l’espace. 15. Theor&me de Brianchon. 16. Systemes de droites 
dansl’espace. 17. Figures correlatives. — Chap. IV. 18. Representation de 
la droite imaginaire par un plan de poids. 19. Systemes de droites 
imaginaires. Courbes imaginaires. 20. Applications de la theorie. 

Remarques preliminaires. — Chap. V. 21,22. — Chap. VI. 23, 24. 
Coniques imaginaires considerees comme ensemble de tangentes ima- 
ginaires. 25. Pöle et polaire. 26. Coniques soumises & quatre conditions. 
Chap. VII. 27, 28, 29. Geometrie du complexe. — Chap. VIII. 30, 31. 
La transformation (V, W). Applications. 32. Le point imaginaire B, 
est un point zero. 33. Sur la Geometrie de certaines surfaces du quatrieme 
degre. 
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V. 


Über die Reziprozitätsverhältnisse des Reyeschen [53 
Komplexes, 


Von Sophus Lie in Christiania. 


Göttinger Nachrichten 1870, Nr.4 vom 16.2.1870, S.53—66. Vorgelegt von 
Clebsch in der Sitzung vom 5. 2.1870. 


$1. Transformationen des Komplexes. 


1. Herr Reye hat in seiner „Geometrie der Lage“) den ausgezeich- 
neten Linienkomplex zweiten Grades näher untersucht, der gegenüber 
dem allgemeinen Komplexe desselben Grades dadurch charakterisiert ist, 
daß seine Singularitätenfläche in ein Tetraeder ausgeartet ist. 

Dieser Komplex — den ich im folgenden kurz als den Reyeschen 
Komplex bezeichnen werde — scheint ein ganz besonderes Interesse zu 
verdienen. Die nachstehend mitgeteilten Eigenschaften desselben be- 
zeichnen eine der Untersuchungsrichtungen, welche man an denselben 
anknüpfen kann. Ich bin bei ihrer Auffindung zunächst von Vorstellungen 
über die Repräsentation zweier komplexer Veränderlicher im Raume 
ausgegangen, die ich an anderem Orte entwickelt habe.?) [54 


2. Das Doppelverhältnis der vier Punkte, in denen eine gerade Linie 
die Seitenflächen eines Tetraeders schneidet, ist gleich dem Doppelver- 
hältnisse der in derselben Reihenfolge genommenen Ebenen, welche sich 
durch die gerade Linie und die Eckpunkte des Tetraeders legen lassen. 
Man kann hiernach von einem Doppelverhältnisse einer geraden Linie 
gegen ein Tetraeder sprechen. In dieser Bezeichnung läßt sich der Reye- 
sche Komplex definieren als die Gesamtheit der geraden Linien, welche 
ein gegebenes Tetraeder nach konstantem Doppelverhältnisse schneiden.?) 

Hieraus geht hervor, daß ein Reyescher Komplex unverändert 
bleibt bei der dreifach unendlichen Anzahl homographischer Trans- 
formationen, welche sein Fundamentaltetraeder unverändert lassen. Ich 





1) Hannover. Carl Rümpler, 1868. 

2) „Über die Repräsentation des Imaginären der Plangeometrie.‘‘ Verh. d. 
Akad. d. Wiss. zu Christiania, 1869. [Hier Abh. III, IV.] 

3) Vgl. Müller, Math. Ann. Bd. I, S. 414. 
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will diese Transformationen die dem Komplexe zugehörigen homo- 
graphischen Transformationen nennen. Bei einer jeden solchen Trans- 
formation vertauschen sich die Linien des Komplexes unter sich, und 
zwar ist dieses Vertauschen im allgemeinen ein gegenseitiges. 


3. Es gibt nun eine ganze Reihe reziproker Transformationen, 
durch welche der Komplex, in einer gewissen Auffassung, in sich selbst 
übergeführt wird. Als reziprok bezeichne ich dabei eine jede Transfor- 
mation, welche zweimal hinter einander angewandt zu dem ursprüng- 
lichen Gebilde zurückführt. | 

Von diesen Transformationen werden im folgenden nur diejenigen be- 
trachtet, welche eindeutig sind; und zwar soll untersucht werden, wie [55 
sich diesen Transformationen gegenüber die Kurven verhalten, welche 
von Linien des Komplexes umhüllt werden, oder, was im allgemeinen 
auf dasselbe hinauskommt, die Developpabeln, welche von ihnen gebildet 
werden. 


$ 2. Gattungen von Komplexkurven. 


4. Ich bezeichne allgemein eine jede kontinuierliche Aufeinander- 
folge von Komplexlinien, bei der jede folgende die vorangehende schneidet, 
als Komplexkurve. Unter diesen Begriff fallen sonach auch die von 
Komplexlinien umhüllten ebenen Kurven und die von ihnen gebildeten 
Kegelflächen. Ich werde die ersteren die Ebenen, die letzteren die 
Punkte des Komplexes nennen. 

Durch eine jede dem Komplexe zugehörige homographische Trans- 
formation wird eine beliebig angenommene Komplexkurve in eine andere 
übergeführt. Hiernach gruppieren sich die Komplexkurven zusammen 
zu Scharen von jedesmal dreifach unendlich vielen. Eine jede solche 
Schar nenne ich eine Gattung von Komplexkurven. Eine beliebig ge- 
wählte Komplexkurve kann in jede andere derselben Gattung durch 
eine und nur eine dem Komplexe zugehörige homographische Trans- 
formation übergeführt werden. 

Von Komplexkurven dritter Ordnung gibt es zwei Gattungen; 
die Kurven der ersten Gattung enthalten die vier Eckpunkte, die der 
zweiten oskulieren die vier Seitenflächen des Fundamentaltetraeders. 


5. Ich kann nun als Element des Reyeschen Komplexes nicht nur 
die gerade Linie, sondern eine beliebige Komplexkurve auffassen. Der 
Komplex ist dann die Gesamtheit aller, der gewählten [56 
Gattung angehörigen, Komplexkurven. 

Bei dieser Anschauungsweise müssen die dem Komplexe ange- 
hörigen geraden Linien auch als eine besondere Gattung von Komplex- 
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kurven gedacht werden, deren einzelne man sich durch zweckmäßige 
Bewegung einer beliebigen anderen Komplexkurve, beispielsweise eines 
Punktes, beschrieben denken kann. 

Die Bezeichnung aller aufgeführten Gebilde als Komplexkurven 
entspricht dem dualistischen Charakter, der diesen Untersuchungen 
eigen ist, nicht. Indes mag einstweilen diese Benennung genügen. 


6. Ich sage von zwei Komplexkurven, daß sie sich berühren, wenn 
sie einen Punkt und in diesem eine Tangente gemein haben. Dann ist 
auch die Oskulationsebene in diesem Punkte für beide dieselbe. Man 
kann diese Definition leicht so umformen, daß sie auch für den Fall 
gilt, wo für die [eine] Komplexkurve ein. Punkt oder eine Ebene des Kom- 
plexes gewählt ist. 

In jedem Punkte einer gegebenen Komplexkurve berührt von einer 
jeden anderen Gattung von Komplexkurven (mindestens) eine. Wenn 
sich der Berührungspunkt auf der gegebenen Komplexkurve fortbewegt, 
so geht die berührende Komplexkurve der gewählten Gattung konti- 
nuierlich in eine andere über. Ich bezeichne dies als ein Rollen der 
beweglichen Kurve auf der festen. 


. $ 3. Die »-Transformationen. 


7. Als ein einfaches Beispiel für die gleich allgemeiner zu betrachten- 
den Transformationen und die sich anknüpfenden Fragen schicke ich 
das Folgende voraus. 

Unter &,ß, y, ö6 Koordinaten hinsichtlich des Fundamentaltetraeders 
verstanden, definieren die Gleichungen: [57 


%.M=A, B.B=B y. Ya 0, DD 


eine bekannte reziproke Punkttransformation, durch welche zum Bei- 
spiel eine Ebene in eine Fläche dritter Ordnung mit vier in die Ecken 
des Fundamentaltetraeders fallenden Doppelpunkten übergeführt wird. 
Ich will eine solche Transformation eine p-Transformation nennen. Eine 
gerade Linie geht durch dieselbe über in eine Kurve dritter Ordnung, 
welche die vier Ecken des Tetraeders enthält. Dabei wird eine Komplex- 
gerade eine Komplexkurve dieser Gattung. 

Hieraus folgt, daß eine beliebige Komplexkurvein eine neue 
Komplexkurve verwandelt wird. Es ordnen sich also, insofern 
A,B,C,D konstant sind, die Komplexkurven paarweise zusammen; 
läßt man A, B, C, D variieren, so erhält man eine Zuordnung der Gat- 
tungen von Komplexkurven unter sich. Und man übersieht, daß man, 
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wenn zwei Kurven aus zwei p-reziproken Gattungen gegeben sind, 
jedesmal A, B, 0, D so bestimmen kann, daß die beiden Kurven in ein- 
ander übergeführt werden. 


8. Da es von jeder Gattung Komplexkurven dreifach unendlich 
viele gibt, so bestimmen die durch einen festen Punkt hindurchgehenden 
Komplexkurven einer bestimmten Gattung eine Fläche. Man kann nun 
eine solche p-Transformation anwenden, daß der feste Punkt in einen 
beliebigen Punkt dieser Fläche übergeführt wird. Dabei geht die Kom- 
plexkurve, welche beide Punkte verband, in ihre p-reziproke über, die 
offenbar wieder beide Punkte enthält. Mit anderen Worten: 

Dieselbe Fläche, welche von den durch einen festen [58 
Punkt hindurchgehenden Komplexkurven einer bestimmten 
Gattung erzeugt wird, wird auch erzeugt von den durch 
denselben Punkt hindurchgehenden Kurven der p-rezi- 
proken Gattung. 

Beispielsweise enthält ein Komplexkegel das System der durch 
seine Spitze hindurchgehenden Komplexkurven dritter Ordnung erster 
Gattung. 


9. Aus den vorstehenden Betrachtungen folgt noch, daß eine Fläche 
von der hier betrachteten Art durch die p-Transformationen, welche den 
angenommenen festen Punkt unverändert läßt, in sich selbst übergeführt 
wird. Dieser Bemerkung analoge kann man auch bei den folgenden Trans- 
formationen hinzufügen, was im vorliegenden Aufsatze, der Kürze wegen, 
nicht geschehen ist. 


$ 4. Die g-Transformation und die r-Transformation. 


Als fundamentale reziproke Umformungen, durch deren Kombination 
sich alle anderen ableiten lassen, die hier betrachtet werden sollen, wähle 
ich die folgenden zwei. 


10. Die erste — ich will sie die g-Transformation nennen — 
führt eine gerade Linie des Komplexes in eine ebensolche gerade Linie 
über. Sie wird vermittelt durch irgend eine der dreifach unendlich vielen 
Flächen zweiten Grades, für welche das dem Komplexe angehörige Funda- 
mentaltetraeder ein sich selbst konjugiertesist. Alsg-reziprok bezeichne 
ich die konjugierten Polaren hinsichtlich einer solehen Fläche und auch 
die von solchen konjugierten Polaren erzeugten Komplexkurven. 

11. Die zweite Art von Transformationen — sie soll die r-Transfor- 
matıon heißen — führt einen Punkt in eine Komplexgerade über. Einem 
jeden Punkte entsprechen hinsichtlich zweier beliebiger der eben genann- 
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ten Flächen zweiten Grades zwei Polarebenen. Die Durchschnitts- [59 
linie derselben gehört einem Reyeschen Komplexe an und bei passender 
Wahl der beiden Flächen dem gegebenen Komplexe und soll als die dem 
Punkte zugeordnete betrachtet werden.!) Eine beliebige Komplexkurve, 
mag man sie als Punkt- oder als Liniengebilde auffassen, geht durch diese 
Transformation in dieselbe neue Komplexkurve über, die ich die ihr 


r-reziproke nenne. Auch von diesen r-Transformationen gibt es eine 
dreifach unendliche Anzahl. 


$5. Komplexkurven und Komplexflächen. 


12. Ich bezeichne allgemein eine gegebene Komplexkurve mit k, ihre 
g-reziproke mit k,, ihre r-reziproke mit k,. 

Es gibt eine dreifach unendliche Anzahl von g-Transformationen 
und von r-Transformationen. Man kann also durch eine g-Transformation 
zwei beliebige Komplexlinien, durch eine r-Transformation einen be- 
liebigen Punkt und eine beliebige Komplexlinie einander zuordnen. Hier- 
nach erhält man durch eine ganz ähnliche Überlegung wie die in 83 an- 
gewandte die nachstehenden beiden Sätze: 


Berühren zwei Komplexgerade eine Komplexkurve k, 
so berühren sie auch eine Komplexkurve k,. 
Gehören ein gegebener Punkt und eine gegebene Kom- 


plexgerade einer Komplexkurve k an, so sind sie auch 
Punkt und Tangente einer k,. 


13. Aus dem ersten Satze kann man schließen, daß die Kon- [60 
gruenz, welche durch die Tangenten einer auf einer Komplexgeraden 
rollenden %k erzeugt wird, identisch ist mit der Kongruenz der Tangenten 
der auf derselben Komplexgeraden rollenden k,. Die Kongruenz hat die 


beiden beziehungsweise von den k und den k, erzeugten Flächen zu 
Brennflächen. 


14. An den zweiten Satz knüpfen wir die folgenden beiden Theoreme: 

Eine auf einer gegebenen Komplexgeraden rollende k 
erzeugt dieselbe Fläche wie eine auf derselben Komplex- 
geraden rollende k,. 

Das Tangentensystem aller durch einen festen Punkt 
hindurchgehenden %k ist identisch mit dem Tangentensyteme 





1) Diese Art der Verwandtschaft hat bereits Reye in seinem eben zitierten 
Werke eingehend untersucht. Sie ist identisch mit der von mir a. a. O. untersuchten 
Verwandtschaft der I-Polaren. [Hier Abh. IV, Kap. VII, S. 46—53.] 
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der durch denselben Punkt gehenden k,. Man kennt also 
für die fragliche Kongruenz die beiden Brennflächen. 


15. Beispielsweise wird nach dem ersten der beiden vorstehenden 
Theoreme eine Plückersche Komplexfläche, deren Leitlinie dem Kom- 
plexe angehört, auch durch die Kurven dritter Ordnung erster Gattung 
erzeugt, welche die Leitlinie berühren. Zugleich folgt hieraus, daß eine 
solche Fläche durch p-Transformation in die Developpable einer Kurve 
dritter Ordnung erster Gattung übergeführt wird. 


$ 6. Gattungen von Komplexkurven mit ganzzahligem Index. 


16. Sei wieder k eine gegebene Komplexkurve. Ich forme dieselbe zu- 
nächst durch eine g-Transformation, dann durch eine r-Transformation 
um. So erhalte ich eine Kurve, die ich mit k,, bezeichne. Die Transfor- 
mation, durch welche k unmittelbar in k,, übergeführt wird, nenne ich 
eine gr-Transformation. So weitergehend spreche ich von Kurven 
kyrgr... und von Transformationen grgr..., wobei mit demselben [61 
Buchstaben g oder r nicht sowohl eine Transformation mit denselben 
Konstanten als vielmehr nur eine Transformation derselben Art be- 
zeichnet sein soll. In der hier gewählten Bezeichnung tritt die im 3. Para- 
graphen betrachtete p-Transformation als rgr- Transformation auf. 


17. Alle Transformationen, deren Symbol mit demselben Buch- 
staben anfängt und schließt, sind reziproke, was unmittelbar daraus 
folgt, daß g und r reziproke Transformationen sind, und man also ın 
dem Symbole einer aus ihnen zusammengesetzten Transformation zwei 
gleichlautende aufeinanderfolgende Buchstaben ohne weiteres weg- 
lassen kann. Die Zahl der willkürlichen Konstanten, welche eine solche 


Transformation enthält, ist, wie bei den früheren Transformationen, 
gleich drei. 


18. Dies vorausgesetzt, betrachte ich die folgende unendliche Reihe 
von Kurvengattungen, in welcher unter C die geraden Linien des Kom- 
plexes verstanden sein sollen, und deren Elemente ich mit einem beige- 
setzten Index bezeichnet habe: 

0,C C, 0 
re Ogra a 
ee Ogror Ogrors + 2 
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Alle in dieser Reihe aufgeführten Gattungen sind, bis auf die beiden 
ersten, mit dem gleichen Index O bezeichneten, von einander verschieden. 
Ich werde eine der Reihe angehörige Kurve vom Index a im nächst- 
folgenden kurz eine Kurve a nennen. 


$ 7. Beziehungen zwischen diesen Gattungen. 


19. Wendet man auf die in der vorstehenden Reihe enthaltenen [62 
Komplexkurven eine beliebige reziproke Transformation rgr... oder 
grg... an, so geht eine jede der Gattungen in eine andere derselben 
Reihe über, deren Index zu dem der gegebenen addiert einer Konstanten 
gleich ist, welche die reziproke Transformation charakterisiert. 

Wir schließen hieraus folgenden fundamentalen Satz, der die bisher 
angeführten als spezielle Fälle in sich begreift: 

Wenn zwei Komplexkurven a und b eine Komplexkurve c 
berühren, so berühren sie auch eine Komplexkurvea+b—.c. 

Zum Beweise hat man nur eine Transformation mit der Konstanten 
a + b anzuwenden und dieselbe so zu bestimmen, daß die gegebenen 
beiden Komplexkurven in einander übergeführt werden. 


20. Setzt man b = —1, so hat man den Satz: 

Die Fläche, die von den Komplexkurven c gebildet wird, 
welche eine feste Kurve a berühren, wird auch erzeugt von 
den die feste Kurve berührenden 4 —c —|1. 

Die beiden Kurven ce und a— c— 1, welche sich in einem beliebigen 
Punkte der erzeugten Fläche schneiden, haben dabei eine harmonische 
Lage gegen die Haupttangenten der Fläche in diesem Punkte. 


21. Für b = 0 folgt: 

Das Tangentensystem aller Kurven.c, welche eine feste 
Kurve a berühren, bildet eine Kongruenz, welche man auch 
auffassen kann als Tangentensystem aller Komplexkurven 
a — c, welche a berühren. 

Eine solehe Kongruenz hat zwei Brennflächen B, und B,. B, [63 
wird erzeugt von den auf a rollenden Kurven c oder auch von den auf 
a rollenden a —c —1; B, auf analoge Weise durch die Kurven a — c 
und e —1. Die e und a — c zugehörigen Developpabeln (die Develop- 
pabeln der Kongruenz) berühren bezüglich B, und B, nach den c — 1 und 
dena—c-—|. 

Wenn b einen beliebigen Wert hat, erhält man analoge Sätze, in 
denen statt der Komplexgeraden. eine bestimmte Gattung Komplex- 
kurven auftritt. 
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$ 8. Spezielle tetraedralsymmetrische Komplexkurven. 


22. In seinem Werke „Surfaces reglees tetra&dralement symmbetri- 
ques‘“!) hat Herr de la Gournerie Raumkurven betrachtet, die irre- 
duktibele Teile des Durchschnittes zweier Flächen mit den folgenden 
Gleichungen sind: 


A, 


| 


»: 2 F- 
Re O sıD 8°, 


|® 


# 2 P 
Al.0? + Bi.B? + Ci? 1 DI.8° 0. 


Er nennt diese Kurven tetraedralsymmetrische. Ihre Tangenten bestim- 
men, wie er nachweist, mit dem Koordinatentetraeder ein konstantes 
Doppelverhältnis. 

Einem bestimmten Exponenten p:q entspricht eine vierfach un- 
endliche Anzahl soleher Kurven, von denen dreifach unendlich viele 
jedesmal einem Reyeschen Komplexe angehören. Und zwar sind die- 
jenigen tetraedralsymmetrischen Komplexkurven, deren Exponent zum 
Zähler 1 hat, identisch mit den Kurven der eben betrachteten Reihe. 
Unseren fundamentalen Satz können wir in dieser Bezeichnung so [64 
aussprechen: 


23. Wenn zwei tetraedralsymmetrische Kurven mit den 
Exponenten e und e’ eine tetraedralsymmetrische Kurve 
vom Exponenten eg berühren, so berühren sie auch eine 
Kurve vom Exponenten e, wo: 


i 1 1 1 
jr + e SEE we + 7 
vorausgesetzt, daß die Exponenten von der Form 1:gq sind. 


$ 9. Allgemeine tetraedralsymmetrische Komplexkurven. 


24. Diese Betrachtungen lassen sich weiter verfolgen. Insbesondere 
sei hervorgehoben, daß der letzte Satz auch ohne die hinzugefügte 
Beschränkung gilt, daß er also gilt, welche Gestalt auch die Expo- 
nenten haben mögen. Man kann hiernach zum Beispiel allgemein schließen, 
daß die Fläche, welche von einer tetraedralsymmetrischen Kurve vom 
Exponenten b erzeugt wird, die auf einer festen Kurve vom Exponenten «a 
rollt, ein zweites System von tetraedralsymmetrischen Kurven enthält, 
dessen Exponent c sich aus der Gleichung bestimmt: 





1) Paris, Gauthier-Villars. 1867. 
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25. Durch die Forderung, daß die beiden erzeugenden Kurvensysteme 
identisch sein sollen, definiert man eine ausgezeichnete Flächenfamilie, 
und diese Flächen sind gerade diejenigen, welche Herr dela Gournerie 
surfaces tetraedralement-symmetriques nennt und deren allgemeine 
Gleichung ist: 

? 
N 


P R 2. 
4.0: B.F-OY AI DE —=0. 


Durch Fortsetzung der gegebenen Betrachtungen gelangt man zu [65 
dem Satze, daß die Kurven der Haupttangenten für solche Flächen alge- 
braisch werden. Die Haupttangentenkurven werden dabei tetraedral- 
symmetrische Kurven vom Exponenten p:2q. 


$ 10. Die dem Komplexe angehörigen Kongruenzen. 


26. Ich möchte noch hinzufügen, daß sich die im 4. Paragraphen 
angewandte r-Transformation als eine Abbildung des Reyeschen Kom- 
plexes auf den Punktraum auffassen läßt, so daß sich durch dieselbe 
die gewöhnliche Raumgeometrie auf den Komplex überträgt. Diese Ab- 
bildung ist bei der reziproken Natur der r-Transformation durch die 
Art der gegenseitigen Lage des Objektes und des Bildes ausgezeichnet, 
welche eigentümliche Vorteile mit sich bringt. 


27. Auf diese Weise habe ich versucht, die dem Reyeschen Kom- 
plexe angehörigen Kongruenzen zu diskutieren, was keinerlei Schwierig- 
keit hat. Insonderheit erhält man für die dem Komplexe angehörigen 
Kongruenzen zweiter Ordnung dieselbe ausgezeichnete Gruppe, welche 
Herr Kummer in seiner Aufzählung der Kongruenzen zweiter Ordnung 
als einem gemeinsamen Typus angehörig bezeichnet hat, und deren all- 
gemeinster Repräsentant die Kongruenz zweiter Ordnung sechster Klasse 
mit sechs zu einem Tetraeder vereinigten Doppellinien ist. 


28. Ich stütze mich bei dieser Diskussion auf die folgenden vier 
Hauptsätze: 


1. Wenn ein Punkt eine Kurve n-ter Ordnung beschreibt und dabei 
p-mal mit einer Tetraederecke zusammenfällt, so beschreibt die r-rezi- 
proke Komplexgerade eine Linienfläche von dem Grade 2n —p. [66 

2. Eine Fläche n-ter Ordnung mit p in die Tetraederecken fallenden 
Punkten ist das Bild einer Kongruenz von der Ordnung n und der 
Klasse 3n — p. 

3. Die Ordnung der Brennfläche dieser Kongruenz ist 2(k —q), 
wo k die Klasse der ebenen Durchschnittskurve der Fläche n-ter Ord- 
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nung und q die Zahl ihrer in die Ecken des Fundamentaltetraeders fal- 
lenden Doppelpunkte ist. 

4. Die Klasse der Brennfläche bestimmt sich durch den allgemeinen 
Satz, daß die Differenz zwischen Ordnung und Klasse der Brennfläche 
einer Kongruenz gleich ist dem doppelten der Differenz von Ordnung 
und Klasse der Kongruenz. 

Die letzten beiden Sätze verdanke ich Herrn Dr. Klein, mit dem 
zusammen ich gelegentlich eine ausführlichere Untersuchung der hieher 
gehörigen Kongruenzen zu geben hoffe. 


Berlin, im Januar 1870. 


vi 


Sur une certaine famille de courbes et de surfaces. [1222 
Note de MM. F. Klein et $. Lie, presentee par M. Chasles. [416 


Comptes Rendus Bd. 70 (1870), S. 1222—1226, vorgelegt in der Sitzung vom 6. Juni 
1870. Abgedruckt in den Ges. Math. Abh. von F. Klein, Bd. I (1921), S. 416—420. 


Dans la Note que nous avons l’honneur de communiquer & l’Aca- 
d&mie, nous nous proposons d’etablir un theor&me general concernant 
certaines courbes et surfaces. Notre Note se composera de deux parties. 
Dans la premiere partie nous definirons les courbes et les surfaces dont 
nous voulons parler; dans la seconde, nous donnerons l’explication et la 
d&monstration de notre theoreme. 


I. 

1. Les courbes que nous allons considerer sont celles qui se trans- 
forment en elles-mömes par une infinit& de transformations lin£aires, 
permettant d’amener en general chaque point de la courbe en chaque 
autre. Ä 
Parmi ces transformations lineaires on trouvera n6cessairement une 
transformation infinitesimale; et reciproquement, si une courbe se trans- 
forme en elle-möme par une transformation lineaire infinit6simale, elle se 
transformera en elle--möme d’une infinit& de manieres. Ainsi nos courbes 
sont les integrales generales du syst&me d’equations differentielles: 


dp:dgq:dr:ds=p:q:r:s', 
ou P, g, 7,35; p',g’, r', s’ designent des fonctions lineaires des coordonnees. 
De la transformation bien connue de ce systeme d’equations & une 
forme canonique, on conclut qu’on peut determiner toujours un tetra- 
edre qui reste invariable par un nombre simplement infini des trans- 
formations lineaires appartenant & la courbe. Si ces transformations ne 


dependent que d’un seul parametre arbitraire, ce tetraedre sera unique; 
dans le cas contraire!), il pourra ötre choisi parmi une infinite [1223 





1) La seule courbe gauche qui correspond A ce cas est la courbe du troisi&me 
ordre. 
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d’autres. Nous ajoutons que ce tetraedre n’est pas nöcessairement un 
tetra&dre proprement dit, mais qu’un nombre quelconque de ses faces 
peuvent coincider. 

Dans ce qui va suivre, nous supposerons un tetraedre donne, et nous 
considererons les courbes appartenant & ce tetra&dre. Pour plus de brie- 
vete, nous les designerons par un symbole, la lettre V. 


2. On sait que les transformations lineaires qui laissent in- [417 
variable un tetraedre sont &changeables entre elles. 

Consequemment, les surfaces engendrees par des courbes V,, qui se 
transforment en elles-mömes par les mömes transformations lindaires et 
qui coupent une autre courbe V,, appartenant au möme tetra&dre, con- 
tiendront un nombre doublement infini de courbes V. Elles se trans- 
formeront donc en elles-mömes par un nombre doublement infini de trans- 
formations lineaires appartenant au tötra&dre. Ces transformations per- 
mettent d’amener en general chaque point de la surface en chaque autre. 
Ces surfaces sont celles dont nous allons nous occuper; nous les designe- 
rons, de möme que les courbes, par la lettre V.}) 


3. On obtient les equations de ces surfaces de la maniere suivante: 

On peut former trois expressions des coordonnees qui, par les trans- 
formations linsaires appartenant au tetraedre donne, ne se changent que 
par une constante additive. Dans le cas d’un tetra&dre proprement dit, 
ces expressions sont les logarithmes des quotients de trois des fonctions 
lineaires qui representent les faces du tetra&dre par la quatrieme. Dans 
les autres cas, il faut remplacer les logarithmes en partie par des expres- 
sions alg6ebriques. 

Or les surfaces V sont reprösentees par les &quations lineaires entre 
ces expressions. 


4. Nous allons enumerer quelques-unes des courbes V et des sur- 
faces V qui ont &t& etudiees sous d’autres points de vue. 

Parmi les courbes V planes, on remarque surtout les paraboles et les 
spirales logarithmiques: aussi un grand nombre des proprietes de ces 
courbes ne sont que des cas partieuliers du theor&me general que nous 
voulons dömontrer. 

Parmi les courbes V gauches, appartenant A un tetraedre propre- [1224 
ment dit, on doit distinguer les courbes du quatriöme ordre avec un 
point de rebroussement et les courbes transformees lineaires de la loxo- 





1) La surface developpable d’une cubique gauche qui n’est pas une surface 
V, se transforme aussi en elle-möme par des transformations lin&aires, permettant 
d’amener en general chacun de ses points en chaque autre. 
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dromie sur la sphere. Il est bon d’ajouter que ces derni6res courbes con- 
tiennent un nombre infini de courbes algebriques; les plus simples sont 
la cubique gauche et une courbe du quatrieme ordre, possedant deux 
tangentes stationnaires.!) 

Parmi les surfaces V, appartenant & un tötraedre proprement dit, 
on doit remarquer une particeularisation homographique: les surfaces [418 
donnees par l’&quation: 

xy? = const., 


pour lesquelles M. J.-A. Serret a determine les lignes de courbure 
(Journal de M. Liouville, t. XII). 

Sı deux faces du tötra&dre coincident, les courbes V contiennent 
U’helice, les surfaces V l’helicoide gauche. 

Enfin, si toutes les faces du t&tra&dre eoincident, les courbes V sont 
des eubiques gauches, et les surfaces V des surfaces regl&es du troisieme 
ordre de cette espece particuliere dont les deux directrices coincident. 

Nous ajoutons encore que, dans un travail sur les formes ternaires 
(Math. Ann.,t. I), MM. Glebsch et Gordan ont considere incidemment 
les courbes planes, lieu d’un point qui est transpose successivement par 
la m&me transformation lin6aire. 


I. 

Pour &tablir notre th&or&me sur les courbes V et les surfaces V, nous 
allons faire une transformation de l’espace donn& qui n’est pas nöcessaire 
pour notre but, mais qui est tres commode. Cette transformation rap- 
porte l’espace donne (A) a un autre espace (B) dont les coordonn6es 
x, y,2 sont egales aux trois expressions qui, pour les transformations 
lineaires appartenant au tetraedre donne, ne se changent que par une 
constante additive. Alors ces transformations lineaires deviendront les 
translations de l’espace B, et les courbes V ses droites, les surfaces V/ 
ses plans. 

Maintenant nous developperons quelques notions par rapport & 
l’espace B. 


1. Si l’on transpose une courbe ou une surface par toutes les trans- 
lations, elle formera un systeme de courbes ou de surfaces. 

Un systeme contient, en general, un nombre triplement infini [1225 
d’elements. 
Le nombre des droites, formant un systeme, n’est que doublement 
infini. | 





1)M.Cayley a signale cette espece (Quart. Journ., VII). 
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Le nombre des plans, formant un systeme, n’est que simplement 
infini. 

Nous disons aussi des points de l’espace qu’ils forment un systeme. 

2. Les elöments de deux systemes quelconques qui contiennent un 
nombre triplement infini d’elements, pourront ätre coordonnes des 
deux manieres suivantes. 

En choisissant & volonte deux elements des deux systemes, on fera 
correspondre tous les el&ments que l’on obtient de ces deux, soit par 
des translations identiques, soit par des translations opposees. La [419 
premiere sorte de correspondance sera nomme6ee cogrediente, la 
deuxisme contragr6diente. 

Les deux el&ments choisis pour &tablir ces correspondances ne se 
distinguent pas parmi les autres. 

Soient a, b deux syst&mes coordonnes par une correspondance con- 
tragrediente. Alors les elements a, enveloppant b,, correspondront aux 
elements b, enveloppant a,. 

On conclut de la que les elements a, correspondant aux elements b qui 
enveloppent un el&ment c,, et les &l&ments b, correspondant aux el&ments 
a qui enveloppent le möme el&ment c, , envelopperont un möme el&öment d,. 


3. Apres avoir etabli une correspondance entre deux systemes a, b, 
on peut en deduire une correspondance entre tous les systemes dont les 
elements sont enveloppes par des a et des b. Pour cela, il suffit de coor- 
donner tous les elöments qui sont enveloppes par des a, b correspondants. 

Cette correspondance sera cogrediente, si la correspondance entre a, b 
est cogrediente; si la derniere est contragrödiente, la correspondance 
etablie sera de möme contragrediente, d’apres les theor&mes que nous 
venons d’enoncer. 

Il faut distinguer ici surtout le cas oü a, b sont des courbes dont les 
tangentes sont paralleles aux arötes d’un m&me ceöne. Dans ce cas on ob- 
tient une correspondance entre toutes les courbes dont les tangentes ont 
ces directions. 


4. Si l’on transforme, par une des correspondances que nous venons 
d’etablir, des droites ou des plans, on obtiendra des droites ou des [1226 
plans du möme systöme. 

De l&ä on conclut, comme corollaire, que les droites et les plans se 
transforment en eux-mömes, si l’on coordonne un &elöment a qui les enve- 
loppe, & un &l&ment b qui les enveloppe aussi. 


5. Revenons maintenant & l’espace A. Tout ce que nous venons de 


dire sur les differentes correspondances que l’on peut &tablir dans l’espace 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 6 
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B, subsiste encore la, si l’on remplace les translations par les transfor- 
mations lineaires appartenant au t&traedre donne. Ainsi, en faisant usage 
de la terminologie employ&e pour l’espace B, nous aurons le th&o- [420 
reme suivant que nous nous proposions d’etablir: 

Si Von transforme des courbes V ou des surfaces V par 
une correspondance appartenant au tötra&dre donn&, on ob- 
tient des courbes V ou des surfaces V du möme systeme; 

et ensuite ce corollaire: 

Les courbes V et les surfaces V se transforment en elles- 
mömes, si l’on coordonne un &l&ment a qui les enveloppe, & 
un element b qui les enveloppe aussi. 


Sur une certaine famille de courbes et de surfaces. [1275 
Note de MM. F. Klein et S. Lie, presentee par M. Chasles. [420 


Comptes Rendus Bd. 70 (1870), S. 1275—1279. Vorgelegt in der Sitzung vom 
13. Juni 1870. Abgedruckt in den Ges. Math. Abh. von F. Klein, Bd. I (1921), 
S. 420—423. 


Dans une Note que nous avons communiquee recemment a l’Aca- 
d&emie, nous avons etabli un th&oreme general concernant des courbes et 
des surfaces que nous avons appelees les courbes et les surfaces [1276 
V. Aujourd’hui nous nous proposons de donner quelques details qui 
sont, il est vrai, des consequences immediates de nos considerations, 
mais qui serviront peut-ötre & les Eclaireir davantage. 

Dans notre Communication precedente nous avons suppos& un tetra- 
edre donne et nous avons döfini ce que nous avons appele les correspon- 
dances (cogredientes ou contragr&edientes) appartenant a ce tetra- 
edre. Nous ne considerons ici que le cas d’un tötraedre proprement [421 
dit, et les correspondances qui coordonnent les points, les plans, les 
lignes droites. 

Ges correspondances contiennent un grand nombre de correspon- 
dances &tudiees anterieurement: nous allons en donner une courte enu- 
meration: 


1. Une correspondance cogrediente entre les points et les points, ou 
entre les plans et les plans, est une correspondance homographique, laıs- 
sant invariable le tetraedre donne. 

Une correspondance contragrediente entre les points et les points 
fait correspondre A un plan une surface du troisieme ordre avec quatre 
points doubles dans les sommets du tötraedre. 
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Par une correspondance contragrediente entre les plans et les plans 
un point se change dans une surface Stein6rienne, ayant les quatre faces 
du tötraedre pour plans tangents doubles. 

Parmi les correspondances cogredientes entre les points et les plans 
on retrouve d’une part la correspondance, &tudiee par Plücker, sous le 
nom de polarite par rapport & un tötraedre, d’autre part une 
correspondance, consider6ee par M.Cremona dans ses recherches sur les 
courbes du quatrieme ordre avec un point de rebroussement (Comptes 
rendus, t.LIV). Dans le dernier cas, le plan passe toujours par son 
point correspondant. 

Une correspondance contragrediente entre les points et les plans est 
equivalente ä la polarit& r&ciproque par rapport a une surface du deuxi&me 
degre, conjuguee au tetraedre donne. 

Les correspondances cogredientes ou contragredientes entre les points 
ou les plans et des lignes droites font correspondre les points ou les plans 
aux droites d’un certain complexe du deuxi&me degr&!), engendr& par une 
droite qui est transposee par toutes les transformations lineaires appar- 
tenant au t6tra&dre donne. On peut definir ce complexe d’une autre ma- 
niere en disant que ses lignes determinent, avec les faces du [1277 
tetraedre, un rapport anharmonique donne. 

M.Reye a &tudie ce complexe dans la seconde partie de sa G&o- 
metrie de situation (1868).?) Il considere entre autres une correspon- 
dance entre les droites du complexe et les points qu’il obtient en coor- 
donnant a chaque point l’intersection de ses plans polaires par rapport & 
deux surfaces du deuxieme degre. Cette correspondance est identique [422 
avec la correspondance contragrediente entre les points et les droites. 

Parmi les correspondances cogredientes, on doit remarquer le cas 
ou la droite passe par le point correspondant. Une correspondance de 
cette sorte a &t& signalee par M. Chasles, dans ses Recherches sur le 
mouvement infiniment petit d’un corps. M. Chasles n’a eu & 
considerer qu’un cas special qui, dans nos recherches, correspond & un 
tetraedre dont deux faces coincident. 

Enfin un cas particulier de la correspondance contragrediente entre 
les plans et les droites a &t& considere par MM. Chasles et Plücker: la 





1) De la on peut tirer une theorie des congruences et des surfaces gauches 
appartenant au complexe. 

2) Nous ajoutons que ce complexe a &t& rencontr& deja anterieurement par 
plusieurs geomeötres, et surtout par M.Chasles qui, dans son Apercu historique, 
a appele expressement l’attention des geometres sur cet assemblage de droites. 

6* 
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correspondance entre les normales d’un systeme de surfaces du second 
degr&e homofocales et leurs plans tangents. 

2. Revenons maintenant ä notre theoreme fondamental. 

Pour les el&ments a, b que l’on coordonne, on pourra choisir des 
points, des plans, des lignes droites en combinaison quelconque, et l’on 
pourra enoncer le theoreme de manieres differentes pour ces divers cas 
particuliers. Par exemple, que l’on considere la correspondance contra- 
grediente entre les points et les plans, on aura le theoreme, que les cour- 
bes V et les surfaces V sont leurs propres polaires r&ciproques par rapport 
& chaque surface du second ordre qui est conjuguse au tetraedre donne et 
qui a un point et son plan tangent de commun avec elles. 

On peut deduire de notre theoreme un grand nombre d’autres, & 
l’aide de la remarque suivante. Soit donnee une courbe V ou une surface 
V:: une courbe ou une surface queleonque qui possede avec elle un rapport 
invariable par des transformations qui transforment la courbe ou la sur- 
face V en elle-möme, se transformera par ces transformations dans une 
courbe ou une surface possedant le möme rapport avec la courbe ou la 
surface V. 

Nous allons enoncer quelques theoremes que l’on obtient de [1278 
cette maniere. 


3. Une courbe V ne possede de singularites que dans des sommets du 
tetraedre. 

Toutes les courbes covariantes d’une courbe V, par exemple les 
courbes doubles de leurs surfaces developpables, sont des courbes V du 
m&me systeme. 

Les courbes V d’un möme systeme ne se coupent que dans des som- 
mets du tetraedre. 

Le point de contact d’une tangente d’une courbe V et ses points 
d’intersection avec les quatre faces du tötra&dre ont un rapport anharmo- 
nique constant. 

Öe rapport ne depend que du systeme auquel la courbe appartient. 

Le plan osculateur d’une courbe V et les plans passant par la [423 
tangente et les quatre sommets du tetraedre ont le möme rapport an- 
harmonique constant. 

Quand on determine, sur toutes les gensratrices d’une surface deve- 
loppable appartenant & une courbe V, le point ayant un rapport an- 
harmonique constant avec les points de rencontre de la droite et des 
faces du tetra&dre, ce point se trouve sur une courbe V du möme 
systeme. 
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Dans les quatre derniers theor&mes on peut remplacer le tetra&dre 
par une surface V queleonque contenant des courbes V du systeme de 
la courbe donnee. 

Les plans osculateurs d’une courbe V dans ses n points d’inter- 
section avec un plan quelconque rencontrent la courbe en n (n — 3) 
points, situ6s & n sur (n —3) plans. 

Les courbes V7 qui se trouvent sur une surface du deuxieme degr& 
contenant quatre ardtes du tetra&dre appartiennent a un complexe du 
premier degre contenant les mömes arötes, et r&ciproquement. 

Une surface V ne contient de singularites que dans des arötes du 
tetraedre. 

Toutes les surfaces covariantes d’une surface V sont des surfaces V 
du m&me systeme. 

L’intersection de deux surfaces V consiste dans des courbes V d’un 
möme systeme. 

Les surfaces V d’un möme systeme ne se coupent que dans des 
ar&tes du tötraedre donne£. 

Les lignes asymptotiques d’une surface V sont des courbes V. [1279 
Elles appartiennent ä deux syst&mes differents. 

Les courbes V touchant une courbe dont toutes les tangentes cou- 
pent les faces du tötraedre en quatre points ayant un rapport anharmo- 
nique donne sont des lignes asymptotiques de la surface engendree par 
elles. | 

Les surfaces developpables de toutes les courbes V d’un m&me systeme 
tracees sur une surface V enveloppent une autre surface V, en la touchant 
suivant des courbes du m@me systeme. 

L’ordre et la classe de la congruence formee par les tangentes de ces 
courbes sont les m&mes; ils s’accordent avec l’ordre et la classe de la 
surface V. 


vu. 


Mathematisk meddelelse til Videnskabsselskabeti Christiania 
fra aaret 1870. 


(Mathematische Mitteilung an die Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Christiania, aus dem Jahre 1870). 
(Aus dem Norwegischen übersetzt.) 


Zuerst norwegisch und in deutscher Übersetzung herausgegeben von L. Sylow 
in Videnskabsselskabets Skrifter. I. Math.-naturv. Klasse 1899. No. 9, S. 6, 7. 
Christiania 1899. 


An die Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania. [6 


Ich erlaube mir, der Gesellschaft die folgenden wissenschaftlichen 
Mitteilungen zu überreichen zu dem Zwecke, womöglich meine Prio- 
rität zu sichern. 


1. Durch meine Imaginärtheorien habe ich eine geometrische Trans- 
formation gefunden, die einen deskriptiven Satz über gerade Linien in 
einen solchen überführt, der sich auf Kugeln bezieht. Zwei geraden 
Linien, die einander schneiden, entsprechen dabei zwei Kugeln, die ein- 
ander berühren. 


2. Hieraus habe ich abgeleitet, daß es immer durch algebraische 
Operationen möglich ist, die Bestimmung der Haupttangentenkurven 
einer Fläche auf die der Krümmungslinien einer anderen Fläche zurück- 
zuführen, und umgekehrt. | 


3. Die Kummersche Fläche von vierter Ordnung und vierter Klasse 
hat algebraische Haupttangentenkurven von 16. Ordnung und 16. Klasse. 
Hiermit ist selbstverständlich auch gesagt, daß die genannten Kurven 
algebraisch sind auf der Wellenfläche, auf der Plückerschen Komplex- 
fläche, und so weiter. 


4. Auf einer Linienfläche, deren Erzeugende einem linearen Kom- 


plexe angehören, können die Haupttangentenkurven durch Quadratur 
bestimmt werden. 


5. Jede Minimalfläche kann auf zwei verschiedene Arten beschrie- 
ben werden durch Translationsbewegung einer imaginären Kurve von 
der Länge Null. 
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6. Wenn eine Minimalfläche A auf einer Minimalfläche B gleitet, 
so beschreibt jeder mit A fest verbundene Punkt eine dritte Minimal- 
fläche. Von dem genannten Gleiten wird vorausgesetzt, daß es eine 
Translationsbewegung ist. 


7. Es sei F(z,y,2) =0 die allgemeine Cartesische Gleichung [7 
einer Minimalfläche. Die Flächenfamilie: 


F (log &, log y, log 2) = 0 


bietet beim Studium des Reyeschen Linienkomplexes ein besonderes 
Interesse dar. Hierher gehören die Flächen, die ich in meiner Abhandlung: 
„Über die Reziprozitätsverhältnisse des Reyeschen Komplexes. Göt- 
tingen.‘‘!) behandelt habe. Alle dort angeführten Betrachtungen haben 
ihr Analogon beim Studium der genannten Flächenfamilie. 


Paris, 5. Juli 1870. Ehrerbietigst 
M. Sophus Lie, Cand. real. 


Vorgelegt in der allgemeinen Sitzung der Gesellschaft der Wissen- 
schaften am 30. Sept. 1870. 
Christ. Boeck. M.J.Monrad. 





1) Hier Abh. V. Anm. d.H. 
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Sur une transformation g&eometrique. [579 
Note de M. S. Lie, present&e par M. Chasles. 


Comptes Rendus Bd.71 (1870), S.579—583. Vorgelegt in der Sitzung vom 31. Okt. 
1870. 


Dans cette Note, je donnerai d’abord une meöthode de transformation 
qui permet de deduire de th&oremes relatifs ä des droites des theor&mes 
concernant des spheres ou plus generalement des surfaces du second 
degr& qui contiennent une conique fixe. Cette methode permet, quand [580 
les lignes asymptotiques d’une surface sont connues, d’en deduire les 
lignes de courbure d’une autre surface et inversement. La principale 
application que j’en ai faıte consiste dans la determination des lignes 
asymptotiques de la surface des ondes et plus gäöneralement de la sur- 
face de Kummer. 


1. Ma methode de transformation a son point de depart dans une 
correspondance que l’on peut &tablir entre deux complexes!) de droites: 
le complexe lineaire et celui dont toutes les lignes coupent le cercle ima- 
ginaire & Vinfini. J’ai ete conduit & cette correspondance par une repre- 
sentation des imaginaires du plan, que j’ai deja exposee dans un autre 
Recueil?), mais dont je donnerai ici un court resum£. 


Quand on regarde dans l’&quation suivante: 
BZ=X—A 


Z et X comme coordonnees cartesiennes des points d’un plan, A et B 
comme coordonnees tangentielles des droites, j’ai propose de representer 
la droite du plan z, x dont les coordonnees sont imaginaires, savoir: 


A=0o-+oi, B=b-+Bßi 
par la droite de l’espace dont les &quations sont: 


bzb=r1—a, Bz=y—o. 





1) Plücker, Nouvelle geometrie de l’espace; 1868—69. 
2) Comptes rendus de l’Acad&mie de Christiania; 1869 [Hier Abh. III, IV.) 
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Les droites imaginaires qui passent par un point imaginaire du plan z, x: 
Z=-2+pi, X =tc+y 


seront reprösentees par les droites de l’espace qui appartiennent & une 
certaine congruence lineaire (c’est-a-dire qui coupent deux directrices 
rectilignes). Ces droites representatives passent par le point de l’espace 
(x, y,2) quand p est egal & zero. 

La theorie de la correlation entre les points et les droites du plan 2, x 
qui se definit par les equations: 


_ DK + BZ, +F, 
L,X, + MaZ, HN,’ 





BR +HZz-+R, 
J 


4 SURTMZEN 





ou par des equations equivalentes: 








4_DU+BEA+M 9_GKU+HZ+K, 
LOB ZIN ST LS CMuHN 


donne dans notre representation, en y ajoutant les equations: [581 


m=0,;, MmM=I, 


une correspondance mutuelle entre deux espaces E, et E, de 
telle maniere qu’aux points de lun correspondent dans 
l’autre les droites d’un complexe; cette correspondance & 
d’ailleurs conserv& les caracteres essentiels de la corr6- 
lation. | 

En effet, si une droite appartenant & un des deux complexes tourne 
autour d’un de ses points, le point correspondant se meut sur la droite 
de l’autre complexe qui correspond au point fixe. 

De la on conelut premierement que les courbes enveloppees par des 
lignes des deux complexes se correspondent une & une. Les points de 
chacune des courbes correspondantes correspondent aux tangentes de 
l’autre. 

En second lieu, soit une congruence appartenant & un des deux 
complexes et sa surface focale F). Au droites de cette eongruence corre- 
spondent les points d’une surface F,; aux points de la surface F, corre- 
spondent les droites d’une congruence dont F, est l’une des surfaces 
focales. 

Par une partieularisation convenable des ceonstantes de la corr6- 
lation, les complexes qui se correspondent de la maniere que nous venons 
d’exposer deviendront les deux complexes indiquss d’abord. J’ajouterai 
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que M. Nether!) a consider& une correspondance entre les droites d’un 
complexe lin&aire et les points de l’espace, d’ou on pourra tirer assez fa- 
cilement la ecorrespondance mutuelle entre les deux complexes 
dont il s’agit icı. 

2. Regardons maintenant dans l’espace E, un complexe lineaire C, 
et dans E, le complexe C', dont toutes les lignes coupent le cercle imagi- 
naire & l’infini et &tablissons entre ces deux complexes la relation indiquee. 

Aux points d’une droite L, situ&ee en E, correspondent en E, les 
lignes d’une des generations d’une surface du second degre S, passant 
par le cerele imaginaire a l’infini, c’est & dire d’une sphere. Cette sphere 
se reduit a un point, sila droite L, appartient au complexe C,. Aux lignes 
de l’autre generation correspondent dans le cas general en E, les points 
d’une droite L, qui est la conjuguee polaire de L, par rapport au com- 
plexe (C\. 

A deux droites L, et X, qui se coupent correspondent en E, deux 
spheres qui se touchent. Inversement, & deux spheres qui se touchent 
correspondent en E, deux couples de droites (L,, L/) et (2,, £/) dont cha- 
cune coupe une droite de l’autre couple. 

Si la droite 2, se meut de maniere a engendrer un complexe [582 
lineaire CO), les spheres correspondantes couperont une sphöre fixe sous 
un angle constant, angle droit si les deux complexes (, et C, sont en 
involution.?) 

En general, notre methode transforme une combinaison quelconque 
de droites en une combinaison de spheres, et donne ainsi une liaison 
intime entre des theor&mes en apparence completement differents. 


3. Soit donnee, dans l’espace E,, une surface F,. A cette surface 
correspond, dans l’espace F,, une congruence, ayant une surface focale F\. 
A chaque ligne de courbure de la surface F, correspondra 
alors en E, une surface regl&ee qui touche F, le long d’une 
courbe asymptotique qui est sa propre polaire r&ciproque, 
par rapport au complexe (,. 

En me bornant ici & &noncer ce theor&me, je vais en donner quelques 
applications. 

M.Darboux a demontre que la courbe de contact d’une surface 
quelconque avec la developpable, eirconscrite & cette surface et au cerele 





1) Göttinger Nachrichten: „Zur Theorie der algebraischen Funktionen, ..., 
etc.,‘‘; 1869. Voir aussi: Reye, Geometrie der Lage, 2. Abteilung, p. 127; 1868. 

2) Klein, „Zur Theorie der Komplexe ersten und zweiten Grades‘, Math. 
Annalen t. II. 
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imaginaire a l’infini, est une ligne de courbure de la surface; on connaitra 
done sur la surface focale d’une congruence generale, appartenant a un 
complexe lineaire, une courbe asymptotique. Les tangentes de la surface 
dans les points de cette courbe appartiennent au complexe lineaire. 

Il est evident que l’on peut determiner une ligne asymptotique, 
jouissant de la möme propriete, sur chaque surface röglee, appartenant 
a un complexe lineaire. Mais d’apres les recherches de MM. Bonnet!) 
et Clebsch?), on connait toutes les lignes asymptotiques d’une surface 
reglöe, si l’on en connait une. Ainsi on pourra trouver les lignes 
asymptotiques d’une surface regl&ee, appartenant a un com- 
plexe lineaire; d’autre part, on obtiendra par notre methode de trans- 
formation le theor&me suivant: On peut d&terminer par des quadra- 
tures les lignes de courbure de chaque surface, enveloppee 
par des spheres qui coupent' une sphere fixe sous un angle 
constant. 

Enfin, on peut trouver par notre theor&me les lignes asympto- 
tiques de la surface du quatrieme ordre et de la quatrieme 
classe de M. Kummer, et de leurs particularisations: la surface des 
ondes, les surfaces-complexes de Plücker, etc. En effet, la surface de 
Kummer est la surface focale de la congruence generale du deuxieme 
ordre et de la deuxieme classe?); mais a une. congruence de cette [583 
nature, appartenant au complexe C,, correspond dans l’espace E, une 
surface du quatrieme ordre, contenant deux fois le cerele imaginaire & 
Yinfini, et l’on connait les lignes de courbure de ces surfaces d’apres les 
recherches de MM. Moutard et Darboux.?) A chacune de ces lignes de 
courbure correspond une surface reglee du huitieme ordre qui touche la 
surface de Kummer suivant une ligne asymptotique. Ces courbes seront 
des courbes du seizieme ordre et de la seizieme classe. 

Je dois a M. Klein les remarques suivantes.5) A chaque surface de 
Kummer correspondent une infinite de complexes du deuxieme degr6, 
ayant cette surface pour surface de singularit6s. Chacun de ces complexes 
determine sur la surface une courbe, lieu des points dont les tangentes 
appartiennent au complexe. Ces courbes sont preeisement les courbes 
asymptotiques. On tire deläa une representation algebrique tres simple de 
ces courbes, et un assez grand nombre de proprietes remarquables. 





1) Journal de l’Ecole Polytechnique, cahier 42, et Comptes Rendus. 
2) Journal de Crelle-Borchardt, t. LXVIII. 

3) Kummer, Über die algebraischen Strahlensysteme; 1866. 

4) Comptes Rendus, t. LIX, p. 240, et t. LIX, p. 243. 

5) Klein, ‚Über die Komplexe .. .‘“, Math. Annalen, t. II. 
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Parmi les complexes du deuxi6me degr& appartenant & une surface 
de Kummer, on en trouve six remarquables, qui sont lineaires. Les 
courbes asymptotiques correspondantes ne sont que du huiti&me ordre et 
forment, avec les 16 coniques, situ6es dans les plans singuliers, la courbe 
de double inflexion de la surface. 


4. A chaque transformation lineaire de l’espace E,, correspond une 
transformation de l’espace E, qui laisse invariable, en un certain sens, 
les lignes de courbure. En particulier, & la transformation de l’espace E, 
par des complexes lindaires, qui sont en involution avec Ü,, correspond 
la transformation de l’espace E, par rayons vecteurs r&ciproques. 


IX. 
Om en Classe geometriske Transformationer. [506 


(Über eine Klasse geometrischer Transformationen.) 


(Aus dem Norwegischen übersetzt.) 


Christ. Forh., Aar 1870, Oversigt over Selskabets möder, S. 506—509, Sitzung vom 
9, Dezember!), Christiania 1871. 


1. Plücker hat eine allgemeine Reziprozität zwischen zwei Räumen 
R, und R, auf die Interpretation der Gleichung: 


F (x, Yı, 1, X2, Ya» 25) —0 


gegründet, in der F eine ganz beliebige Funktion bezeichnet, (z,, %Yı; 21)» 
(%3, Ya, 2) Punktkoordinaten für die beiden Räume. Wenn F in bezug 
auf jedes System von Veränderlichen linear ist, so erhält man, wie be- 
kannt, die Poncelet-Gergonnesche Reziprozität. 


2. Ich bin auf die Betrachtung der Reciprozität zwischen R, undR, 
geführt worden, die durch das simultane Gleichungssystem: 


(1) F(x,, Yı» ?1> %a; Ya, 22) =, D(, Yı» ?1> I» Ya, 22) = 0 


definiert wird. Die hierauf gegründete allgemeine Transformation geo- 
metrischer Sätze kann aufgefaßt werden als beruhend auf dem Übergange 
vom Punkte zu einer von drei Parametern abhängenden Raumkurve 
als Raumelement. 


Eine partielle Differentialgleichung in den Veränderlichen z;, yı, 21: 


de 43 
fı (21, Yı» 215 PER Fre I —=—0 


wird in eine neue zwischen den Veränderlichen &,, %,, 2, übergeführt: 


d2z, dz 
fa (2, Ya, 225 FR di ie ) = 0, 





1) In dem Sitzungsberichte heißt es: „Von cand. real. Sophus Lie war ein 
Auszug aus einer größeren mathematischen Arbeit eingesandt worden. Infolge einer 
von Bjerknes und Guldberg abgegebenen empfehlenden Beurteilung wird dieser 
hier aufgenommen.‘ Anm.d.H. 
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Die Flächen, dıe f, = 0 befriedigen, sind in bezug auf das Gleichungs- 
system (1) reziprok zu denen, die fi = 0 befriedigen. 

Man bemerke insbesondere: Aus den Gleichungen (1) erhält man 
durch Differentiation und Elimination zwei Gleichungen von der Form: 


91 (21; Yı, 21, dt, dyı, da) =0, 92(&, Ya, 22, day, dy,dz,) = 0; 


hierdurch werden zwei partielle Differentialgleichungen erster Ordnung 
bestimmt: 
dz, d2,\ _ dz, d2,\ _ 
yılzı, Yı» 215 da,’ re =», Ye(2; Ya, 22, da,’ eo = 
Die entsprechenden charakteristischen Kurven sind rezi- [507 
prokin bezug auf das Gleichungssystem (]). 

3. Wenn die Gleichungen (1) in bezug auf jedes System von Ver- 
änderlichen linear sind, erhält man eine polare Korrespondenz zwischen 
R, und R,, bei der den Punkten jedes Raumes in dem anderen Raume 
die Linien eines Plückerschen Linienkomplexes entsprechen. Beson- 
deres Interesse bietet das Gleichungssystem dar: 


1 ax 
BAT %ı— 54 (8 + Yat), 


(2) G=Y-1), 


1 > 1 
3B (22 — Yat) ıı = Yı — 974°. 

Den Punkten von R, entsprechen in R, die geraden Linien, die den ima- 
ginären, unendlich fernen Kreis schneiden. Den Punkten von R, ent- 
sprechen die geraden Linien eines linearen Linienkomplexes. 

Einer geraden Linie von allgemeiner Lage ım R, entspricht eine Kugel 
im R,. Hierauf gründet sich eine fundamentale Analogie zwischen 
der Geometrie der Raumlinien und der Kugeln, und über- 
haupt eine intime Beziehung zwischen mehreren projek- 
tivischen und metrischen Theorien. 

Den Krümmungskurven im R, entsprechen im R, in gewissem 
Sinne die Haupttangentenkurven. (Ich habe der Videnskabsselskab bei 
bei einer früheren Gelegenheit Anwendungen davon mitgeteilt.) 

Linearen Transformationen des R, entsprechen Transformationen 
des R,, bei denen Krümmungskurven in Krümmungskurven 
übergeführt werden. Man stößt hier auf: Translations- und Rotations- 
bewegungen, Ähnliehkeitstransformation, Transformation durch rezi- 
proke Radien, Paralleltransformation, eine reziproke Transformation, 
die Bonnet in den Comptes rendus betrachtet hat, eine einfache reci- 
proke Transformation in bezug auf eine Zyklide, und so weiter. 
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4. Die Plückerschen Linienkomplexe, deren allgemeine Gleichung ist: 
F (dx, , dyı , dz1, Yı dzı — 21 dYı, 21 dt, — X, d2,, 2% dyı — yıda,) = 0 


definieren eine Klasse von partiellen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung: die, deren charakteristische Kurven Haupttangenten- 
kurven sind für die lösenden Flächen. (Ich benutze den Ausdruck: 
Haupttangentenkurven eines Linienkomplexes.) [508 

Die Transformation (2) gibt, auf diese Klasse angewandt, alle par- 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, deren cha- 
rakteristische Kurven Krümmungslinien sind für die lösenden 
Flächen. 

Parallel mit diesen zwei Klassen stellt sich eine dritte, deren allge- 
meine Gleichung ist: 


dRdz dRdz dR 


2\2 d2\2 dR\? d.R\? d R\2 
VE VE 
wo R eine willkürlich gegebene Funktion von &,y,2 bezeichnet. Hier 
sind die charakteristischen Kurven geodätische Kurven für 
die lösenden Flächen. 
Wenn man eine partielle Differentialgleichung lösen kann, die zu 
einer dieser drei Klassen gehört, so läßt sich von jeder der beiden an- 
deren Klassen eine Gleichung angeben, die sich behandeln läßt. 








5. Das Problem: die geodätischen Kurven einer gegebe- 
nen Fläche zu bestimmen, gehört als besonderer Fall unter 
Klasse3. Die Bestimmung der Haupttangentenkurven für den allge- 
meinen Linienkomplex n-ter Ordnung, der eine bestimmte infinitesimale 
lineare Transformation in sich selber gestattet, wird hierdurch auf die 
Bestimmung der geodätischen Kurven für die allgemeine Fläche n-ter 
Ordnung zurückgeführt. 

Jacobi hat, wie bekannt, die geodätischen Kurven der Fläche 
zweiten Grades bestimmt. Man kann infolgedessen einen Linienkomplex 
zweiten Grades (mit sechzehn Konstanten) angeben, dessen Haupt- 
tangentenkurven von elliptischen Funktionen abhängen. 

Die Lösung des bekannten Problems, das sich auf Flächen bezieht, 
deren Krümmungskurven des einen Systems eben sind, gibt Linienkom- 
plexe, deren Haupttangentenkurven sich bestimmen lassen. 

Man betrachte alle Linienkomplexe!) zweiten Grades, die dieselbe 





1) Klein: Zur Theorie der Komplexe. Math. Ann. Bd. II. 
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Singularitätenfläche haben, und die entsprechenden partiellen Differential 
gleichungen. Zwei ganz beliebige von diesen gestatten unend- 
lich viele gemeinsame Lösungen. Hierdurch ist die Bestimmung der 
Haupttangentenkurven für den allgemeinen Linienkomplex zweiten 
Grades (19 Konstanten) wesentlich vereinfacht. Man kann beweisen, daß 
sich dieses Problem auf Quadratur zurückführen läßt. 

Ein besonderer Fall des oben erwähnten Theorems, das sich auf 
eine Schar partieller Differentialgleichungen bezieht, die paarweise [509 
ein System gemeinsamer Lösungen gestatten, läßt sich durch unsere 
Transformationen aus dem bekannten Theorem ableiten: Zwei konfo- 
kale Flächen zweiten Grades bilden die vollständige Zentrafläche für 
ein System paralleler Flächen. 


Am 24. Oktober 1870.}) S. Lie. 





1) Dieses Datum steht nur in den Sonderabdrücken der Abhandlung, nicht 
aber in den Forhandlinger. Anm. d.H. 


X. 


Über die Haupttangentenkurven der Kummerschen Fläche 
vierten Grades mit sechzehn Knotenpunkten. [591 
Von Felix Klein in Düsseldorf und Sophus Lie in Christiania. [90 


Monatsbericht der Berliner Akademie 1870, S. 891—899. Vorgetragen von E. Kum- 
mer in der Gesamtsitzung vom 15. Dezember 1870. Abgedruckt in den Ges. Math. 
Abh. von F. Klein, Bd. I (1921), S. 90—97. 


Die Kummersche Fläche vierten Grades mit sechzehn Knoten- 
punkten ist bekanntlich!) für einfach unendlich viele Komplexe des 
zweiten Grades Singularitätenfläche, das heißt, diejenige Fläche, welche 
der geometrische Ort ist für solche Punkte, deren Komplexkegel in 
zwei Ebenen zerfallen ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, die um- 
hüllt wird von solchen Ebenen, deren Komplexkurve sich in zwei Punkte 
aufgelöst hat. Die Betrachtung dieser Komplexe zweiten Grades führt 
fast unmittelbar zu der Bestimmung der Haupttangentenkurven der 
Fläche, wie im nachstehenden gezeigt werden soll. 


1. Aus der einfach unendlichen Zahl der zu der Fläche gehörigen 
Komplexe zweiten Grades heben wir einen heraus. 

Die demselben innerhalb einer Tangentialebene der Fläche ent- 
sprechende Komplexkurve hat sich in zwei Punkte aufgelöst. Diese 
beiden Punkte sind diejenigen, in denen die in der Tangentialebene ent- 
haltene Durchschnittskurve vierter Ordnung mit der Fläche von einer 
bestimmten, durch den Berührungspunkt gehenden Geraden, die dessen 
zugeordnete singuläre Linie genannt wird, noch außer in diesem Berüh- 
rungspunkte geschnitten wird. 

Man kann nun nach denjenigen Punkten der Fläche fragen, [892 
deren zugeordnete singuläre Linie eine Haupttangente der Fläche ist. Die 
übrigen Tangenten der Fläche in einem solehen Punkte gehören offenbar 
auch dem Komplexe an. Andererseits sind diese Komplexgeraden die 





1) Vgl. Plücker: Neue Geometrie des Raumes, gegründet auf die Betrachtung 
der geraden Linie als Raumelement. (B. G. Teubner 1868, 69.) Nr. 311ff. Vgl. auch 
hier und im folgenden Klein, Zur Theorie der Komplexe des ersten und zweiten 
Grades. Math. Ann. II, Heft 2. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd.I 7 
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einzigen, welche die Fläche berühren, ohne zugleich singuläre Linien des 
Komplexes zu sein. Betrachten wir nun in einer beliebigen Ebene den [97 
Komplexkegelschnitt und die Durchschnittskurve vierter Ordnung mit 
der Fläche. Dieselben berühren einander in vier Punkten, und die Tan- 
genten in diesen Punkten sind die in der Ebene gelegenen singulären 
Linien.t) Außer diesen doppelt zu zählenden Tangenten haben die beiden 
Kurven, als beziehungsweise von der zweiten und der zwölften Klasse, 
noch sechzehn Tangenten gemein. Die Berührungspunkte derselben mit 
der Durchschnittskurve vierter Ordnung sind Punkte der gesuchten Be- 
schaffenheit. 

Die Punkte der Kummerschen Fläche, deren zugeord- 
nete singuläre Linien Haupttangenten der Fläche sind, 
bilden also eine Kurve der sechzehnten Ordnung. 


2. Die so bestimmte Kurve ist nun eine Haupttangenten- 
kurve der Fläche. 

Zum Beweise bemerken wir zunächst, daß zwischen den durch eine 
Komplexlinie — welche nur keine singuläre Linie sein darf — hindurch- 
gelegten Ebenen und den Berührungspunkten der in denselben ent- 
haltenen Komplexkurven mit der Linie projektivisches Entsprechen statt- 
findet. Hieraus schließt man, daß einer unendlich kleinen Verschiebung 
des Punktes auf der Linie eine Drehung der Ebene entspricht, deren 
Größe von derselben Ordnung des Unendlichkleinen ist. 

Nun ist die Verbindungslinie zweier konsekutiver Punkte der eben 
bestimmten Kurve eine Komplexlinie, ohne zugleich singuläre Linie 
desselben zu sein. Die beiden Tangentialebenen in den beiden Punkten 
enthalten dem Komplexe angehörige Strahlbüschel, deren Scheitel diese 
Punkte sind. Die beiden Tangentialebenen sind also zwei Ebenen, deren 
Komplexkurven die angenommene Tangente in zwei konsekutiven Punk- 
ten berühren. Hieraus folgt nach der vorstehenden Bemerkung, daß, wenn 
man auf der Kurve fortschreitet, die Tangentialebene der Fläche [893 
sich um die Tangente der Kurve dreht. 

Das aber ist die charakteristische Eigenschaft der Haupttangenten- 
kurven einer Fläche; unsere Behauptung ist also erwiesen. 

Da der Begriff der Haupttangentenkurve, sowie der des Komplexes, 
sich selbst dualistisch ist, folgt, daß die dualistisch entgegenstehenden 
Singularitäten der Kurve einander gleich sind. Insbesondere ist ihre 
Klasse gleich ihrer Ordnung, also gleich sechzehn. 

Da ferner die Kurve sich selbst dualistisch in einziger Weise durch 





1) Plücker, Neue Geometrie, Nr. 318. 
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den Komplex bestimmt ist, geht sie, wie dieser, durch ein System linearer, 
sowie reziproker Transformationen in sich über.!) Man schließt hieraus 
eine Reihe von Eigenschaften derselben, die wir hier nicht weiter ver- 
folgen können. 


3. Auf die auseinandergesetzte Weise erhalten wir einem jeden [92 
der einfach unendlich vielen Komplexe zweiten Grades, die zu derselben 
Kummerschen Fläche gehören, entsprechend eine Haupttangenten- 
kurve. Hiermit hat man aber alle Haupttangentenkurven, wofern nicht 
etwa Umhüllungskurven derselben existieren, da man für jeden Punkt 
der Fläche einen der Komplexe angeben kann, der die eine oder die andere 
der beiden Haupttangenten in demselben zur singulären Linie hat. 

Unter den zu der Fläche gehörigen Komplexen zweiten Grades be- 
finden sich sechs, doppelt zu zählende, lineare Komplexe. Als die singu- 
lären Linien derselben sind die Doppeltangenten der Fläche anzusehen, 
so zwar, daß jedem der sechs Komplexe eines der sechs von den Doppel- 
tangenten gebildeten Systeme angehört. Entsprechend diesen Kom- 
plexen gibt es sechs ausgezeichnete Haupttangentenkurven. 
Dieselben sind, wie sich durch dieselben Betrachtungen ergibt, durch die 
wir Ordnung und Klasse der allgemeinen Kurve bestimmt haben, nur noch 
von der achten Ordnung und der achten Klasse. 


4. Wir gehen jetzt dazu über, die Singularıtäten der Haupttangenten- 
kurven zu bestimmen. Hierzu gelangen wir, indem wir der allgemeinen 
Theorie soleher Kurven die folgenden Sätze entlehnen: 

Die Haupttangentenkurven einer beliebigen Fläche haben in den [894 
Knotenpunkten derselben Spitzen. 

Überhaupt haben sie Spitzen in den Punkten der parabolischen 
Kurve, vorausgesetzt, daß diese nicht selbst Haupttangentenkurve ist. 
In dem letzteren Falle ist sie Umhüllungskurve für die übrigen Haupt- 
tangentenkurven. Dies gilt besonders, wenn die parabolische Kurve aus 
ebenen Berührungskurven besteht. 

Ferner haben die Haupttangentenkurven in den Durchschnitts- 
punkten mit der Kurve vierpunktiger Berührung stationäre Tangenten, 
wotern die Kurve vierpunktiger Berührung nicht zugleich parabolische 
Kurve ist, was eine besondere Betrachtung verschiedener Fälle verlangt, 
die wir hier nicht nötig haben. 

Endlich können die Haupttangentenkurven außer in den angegebe- 
nen Fällen keine Spitzen und keine stationären Tangenten haben. 





1) Vgl. die bereits zitierte Abhandlung: Zur Theorie usw., Nr. 13. 
T7*+ 
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In unserem Falle hat man sechzehn Knotenpunkte, in denen also die 
Haupttangentenkurven Spitzen haben. 

Die parabolische Kurve, welche von der zweiunddreißigsten Ord- 
nung sein muß, besteht aus den sechzehn Berührungskegelschnitten in den 
sechzehn Doppeltangentialebenen der Fläche. Sie ist also Umhüllungs- 
kurve der Haupttangentenkurven. Die sechzehn Ebenen sind dabei sta- 
tionäre Ebenen dieser Kurven, wie dies überhaupt die Ebenen ebener 
Berührungskurven sind. 

Man überzeugt sich nun leicht, daß die Haupttangentenkur- [93 
ven in jedem Knotenpunkte nur eine Spitze haben und nur je ein- 
mal die Doppeltangentialebenen stationär berühren. Die Kurve kann 
nämlich mit der Doppeltangentialebene nur sechzehn Punkte gemein 
haben; vier davon kommen auf die stationäre Berührung, und zwölf 
auf die sechs Spitzen in den sechs in der Ebene liegenden Knoten- 
punkten. 

Die Haupttangentenkurven haben hiernach sechzehn (in 
die Knotenpunkte der Fläche fallende) Spitzen und sechzehn 
(mit den Doppeltangentialebenen derselben identische) sta- 
tionäre Ebenen. 

Die Kurve vierpunktiger Berührung besteht in unserem Falle einmal 
aus den sechzehn Berührungskegelschnitten, die hier nicht weiter in 
Betracht kommen, da sie schon erledigt sind. Andererseits besteht sie 
aus den sechs ausgezeichneten Haupttangentenkurven achter Ordnung, 
die den sechs linearen Komplexen angehören. Es geht dies daraus [895 
hervor, daß die singulären Linien dieser Komplexe, wie schon angeführt, 
Doppeltangenten der Fläche sind. Weitere Kurven umfaßt die Kurve 
vierpunktiger Berührung nicht, da die aufgezählten zusammen die rich- 
tige Ordnung, achtzig, besitzen. 

Wir müssen jetzt die Zahl der Durchschnittspunkte einer Haupt- 
tangentenkurve mit den sechs ausgezeichneten bestimmen. 

Diese Durchschnittspunkte sind dadurch charakterisiert, daß die 
vierpunktig berührende Haupttangente eine Linie des Komplexes zweiten 
Grades ist, dem die gegebene Haupttangentenkurve zugehört. Die ın 
den Punkten einer der sechs Kurven vierpunktig berührenden Haupt- 
tangenten bilden aber eine Linienfläche von der achten Ordnung, da der 
vollständige Durchschnitt derselben mit der Kummerschen Fläche aus 
der gewählten Kurve besteht, welche vierfach zählt. Mit einer solchen 
Fläche hat aber der Komplex zweiten Grades sechzehn Linien gemein. 
Man erhält also, jeder der sechs Kurven entsprechend, sechzehn Durch- 
schnittspunkte. Wir haben somit den Satz: 


Nr. 4—6. Die Singularitäten dar Kurven - Ka ; 3 I 161 

Die Haupttangentenkurven haben 6.16 = 96 stationäre 
Tangenten. 

Fügen wir noch hinzu, daß die Haupttangentenkurven keinen wirk- 
lichen Doppelpunkt und also auch keine wirkliche Doppeloskulations- 
ebene besitzen können, da in keinem Punkte der Kummerschen Fläche, 
der nicht auf der parabolischen Kurve liegt, die beiden Haupttan- 
genten demselben Komplexe als singuläre Linien angehören, so können 
wir die sämtlichen Singularitäten derselben, von denen die dualistisch 
entgegenstehenden gleich sind, ohne weiteres bestimmen. Insbesondere 
finden wir: den Rang —=48, die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte 
— 72, die Ordnung der Doppelkurve der Developpablen = 952, das Ge- 
schlecht = 17. 

5. Für die sechs ausgezeichneten Haupttangentenkurven wird die 
Zahl der Spitzen und stationären Oskulationsebenen gleich Null. Eine 
solche Kurve geht nämlich durch jeden der Doppelpunkte einfach [94 
hindurch und hat in ihm eine der sechs ihn enthaltenden Doppeltangen- 
tialebenen zur Oskulationsebene. Man hat sich den stetigen Übergang 
zwischen den allgemeinen Kurven und diesen besonderen so vorzustellen, 
daß die letzteren doppelt zählen und aus der Vereinigung je zweier, in 
einer Spitze zusammenstoßender, Zweige der übrigen entstanden sind. 
Darum sinkt Ordnung und Klasse auf die Hälfte. Hiernach müßte auch 
der Rang halb so groß sein, wie der der anderen, also gleich 24. Das [896 
aber findet man auch, wenn man die Zahl der 
stationären Tangenten berechnet. Für die- 
selbe kommt nämlich jetzt 40, indem die 
Kurve jede der anderen nicht mehr sech- 
zehnmal, sondern, weil sie zweimal zählt, nur 
achtmal schneidet, und das nicht sechsmal, 
sondern nur fünfmal geschieht. 

Wir finden weiter: die Zahl der schein- 
baren Doppelpunkte gleich 16, die Ordnung 
der Doppelkurve der Developpablen gleich 
200, das Geschlecht gleich 5. 

6. Wie man sich die Aufeinanderfolge 
der Haupttangentenkurven zu denken hat, 
ist in der nehenstehenden Zeichnung für den 
Fall, daß die sechs zugehörigen linearen Kom- 
plexe reell sind, schematisch dargestellt. 

In diesem Falle haben nämlich die Teile 
der Fläche, für welche die Haupttangenten 
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reell werden, die Gestalt eines von zwei Kegelschnittstücken begrenzten 
Segmentes, das sich von einem Knotenpunkte nach einem anderen hin- 
zieht. Die beiden begrenzenden Kurvenstücke gehören den Berührungs- 
kegelschnitten in denjenigen beiden Doppeltangentialebenen der Fläche 
an, welche beide Knotenpunkte zugleich enthalten. 

Innerhalb eines solchen Segmentes verlaufen nun zunächst zwei der 
sechs ausgezeichneten Haupttangentenkurven. Dieselben gehören den- 
jenigen zwei der sechs linearen Komplexe an, denen in den zwei Knoten- 
punkten, zwischen denen sich das Segment erstreckt, die beiden dasselbe 
begrenzenden Doppeltangentialebenen entsprechen. Die betreffenden 
Kurven sind in der Figur stärker ausgezogen. Dieselben haben eine 
S-förmige Gestalt. Sie ziehen sich von dem einen Knotenpunkte zu dem 
anderen hin, indem sie in jedem eine der beiden Begrenzungskurven be- 
rühren. Außer in den beiden Knotenpunkten schneiden sich dieselben [897 
in einem, beiden gemeinsamen, Wendepunkte, der den Mittelpunkt der 
Zeichnung bildet. — Übrigens setzen sich diese Kurven über die bei- [95 
den Knotenpunkte hinaus auf weitere, ähnlich gestaltete Segmente der 
Fläche fort. 

Von den übrigen Haupttangentenkurven, deren drei gezeichnet sind, 
weiß man, daß sie in den Knotenpunkten eine Spitze haben, daß sie 
jeden der beiden begrenzenden Kegelschnitte einmal berühren, und daß 
sie dort, wo sie, außer in den beiden Knotenpunkten, die beiden ausge- 
zeichneten Kurven treffen, einen Wendepunkt besitzen. Hiernach wird 
es leicht sein, ihrem Verlaufe in der Figur zu folgen. 


7. Die im vorstehenden gegebene Bestimmung der Haupttangenten- 
kurven der Kummerschen Fläche, welche wir an die Betrachtung der 
zugehörigen Komplexe zweiten Grades geknüpft haben, kann noch unter 
einem anderen Gesichtspunkte gefaßt werden, indem man von einem der 
sechs unter denselben befindlichen linearen Komplexe ausgeht. Die 
Fläche ist nämlich Brennfläche eines diesem Komplexe angehörigen 
Strahlensystems: des einen Systems ihrer Doppeltangenten. Wir wollen 
nun zeigen, daß das Problem: die Haupttangentenkurven auf 
der Brennfläche eines einem linearen Komplexe angehörigen 
Strahlensystems zu bestimmen, identisch ist mit dem an- 
deren: die Krümmungskurven einer gewissen Fläche zu 
finden. Ä 

In unserem Falle wird diese Fläche die Fläche vierter Ordnung, 
welche den unendlich weit entfernten imaginären Kreis doppelt enthält; 
und da man deren Krümmungskurven kennt, so erhält man eine Bestim- 
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mung der Haupttangentenkurven der Kummerschen Fläche, die natür- 
lich mit der oben gegebenen übereinstimmt. 

Man beziehe nämlich die Linien des gegebenen linearen Komplexes 
eindeutig auf die Punkte des Raumes, indem man, vermöge der gegebenen 
linearen Gleichung und der zwischen den Linienkoordinaten bestehenden 
Identität zwei der sechs Linienkoordinaten, die sich auf zwei sich schnei- 
dende Kanten des Tetraeders beziehen, als Funktionen der vier [898 
übrigen auffaßt und diese letzteren als Punktkoordinaten interpretiert.?) 

Man findet, daß dann allen Linien des Komplexes, welche durch einen 
Punkt hindurchgehen, die Punkte einer geraden Linie entsprechen, und daß 
diese gerade Linie einen festen Kegelschnitt schneidet, der für die Abbil- 
dung fundamental ist. Das Strahlensystem, welches dem linearen Kom- 
plexe mit einem Komplexe n-ten Grades gemein ist, bildet sich ab als 
Fläche 2n-ten Grades, welche den Kegelschnitt n-fach enthält. Insbe- 
sondere ist das Bild einer geraden Linie, das heißt, der dieselbe schneiden- 
den Komplexlinien, eine Fläche zweiten Grades, die durch den Kegel- [96 
schnitt geht. 

Wir wollen fortan für den fundamentalen Kegelschnitt den unend- 
lich weit entfernten imaginären Kreis wählen, so daß also das Bild einer 
geraden Linie eine Kugel wird. 

Sei jetzt eine beliebige Fläche gegeben und auf derselben eine Krüm- 
mungskurve. Die Fläche ist das Bild eines dem linearen Komplexe ange- 
hörigen Strahlensystems, die Kurve das.Bild einer in demselben ent- 
haltenen geradlinigen Fläche. Wir behaupten, daß diese geradlinige 
Fläche die Brennfläche des Strahlensystems nach einer 
Haupttangentenkurve berührt. 

Zum Beweise bemerken wir zunächst, daß, rückwärts, das Bild dieser 
Brennfläche dasjenige Strahlensystem ist, dessen Linien gleichzeitig die 
gegebene Fläche berühren und den unendlich weit entfernten imaginären 
Kreis schneiden. Einer jeden geraden Linie, welche die Brennfläche be- 
rührt, entspricht hiernach eine die gegebene Fläche berührende Kugel. 
Insbesondere entspricht einer Haupttangente eine stationär berührende 
Kugel. 

Eine der beiden in einem beliebigen Punkte der Krümmungskurve 
stationär berührenden Kugeln enthält aber drei konsekutive Punkte der 
Krümmungskurve. Also schneidet eine der beiden Haupttangenten der 
Brennfläche in einem Berührungspunkte mit der umgeschriebenen Linien- 





1) Dieses Abbildungsverfahren ist bereits gelegentlich von Hrn. Nöther an- 
gegeben worden: Zur Theorie der algebraischen Funktionen mehrerer komplexer 
Veränderlichen. Gött. Nachrichten, 1869. 
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fläche drei konsekutive Erzeugende derselben, mit anderen Worten, ist 
eine Haupttangente auch der letzteren. 

Man hat aber allgemein den Satz: Wenn zwei Flächen sich [899 
nach einer Kurve berühren und in jedem Punkte dieser Kurve ist ihnen 
eine Haupttangente gemeinsam, so ist die Kurve eine Haupttangen- 
tenkurve. 

Damit ist unsere Behauptung erwiesen. 

Wenn man nun insbesondere für die gegebene Fläche eine Fläche 
vierter Ordnung nimmt, die den unendlich weit entfernten imaginären 
Kreis doppelt enthält — eine solche ist das Bild eines dem linearen Kom- 
plexe angehörigen Strahlensystems zweiter Ordnung und Klasse —, so 
erhält man auf diesem Wege die Haupttangentenkurven der Kummer- 
schen Fläche, welche die Brennfläche eines solchen Strahlensystems ist. 

Die in der letzten Nummer enthaltenen Betrachtungen sind es ge- 
wesen, durch die der eine von uns (Lie)!) zuerst zu der Bemerkung ge- 
führt wurde, daß die Haupttangentenkurven der Kummerschen Fläche 
algebraische Kurven der sechzehnten Ordnung sind; hierauf fand der [97 
andere (Klein) die Beziehung dieser Kurven zu den Komplexen zweiten 
Grades, die zu der Kummerschen Fläche gehören, und bestimmte, wie 
im vorstehenden auseinandergesetzt ist, ihre Singularitäten. 





1) Vgl. Lie, Über eine Klasse geometrischer Transformationen. Berichte der 
Akademie zu Christiania. 1870. [Hier Abh. IX.] 
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Over en (lasse geometriske Transformationer.') [67 


(Über eine Klasse geometrischer Transformationen.) 
Von SophusLie. 


(Aus dem Norwegischen übersetzt und vermehrt um eine Übersetzung der Erläu- 
terungen, die Lie in einem durchschossenen Abdrucke der Abhandlung hand- 
schriftlich eingetragen hat.) 


Christ. Forh. Aar 1871, S. 67—109. Christiania 1872. 


Die rasche Entwickelung der Geometrie in unserm Jahrhundert steht, 
wie bekannt, in einem intimen Abhängigkeitsverhältnisse zu philosophi- 
schen Betrachtungen über das Wesen der Cartesischen Geometrie — Be- 
trachtungen, die in ihrer allgemeinsten Form von Plücker in seinen 
ältesten Arbeiten ausgesprochen worden sind. 

Für den, der in den Geist der Plückerschen Werke eingedrungen ist, 
liegt nichts wesentlich Neues in der Idee, daß man als Element für die 
Geometrie des Raumes eine beliebige Kurve benutzen kann, die von 
drei Parametern abhängt. Wenn trotzdem, soweit mir bekannt ist, nie- 
mand diesen Gedanken verwirklicht hat, so muß der Grund wahrschein- 
lich darin gesucht werden, daß man keinen Vorteil gesehen hat, der daraus 
hervorgehen könnte. 

Ich bin zu einem allgemeinen Studium der besprochenen Theorie 
dadurch geführt worden, daß ich fand, daß man durch eine besonders 
merkwürdige Abbildung die Theorie der Haupttangentenkurven auf die 
der Krümmungskurven zurückführen kann. 

Plückers Spuren folgend diskutiere ich das Gleichungssystem: 


MEERE ATDGEU BELLE TYZ=O, 


das in einem Sinne, der später erklärt werden wird, eine allgemeine Rezi- 
prozität zwischen zwei Räumen definiert. Sind die beiden Gleichungen 
insbesondere linear in bezug auf jedes System von Veränderlichen, so 





1) Die wichtigsten Gesichtspunkte der vorliegenden Abhandlung habe ich der 
Videnskabsselskab im Juli und Oktober 1870 mitgeteilt [hier Abh. Nr. VII u. IX]. 
Man vergleiche auch eine Note von Herrn Klein und mir im Monatsbericht der 
Berliner Akademie vom 15. Dez. 1870 [hier Abh. X.] 


\ 
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‚erhält man eine Abbildung, bei der den Punkten jedes Raumes in dem ande- 

ren Raume die Linien eines Plückerschen Linienkomplexes entsprechen. 
Die einfachste unter der Klasse von Transformationen, die ich auf [68 
diese Weise erhalte, ist die bekannte Amperesche, die sich hierdurch in 
einem neuen Lichte zeigt. Insbesondere studiere ich die vorhin besprochene 
Abbildung und begründe darauf eine — wie mir scheint — fundamen- 
tale Beziehung zwischen der Plückerschen Liniengeometrie 
und einer Raumgeometrie, deren Element die Kugel ist. 

Während ich mich mit der gegenwärtigen Abhandlung beschäftigte, 
habe ich in lebhaftem Gedankenaustausche mit Plückers Schüler 
Dr. Felix Klein gestanden, dem ich viele Ideen verdanke, ohne Zweifel 
mehr, als es mir durch Zitate auszudrücken gelungen ist. 

Ich will auch bemerken, daß diese Abhandlung mehrere Berüh- 
rungspunkte mit meinen Arbeiten über die imaginären Gebilde der Plan- 
geometrie hat. Wenn ich dieses Abhängigkeitsverhältnis in meiner Dar- 
stellung nicht hervortreten lasse, so hat das auf der einen Seite seinen 
Grund darin, daß ich es für teilweise zufällig halte, auf der anderen Seite 
darin, daß ich wünschte, nicht von der gewöhnlichen Sprache der Mathe- 
matik abzuweichen.?) 


Erl. Die Einleitung gibt an, wie ich selbst das Verhältnis meiner Abhandlung zur 
Wissenschaft auffasse. Ich hebe scharf hervor, daß ich glaube, ne ue Ideen vorzubrin- 
gen, und daß ich einzelnen von diesen Ideen eine fundamentale Bedeutung beilege. 


Absehnitt I. Über eine neue Reziprozität des Raumes. 
$1. Reziprozität zwischen zwei Ebenen oder zwei Räumen. 


Erl. In $1 stelle ich in kurzen Zügen ein paar alte klassische Theorien dar, 
von denen ich voraussetze, daß sie der Leser bereits kennt. Mein Zweck ist dabei, 
das Verständnis der neuen Theorien vorzubereiten und zu erleichtern, die in meiner 
Abhandlung und besonders in deren erstem Abschnitte enthalten sind. 


1. Die Poncelet-Gergonnesche Reziprozitätstheorie kann, wie 
bekannt, für den Fall der ebenen Geometrie aus der Gleichung: 


1) Kae +by+c)+ Ya +by+o)+ (gr +by+C)=0 
abgeleitet werden, oder aus der äquivalenten: 
(X +9Y +0) +ylbX+bY-+b)+(la X +6Y +6) =, 


1) Geleitet durch die in dieser Abhandlung auseinandergesetzten Theorien 
hat Herr Klein in einer eben veröffentlichten Note (Ges. d. Wiss. zu Göttingen, 
4. März 1870) die Plückerschen Ideen einen Schritt weitergeführt, indem er be- 
wiesen hat, daß die Plückersche Liniengeometrie — oder vermöge meiner Abbildung 
die entsprechende Kugelgeometrie — sich auf eine merkwürdige Weise als Illu- 
stration für die metrische Geometrie zwischen vier Veränderlichen darbietet. 





Abschn.I; $1; Nr.1,2. Reziprozitäten v. Poncelet-Gergonne u. Plücker 107 


vorausgesetzt, daß man darin x, y und X, Y als Cartesische Punkt- 
koordinaten zweier Ebenen deutet. 

Benutzt man nämlich den Ausdruck konjugierte Punkte für [69 
zwei Punkte &, y und X, Y, deren Koordinatenwerte die Gleichung (1) 
befriedigen, so kann man sagen, daß die zu einem gegebenen Punkte 
x, y konjugierten Punkte X, Y eine gerade Linie bilden, die sich als 
dem gegebenen Punkte entsprechend auffassen läßt. 

Da alle Punkte einer gegebenen geraden Linie einen gemeinsamen 
konjugierten Punkt in der anderen Ebene haben, so gehen die ihnen ent- 
sprechenden geraden Linien durch diesen gemeinsamen Punkt. 

Die beiden Ebenen werden somit durch Gleichung (l) 
auf eine solche Weise auf einander abgebildet, daß den 
Punkten der einen Ebene die geraden Linien der anderen 
Ebene entsprechen. Den Punkten einer gegebenen geraden 
Linie A entsprechen die geraden Linien, die durch den Bild- 
punkt von A gehen. 

Aber hierin liegt gerade das Prinzip der Poncelet- Gergonneschen 
Reziprozitätstheorie. 

Man betrachte jetzt in der einen Ebene ein Vielseit, dessen Ecken 
sind: 91, Ps; -- -,Pn, und in der anderen Ebene das Polygon, dessen 
Seiten: 8],8,,...,. 8, diesen Punkten entsprechen. Aus dem Gesagten 
folgt, daß auch die Ecken: ($,8,), (8,83), ..., (Sn_18„) des letzten 
Vielseits die Bildpunkte der Seiten: (pP1Ps), (PaP3) » - - -» (Pn-ıPn) des ge- 
gebenen sind, daß also die beiden Polygone in einer reziproken Bezie- 
hung stehen. | 

Durch Grenzübergang wird man von hier zur Betrachtung zweier 
Kurven ce und € geführt, die einander auf eine solche Weise entsprechen, 
daß sich die Tangenten der einen als die Punkte der andern abbilden. 
Von zwei solchen Kurven sagt man, sie seien zu einander reziprok in 
bezug auf die Gleichung (1). 

2. Plücker!) hat eine Verallgemeinerung der eben vorgetragenen 
Theorie auf die Deutung der allgemeinen Gleichung: 


(2) F(x,y, X,Y) =0 


gegründet. Die zu einem gegebenem Punkte x, y (oder X, Y) konjugierten 
Punkte X, Y (oder x, y) bilden jetzt eine Kurve © (oder c), die durch 
die Gleichung (2) dargestellt wird, wenn in dieser z,y (oder X, Y) als 
Parameter aufgefaßt werden, X, Y (oder &, y) dagegen als laufende Ko- 
ordinaten. 


1) Analytisch-geometrische Entwieklungen. Band II, 2. Abt., S. 251ff. 
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Durch Gleichung (2) werden somit die beiden Ebenen auf eine solche 
Weise auf einander abgebildet, daß den Punkten der einen Ebene in der 
andern Ebene eindeutig die Kurven eines gewissen Kurvennetzes ent- 
sprechen. 

Ganz wie vorhin sieht man ein, daß den Punkten einer gege- [70 
benen Kurve c (oder C) Kurven C (oder c) entsprechen, die durch den 
Bildpunkt der gegebenen gehen. 

Einem Polygone von Kurven c (c1, 63, . . ., c„) entsprechen n Punkte 
(P,, Paz; - - :, P„), die paarweise auf den Kurven C: (P,P,), (PsP;),..-; 
(Pa-ıP.) liegen, deren Bildpunkte die Ecken des gegebenen krumm- 
linigen Polygons sind. Endlich wird man auch hier zur Betrachtung 
solcher Kurven ound & in den beiden Ebenen geführt, die zu einander in 
einem solchen gegenseitigen Verhältnisse stehen, daß den Punkten der 
einen Kurven C (oder c) entsprechen, die die andere umhüllen. Doch ist 
dieses Reziprozitätsverhältnis im allgemeinen nicht vollständig, da in 
der Regel adjungierte Formen auftreten. 

3. Plücker!) gründet die allgemeine Reziprozität zwischen zwei 
Räumen auf die Deutung der allgemeinen Gleichung: 


#2,0,2, 3, 3. 2)aU, 


Wenn F linear ist in bezug auf jedes System von Veränderlichen, so 
erhält man die Poncelet-Gergonnesche Reziprozität zwischen den 
Punkten und den Ebenen der beiden Räume. | 

In der gegenwärtigen Abhandlung und besonders in 
deren erstem Abschnitte beabsichtige ich, eine neue Rezi- 
prozität des Raumes zu studieren, die als der Plückerschen 
nebengeordnet zu betrachten ist und die durch das Glei- 
chungssystem: 


Pr. 9, 3, 9,2) 9, Hay E20 


definiert wird, wenn man in diesem z,9,2 und X, Y,Z als 
Punktkoordinaten zweier Räume r und R auffaßt. 


$ 2. Eine Raumkurve, die von drei Parametern abhängt, kann zum 
Elemente für die Geometrie des Raumes gewählt werden. 

Erl. In Nr.4 verweile ich bei den philosophischen Betrachtungen, die der 
Poncelet-Gergonneschen und der Plückerschen Reziprozität zugrundeliegen, 
wie überhaupt der modernen Geometrie. Diese Betrachtungen sind zugleich die 
metaphysische Grundlage für die neuen Theorien meiner Abhandlung. 


1) Obgleich ich kein Zitat anführen kann, glaube ich doch, daß es korrekt ist, 
diese Reziprozität auf Plücker zurückzuführen. 
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4. Die Transformation geometrischer Sätze, die sich auf die Ponce- 
let-Gergonnesche oder die Plückersche Reziprozität gründet, kann 
— so wie Gergonne und Plücker hervorgehoben haben — von einem 
höheren Gesichtspunkte aus betrachtet werden, den wir hier. angeben 
wollen, weil von unserer neuen Reziprozität dasselbe gilt. 

Die Cartesische analytische Geometrie übersetzt nämlich ein jedes [71 
geometrische Theorem in ein algebraisches und macht so aus der Geo- 
metrie der Ebene eine sinnliche Darstellung der Algebra von zwei Ver- 
änderlichen und ebenso aus der Geometrie des Raumes eine Repräsen- 
tation für die Algebra dreier veränderlicher Größen. 

Nun hat besonders Plücker die Aufmerksamkeit auf den Umstand 
gelenkt, daß die Cartesische analytische Geometrie mit einer zweifachen 
Willkürlichkeit behaftet ist. 

Descartes stellt ein System von Werten der Veränderlichen & und y 
durch einen Punkt in der Ebene dar; er hat, wie man sich auszudrücken 
pflegt, zum Elemente für die Geometrie der Ebene den Punkt 
gewählt, während man mit demselben Rechte hierzu die gerade Linie 
hätte anwenden können, oder überhaupt eine beliebige Kurve, die von 
zwei Parametern abhing. Nun kann — für den Fall der Ebene — die 
geometrische Transformation, die sich auf die Poncelet-Gergonne- 
sche Reziprozität gründet, so aufgefaßt werden, daß sie in einem Über- 
gange vom Punkte zur geraden Linie als Elemente besteht, und ebenso 
beruht in demselben Sinne die Plückersche Reziprozität der Ebene 
darauf, daß eine Kurve, die von zwei Parametern abhängt, als Element 
für die Geometrie der Ebene eingeführt wird. 

Ferner stellt Descartes ein Größensystem x, y durch den Punkt ın 
der Ebene dar, dessen Abstände von zwei gegebenen Achsen gleich x und 
ysind; er hat unter der unbegrenzten Mannigfaltigkeit von 
möglichen Koordinatensystemen ein bestimmtes ge wählt. 

Die Fortschritte, welche die Geometrie im 19. Jahrhundert ge- 
macht hat, beruhen zu einem wesentlichen Teile darauf, daß diese beiden 
Willkürlichkeiten in der Cartesischen analytischen Geometrie klar als 
solche erkannt worden sind, und insofern liegt es nahe, zu versuchen, 
diese wichtigen Wahrheiten noch mehr auszunützen. 

5. Die im folgenden dargestellten neuen Theorien gründen sich 
darauf, daß man eine ganz beliebige Raumkurve, die von 
drei Parametern abhängt, zum Elemente für die Geometrie 
des Raumes wählen kann. Erinnert man sich zum Beispiel, daß die 
Gleichungen für die gerade Linie im Raume vier wesentliche Konstanten 
enthalten, so sieht man ein, daß die geraden Linien, die eine gegebene 
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Bedingung befriedigen, als Element für eine Geometrie des Raumes ver- 
wendet werden können, die — wie die gewöhnliche — eine sinnliche Dar- 
stellung der Algebra von drei Veränderlichen gibt. 

Hierbei wird jedoch .ein gewisses Liniensystem — ein Plücker- [72 
scher Linienkomplex — ausgezeichnet, und es leuchtet infolge- 
dessen ein, daß eine bestimmte Repräsentation dieser Art nur eine be- 
grenzte Anwendbarkeit haben kann. Wenn es sich jedoch um ein Stu- 
dium des Raumes in bezug auf einen gegebenen Linien- 
komplex handelt, so kann es besonders vorteilhaft sein, die geraden 
Linien dieses Komplexes zum Raumelemente zu wählen. In der me- 
trischen Geometrie ist, wie bekannt, der unendlich ferne imaginäre 
Kreis ausgezeichnet und infolge davon sind es auch die imaginären ge- 
raden Linien, die diesen schneiden, und deshalb könnte von vorn- 
herein einiger Grund sein, anzunehmen, daß es, wenn es 
sich um die Behandlung gewisser metrischer Probleme 
handelt, vorteilhaft sein würde, diese geraden Linien als 
Element einzuführen. 

Es ist wohl zu bemerken, daß, wenn wir eben beispielsweise gesagt 
haben, es sei möglich, die geraden Linien eines Linienkomplexes zum 
Raumelemente zu wählen, das doch etwas ganz anderes, etwas, wenn man 
will, mehr partikuläres ist als die Ideen, die Plückers letztem Werke 
zugrundeliegen: „Neue Geometrie des Raumes, gegründet auf 
die Betrachtung der geraden Linie als Raumelement‘“. Plücker 
hatte bereits früh seine Aufmerksamkeit darauf gerichtet, daß es möglich 
ist, eine Repräsentation für eine Algebra zu schaffen, die eine ganz beliebige 
Anzahl von Veränderlichen umfaßt, indem man nämlich eine Figur, die 
von der notwendigen Anzahl von Parametern abhängt, als Element ein- 
führt. Insbesondere hob er hervor!), daß die Linie im Raume vier Ko- 
ordinaten hat, daß man also, indem man sie zum Raumelemente 
wählt, eine Geometrie erhält, für die der Raum vıer Dimensionen hat. 


$ 3. Kurvenkomplex. Neue geometrische Interpretation partieller 

Differentialgleichungen erster Ordnung. Haupttangentenkurven 

eines Linienkomplexes. 

Erl. Ich führe den Begriff und die Bezeichnung Kurvenkomplex als geo- 
metrischen Elementarbegriff ein. Ich zeige das Verhältnis dieses Begriffs zu Monges 
Auffassung der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 

6. Plücker hat den Ausdruck Linienkomplex angewendet, um 
den Inbegriff der geraden Linien zu bezeichnen, die eine gegebene Be- 


1) Geometrie des Raumes. Nr. 258 (1846). 
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dingung befriedigen und die also von drei unbestimmten Parametern 
abhängen. In Analogie hierzu verstehe ich im folgenden unter Kurven- 
komplex ein ganz beliebiges System von Raumkurven c, deren Glei- 


chungen: 
(3) h(&, 9, 2,0,b,c) =0, fl, y,2,0,D5,c) = 0 [73 


-drei wesentliche Konstanten enthalten. 

Durch Differentiation von (3) in Bezug auf x, y, 2 und durch Elımi- 
nation von a,b, c zwischen den beiden neuen und den ursprünglichen 
Gleichungen erhält man ein Ergebnis von der Gestalt: 


(4) (2,9, 2,dzı,dy,dz) =. 


Faßt man hier x, y,2 als Parameter auf, dx, dy, dz aber als Richtungs- 
koeffizienten, so wird durch (4) jedem Punkte des Raumes eın Kegel 
zugeordnet, nämlich der Inbegriff der Tangenten an die Komplexkurven c, 
die durch den betreffenden Punkt gehen. Diese Kegel nenne ich elemen- 
tare Komplexkegel; ferner benutze ich den Ausdruck: elementare 
Komplexrichtung, um ein ganz beliebiges Linienelement dz, dy, dz 
zu bezeichnen, das einer Komplexkurve c angehört. Der Inbegriff der 
einem Punkte entsprechenden elementaren Komplexrich- 
tungen bildet den dem Punkte zugeordneten elementaren 
Komplexkegel. 

Einem gegebenen Systeme (8) oder — wie man auch sagen kann — 
einem gegebenen Kurvenkomplexe entspricht eine bestimmte Gleichung: 
f=0; dagegen kann f=0 durch die angegebenen Operationen 
aus einer unbegrenzten Mannigfaltigkeit von Systemen (8) 
abgeleitet werden. 


Wählt man nämlich eime ganz beliebige Relation von der Form: 
»(2,94,34,d2,d4y,d2;0)=0, 
wobei & eine Konstante bezeichnet, und stellt: 


Y9ı(%, Y, 2,0%, ß; y) —=(, Pe (%, Y,2,&, ß; y) — 0 


das Integral des simultanen Systems: f=0, y = 0 dar, so leuchtet eın, 
daß auch: 9, = 0, 9 = 0 durch Differentiation in bezug auf x, y, 2 und 
durch Elimination von «, ß,y zu f = 0 führen. 

Jede Kurve dieses neuen Komplexes: 9,=0, 9%=0 wird von 
Kurven c umhüllt, da ihre Elemente sämtlich Komplexrichtungen sind. 
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Erl. Die Gleichungen: 9, = 0, 9 = 0 geben durch Differentiation und durch 
Elimination, wenn diese letztere in bestimmter Weise ausgeführt wird: 


(©) f=0,y(e, y, 2, de, dy, d2,o) =. 
Man hätte auch zwei andere Gleichungen erhalten können: 
(8 (0: Hoch an ae. 


Die Systeme (&) und (#’) ordnen jedes für sich, wenn & als Konstante aufgefaßt 
wird, jedem Punkte eine Anzahl Richtungen zu und, wohl zu merken, dieselben 
Richtungen. Hieraus folgt, daß x, und x, die Form haben: 


AY=ıltup, Grit 

wo A, u, v, a nur von &, y,2 abhängen; soll nun yı von & frei sein, so muß k=0 
sein und also: ı =f=0. 

%. Eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 
x, y, 2 ist nach Monge mit folgendem Probleme äquivalent: die allgemein- 
ste Fläche zu finden, die in jedem ihrer Punkte einen dem betreffenden 
Punkte zugeordneten Kegel berührt, und zwar wird die allgemeine Glei- 
chung dieses letzteren in Ebenenkoordinaten gerade durch die ge- Be 
gebene partielle Differentialgleichung dargestellt. 

Lagrange und Monge haben dieses Problem auf die Bestimmung 
eines gewissen Kurvenkomplexes — der sogenannten charakteristi- 
sehen Kurven — zurückgeführt, indem sie gezeigt haben, daß man stets 
dadurch eine Integralfläche erhält, daß man eine Schar von charakte- 
ristischen Kurven, von denen jede die nächstvorhergehende schneidet, 
zu einer Fläche vereinigt. 

Man kann bemerken, daß die Gleichung: 


Hr,y,2,da,dyd)=0, 


welche nach dem Obenstehenden durch die charakteristischen Kurven 
bestimmt wird, als gleichwertig mit der partiellen Differentialgleichung 
selbst anzusehen ist, da diese beiden Gleichungen die analytische Defi- 
nition für dieselbe dreifache Unendlichkeit von Kegeln sind. 


Erl. In Nr. 8 stelle ich einen, soweit ich weiß, neuen und nach meiner Auf- 
fassung merkwürdigen Zusammenhang dar zwischen der Theorie der Kurvenkomplexe 
und der der partiellen Differentialgleichungen. Jede partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung kann als ein singuläres Integral einer eigentümlichen partiellen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung aufgefaßt werden. Ich deute selbst an, daß 
der Beweis mich in formeller Hinsicht nicht ganz zufriedenstellt. Ich glaube gern, 
daß man sehen kann, daßichroutinierter bin im geometrischen als im algebraischen 
Räsonnement. Ein wesentlicher Grund für die Schwierigkeit, der Entwickelung zu 
folgen, liegt übrigens in den komplizierten geometrischen . Vorstellungen, die 
zugrundeliegen. 
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8. Eine allgemeinere geometrische Interpretation von 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen 
z,y,2 erhalten wir, indem wir beweisen, daß die Aufgabe: 
die allgemeinste Fläche zu finden, die in jedem ihrer Punkte 
eine dreipunktige Berührung mit einer Kurve eines ge- 
gebenen Kurvenkomplexes hat — wobei jedoch vorausge- 
setzt wird, daß die betreffende Kurve nicht in ihrer ganzen 
Ausdehnung auf der Fläche liegt —, ihren analytischen Aus- 
druck in einer partiellen Differentialgleichung erster Ord- 
nung findet. Ist ferner: 


Ha,y;2,dg,dy,d2) = 0 


die Gleichung, welche durch die charakteristischen Kurven 
bestimmt ist, so wird jeder Kurvenkomplex, dessen Glei- 
chungen f=0 befriedigen, zu der gegebenen partiellen Diffe- 
rentialgleichung in dieser geometrischen Beziehung stehen. 


Man denke sich gegeben einen Komplex von Kurven c, die f=0 
befriedigen, und drücke analytisch die Forderung an eine Fläche: 
z2=F(x, y) aus, daß diese in jedem ihrer Punkte eine dreipunktige Be- 
rührung mit einer Kurve c haben soll, ohne daß man jedoch die Mög- 
lichkeit eines noch intimeren Kontaktes ausschließt. Es ist 
leicht zu sehen, daß man hierdurch zur Bestimmung von z eine partielle 
Differentialgleichung zweiter Ordnung d, = 0 erhält.!) Aber jede Fläche, 
die von unendlich vielen c erzeugt ist, befriedigt augenscheinlich d,= 0, 
und so kennt man von dieser Gleichung das allgemeine Integral mit 
zwei willkürlichen Funktionen. Ich werde durch analytische Betrach- [75 
tungen von großer Einfachheit — wenn auch formell von einiger Breite — 
beweisen, daß die partielle Differentialgleichung erster Ordnung 6, = 0, 
die f=0 entspricht, ö&,= 0 befriedigt. Da nun ö,= 0 augenscheinlich 
im allgemeinen nicht in das vorhin erwähnte allgemeine Integral eingeht, 
so ist ö,= 0 ein singuläres Integral von 6, = 0. 


Die Gleichung f(x, y, 2, dx, dy, dz) = ergibt durch Differentiation: 
6) Kaatfdytfdctt,@ctf,@®y+i,®e=0, 


wobei dz, dy, dz, d?x, d?y,d?z als zu einer ganz beliebigen Kurve ge- 
hörig zu betrachten sind, die f = 0 befriedigt. Insbesondere gilt (6) für 





1)ö&,=0 hat die Form: A(rt— ®)+ Br+Cs+Dt+ E=0. Man ver- 
gleiche eine Abhandlung von Boole in Crelles Journal, Bd. 61. 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 8 
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die charakteristischen Kurven von ö,=0(, und, indem wir diese durch 
einen Index auszeichnen, erhalten wir: 


f,, @8ı er faa, 0 &ı + =(, 


Bemerkt man jetzt, daß jede Kurve, die eine Integralfläche U=0 von 
ö,= 0 berührt, die Gleichung: 


dU dU dU 


befriedigt, daß weiter jede Kurve, die mit U=0 einen dreipunktigen 
Kontakt hat, außerdem die Relation: 


dU dU 





erfüllt, so sieht man, daß jede charakteristische Kurve, die auf U=0 
liegt, sowohl (7) als (8) befriedigt. 

Aber U= 0 berührt in jedem ihrer Punkte den zugeordneten Kegel 
des Systems f—=0, und also gelten die Gleichungen: 


re BE 
ae 3 9 lau = 0 7y Br 


in denen o einen unbekannten Proportionalitätsfaktor bezeichnet. Also 
geht die mit Index versehene Gleichung (8) über in folgende: 


dU > 
ar (d.x,)® + .) +, + )=0. 
Aber wir wissen, daß: 


f,, &8ı +...+ fan, P&ı +... =l, 
und also ıst: | 


d?U N ‚ 
0 (72; (deu) A ) ei f,, U %ı re 
oder, bei Weglassung des jetzt unnötigen Index: [76 
dU \ ‚ 
(7: dx? -+ .r) = dt + :::, 
Nun ist indessen: 
dU dU daU ‚ 
tr) Tat, 
und also gilt die Gleichung: - 
dU dU dU dU 
2 (92 Par dy ur Au nad da? (de ) ee 
= f,da + f,dy+ T,de+ 1.®a4+ fa,P®y+ 1.03, 


von der also rechte und linke Seite gleichzeitig verschwinden. 


Abschn. I; $ 3; Nr. 8. Kurvenkomplex u. part. Differentialgl. 1.0. 115 


Unsere Entwickelungen zeigen, daß jede Kurve, die f=0 
befriedigt und die eine auf U=0 liegende charakteristische 
Kurve berührt, mit der genannten Fläche eine dreipunk- 
tige Berührung hat; 6,=0 ist also ein singuläres Integral 
von &=0. 


Endlich beweisen wir, daß ö,=0 kein anderes singuläres Integral 
zuläßt. 


Auf einer Integralfläche J von ö,—=0 wird nämlich jedem Punkte 
eine Richtung zugeordnet — die Tangente der entsprechenden drei- 
punktig berührenden c. Setzt man nun voraus, daß J nicht von einer 
Schar von c erzeugt ist, so gehen durch jeden Punkt von J zwei zusam- 
menfallende c, die beide die Fläche in dem betreffenden Punkte be- 
rühren. Aber infolgedessen wird J in jedem ihrer Punkte von dem ent- 
sprechenden elementaren Komplexkegel berührt; J befriedigt die Glei- 
ehung ö, =. 


Erl. Ich betrachte eine Integralfläche U von ö, = 0. U ist erzeugt von oo! 
charakteristischen Kurven. Ich betrachte eine o von diesen und einen Punkt daranf: 
x, y, 2. Die Gleichungen (7) und (8) gelten offenbar. Hieraus werden durch einfache 
Identitätsschlüsse die übrigen Gleichungen auf S. 75 [hier S.114] abgeleitet. Die ein- 
zige Schwierigkeit dürfte in „= o(dU :dx) liegen. Die Sache ist, daß die Gleichung 
des Kegels ist: f(x, y,2, da,dy,dz)—=0 oder f(x, y, 2, &,n,&) = 0, wo &,n,£ die 
Veränderlichen sind. Dann aber sind f; | f,» f, die Richtungskoeffizienten der Tan- 


gentialebene, also... 


In die Gleichung: 
2 

(dit) =indat- 
gehen nur 2, y,2 und dz,, dy,, dz, ein. Diese gilt also offenbar für jede Kurve, 
die durch x, y, 2 geht und die ebenda unsre charakteristische Kurve berührt. 
Das meine ich, indem ich den Index weglasse. Durch einen neuen Identitäts- 
schluß wird die große Gleichung erhalten, die also für jede Kurve gilt, die durch 
&, 9, 2, gehb und. a berahrt.. Wenn nün: = 22... 
unsre Kurve f=0 befriedigt, so ist die - ER 
rechte Seite gleich Null und also auch % ER 
die linke. Aber das ist das Kennzeichen / s 
dafür, daß sie mit U = 0 eine dreipunktige / \ 


I \ 
Berührung hat. | a SE ee | 


Ich betrachte eine Integralfläche J \ / 
von d,=0. Jedem Punkte entspricht eine 4 
Richtung. Die Aufeinanderfolge dieser bil- 2 ® 
det eine Kurve o. Ich betrachte zwei auf- Di je 
einanderfolgende Punkte von o. Die Kurve Fig. 1. 
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wird in diesen von zwei Kurven c, und c, berührt, von denen jede mit .J eine 
dreipunktige Berührung hat. Ich zeichne o, c, und c, als Polygone: cs, =aßy, 


Be 6, = Böse, o = aPßÖ. Jedesmal liegen alle drei 
Sp Yo Punkte auf J. Die Ebene ßy6 ist die Tangential- 
f ‘ebene der Fläche in ß, aber zugleich die Tangential- 

I or \ ebene des Komplexkegels, dessen Spitze ß ist. 
x Me ? ei 9. Korollar. Die Be- 
N SAN stimmung der allge- 
Da RE er: r IR f meinsten Fläche, die 

Fig. 2. Fig. 3. 


in jedem ihrer Punkte 
eine — nicht auf der Fläche liegende — Haupttangente hat, 
die einem gegebenen Linienkomplexe angehört, beruht auf 
der Lösung einer partiellen Differentialgleichung erster Ord- 
nung, deren charakteristische Kurven von Linien des Kom- 
plexes umhüllt werden. Die genannten Kurven treten in 
diesem Falle als Haupttangentenkurven auf den Integral- 
flächen auf. | 


Wir liefern einen selbständigen geometrischen Beweis für dieses 
Korollar. 


Die partielle Differentialgleichung, deren Charakteristiken von den 
Linien eines gegebenen Linienkomplexes umhüllt werden, ist nach der 
Mongeschen Theorie der analytische Ausdruck für das folgende Problem: 
die allgemeinste Fläche zu finden, die in jedem ihrer Punkte den zu dem 
Punkte gehörigen Komplexkegel berührt. Wenn aber bei einer Kurve 
die Tangenten einem Linienkomplexe angehören, so ist ihre Schmiegungs- 
ebene Tangentialebene des entsprechenden Komplexkegels, und also [77 
sind die Schmiegungsebenen unserer charakteristischen Kurven Tan- 
gentialebenen für alle Integralflächen, die die betreffende Kurve ent- 
halten. Hier wären noch ein paar Bemerkungen erforderlich, die indessen 
nur eine Wiederholung von dem sein würden, was wir früher gesagt haben. 


Erl. Es sei U eine Integralfläche der Differentialgleichung, die einem Linien- 
komplexe entspricht. Ich betrachte einen Punkt von U und den entsprechenden 
ER Komplexkegel, der U berührt, sowie endlich die 
ee Ua; = entsprechende charakteristische Kurve, 
2 nr Die Tangentialebene des Kegels — 
Ra BEE \ — Schmiegungsebene der Kurve. 
I Die Tangentialebene des Kegels — 
x N ;4 — Tangentialebene von U. 
\ we Folglich ist die Schmiegungsebene der charakteristi- 
>ormnmt schen Kurve Tangentialebene, aber das charakteri- 
Fig. 4. siert die Haupttangentenkurven. 
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Sind’ Linien des Komplexes Haupttangenten, ohne zugleich auf der Fläche 
zu liegen, so befriedigt diese Fläche ö, = 0. 


Die sukzessiven Haupttangenten des Komplexes um- FR $ SR 
hüllen o. 7 y 
Schmiegungsebene —= Tangentialebene der Fläche, 
Schmiegungsebene — Tangentialebene des Kegels, 4 ‚! 
folglich berührt der Kegel die Fläche. ee 
Fig. 5. 


Jeder Linienkomplex bestimmt nach dem Oben- 
stehenden einen Komplex von Kurven, die von Linien des Linienkom- 
plexes umhüllt werden und die die Eigenschaft besitzen, Haupttangenten- 
kurven zu sein auf jeder Fläche, die von einem Systeme derartiger Kurven 
erzeugt ist, von denen jede die nächstvorhergehende schneidet. Diesen 
Komplex von Kurven nennen wir im folgenden die Haupt- 
tangentenkurven des Linienkomplexes. 

Ich verdanke Herrn Klein die Bemerkung, daß die Kongruenz von 
geraden Linien, die Plücker als singuläre Linien eines Linienkom- 
plexes bezeichnet, dem genannten Kurvenkomplexe angehört. Wird 
der gegebene Komplex von den Tangenten einer Fläche gebildet (oder 
von den geraden Linien, die eine Kurve schneiden), so sind sämtliche 
Linien des Linienkomplexes singuläre Linien und also zugleich Haupt- 
tangentenkurven. 


$4. Das Gleichungssystem: F\,(x,y,2,X, Y,Z)=0, F,(x,y,2, X, Y,Z)=0 
bestimmt eine Reziprozität zwischen zwei Räumen.!) 


10. Wir beginnen jetzt ein Studium der Reziprozität des Raumes, 
die durch die Gleichungen: 


(9) FE ID ey X, ZZ, >09 


dargestellt wird, wenn in diesen x, y,zund X, Y,Z als Punktkoordinaten 
für zwei Räume r und R aufgefaßt werden.?) 

Wendet man den Ausdruck konjugiert auf zwei Punkte an, deren 
Koordinatenwerte &, y,2 und X, Y,Z die Relationen (9) erfüllen, so 
kann man sagen, daß die zu einem gegebenen Punkte x, y, 2 konjugierten 
Punkte X, Y,Z eine Kurve C bilden, die durch (9) dargestellt wird, 
wenn man darin &,y,2 als Parameter auffaßt, X, Y,Z dagegen als 
laufende Koordinaten. 





1) Man vergleiche diesen Paragraphen mit $1. 
2) Gebilde, die zum Raume r gehören, bezeichnen wir im allgemeinen mit kleinen 
Buchstaben; dagegen benutzen wir große Buchstaben für alles, was zu R gehört. 
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Den Punkten des Raumes r entsprechen also eindeutig die Kurven [78 
C eines gewissen Kurvenkomplexes in R, und ebenso tritt in r ein Kom- 
plex von Kurven c auf, die zu den Punkten von R in demselben Ver- 
hältnisse stehen. 

Die Punkte einer Kurve c haben in R einen gemeinsamen konju- 
gierten Punkt, und folglich gehen ihre entsprechenden © durch diesen 
gemeinsamen Punkt. 

Die beiden Räume werden also durch das Gleichungs- 
system (9) auf die Weise auf einander abgebildet, daß den 
Punkten jedes Raumes in dem andern eindeutig die Kurven 
eines gewissen Komplexes entsprechen. Wenn ein Punkt 
eine Komplexkurve beschreibt, so dreht sich!) die dem 
Punkte entsprechende Komplexkurve um den Bildpunkt 
der durchlaufenen. 


11. Es läßt sich nun beweisen, daß die Gleichungen (9) eine allge- 
meine Reziprozität zwischen Figuren in den beiden Räumen bestimmen 
und insbesondere zwischen Kurven, die von Komplexkurven ce und C 
umhüllt werden. 

Wenn zwei Kurven des einen Komplexes einen gemeinsamen Punkt 
haben — was augenscheinlich im allgemeinen nicht der Fall ist —, so 
liegen ihre Bildpunkte auf einer Komplexkurve. Insbesondere ist zu be- 
merken, daß zwei unendlich benachbarte Komplexkurven, die einander 
schneiden, sich als zwei Punkte abbilden, deren infinitesimale Ver- 
bindungslinie eine elementare Komplexrichtung ist. 

Man denke sich nun in r eine Kurve o, die von Kurven c umhüllt 
wird, und alle Kurven (©, die den Punkten von o entsprechen. Zwei 
konsekutive von diesen Ö werden, nach dem, was wir eben gesagt haben, 
einander schneiden, und also bestimmt ihr Inbegriff eine Umhüllungs- 
kurve 2. 

Es ist weiter einleuchtend, daß, wenn ein Punkt & durchläuft, die 
entsprechende c eine Kurve o! umhüllen wird, und es läßt sich bewei- 
sen, daß o! gerade die ursprünglich gegebene Kurve o ist. 

Man betrachte nämlich auf der einen Seite ein krummliniges von 
Komplexkurven: c,, Ca, (33... ., Cm gebildetes Polygon, dessen Ecken 
sind: (C, C2), (Co, Ca) sy +++, (Cin_1, €.) — und auf der anderen Seite die Bild- 
punkte: P,, P,,..., P„ der Kurven c, die offenbar paarweise: (P, P;), 
(P,P,),...,(P„-ı P,) auf Komplexkurven C liegen, auf denen nämlich, 


1) Der Ausdruck ‚dreht‘ ist insofern unglücklich, als natürlich eine Drehung 
gemeint wird, die von einer Formveränderung begleitet ist. 
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die den Ecken des gegebenen Polygons entsprechen. Das neue Polygon 
in R und das gegebene stehen so in einem vollständig reziproken Ver- 
hältnisse zu einander. 

Durch Grenzübergang erhält man in den beiden Räu- [79 
menKurven, dievon Komplexkurven c und umhüllt werden, 
und die in einem solehen gegenseitigen Verhältnisse zu ein- 
ander stehen, daß den Punkten der einen die Komplexkurven 
entsprechen, die die andere umhüllen. 

Eine von Komplexkurven umhüllte Kurve wird also in einer dop- 
pelten Auffassung als eine andere, ebenso von Komplexkurven umhüllte, 
Kurve abgebildet; von dieser sagen wir, daß sie in bezug auf das Glei- 
chungssystem (9) zu der gegebenen reziprok ist. 

Man kann auch die Bemerkung machen, daß elementare Komplex- 
richtungen dx, dy,dz, dX,dY, dZ sich paarweise als rezıprok zusammen- 
ordnen, und daß also zwei von Komplexkurven umhüllte krumme Linien, 
die einander berühren, sich in dem andern Raume als Kurven abbilden. 
die in demselben gegenseitigen Verhältnisse stehen. 

Erl. Es ist vielleicht am natürlichsten, diese Reziprozität als eine Zuord- 


nung zwischen den elementaren Komplexrichtungen der beiden Räume aufzu- 
fassen. 


12. Auch zwischen anderen Raumformen bestimmen die Gleichun- 
gen (9) ein Entsprechen, das jedoch im allgemeinen keine vollständige 
Reziprozität ist. 

Die Punkte einer gegebenen Fläche f werden nämlich 
in R als eine doppelte Unendlichkeit von Kurven Ü abge- 
bildet, als eine Kurvenkongruenz, deren Brennfläche!) F 
sei. Ebenso entspricht den Punkten von F eine Kongruenz 
von Kurven c, deren Brennfläche, wie wir nachher sehen 
werden, f als reduzibeln Teil enthält. 

Die elementaren Komplexkegel, deren Spitzen auf der Fläche f 
liegen, schneiden die entsprechenden Tangentialebenen von f ın n ge- 
raden Linien — unter n die Ordnung dieser Kegel verstanden — und 
bestimmen somit n elementare Komplexrichtungen in jedem Punkte von f. 
Die kontinuierliche Folge dieser Richtungen bildet eine f n-fach üwer- 





1) In Analogie mit der für Linienkongruenzen benutzten Terminologie verstehe 
ich unter der Brennfläche dieser Kurvenkongruenz den geometrischen Ort der 
Schnittpunkte zwischen unendlich benachbarten Kurven ©. Denkt man sich die 
Kurvenkongruenz durch eine lineare partielle Differentialgleichung definiert, so ist 
ihre Brennfläche gerade das, was man im allgemeinen das singuläre Integral der 
Differentialgleichung nennt. 
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deckende Schar von Kurven, die sämtlich von Komplexkurven ce um- 
hüllt werden. Der geometrische Ort für die reziproken Kurven 
dieser Kurvenschar, oder, wie wir auch sagen können, der 
Inbegriff der Bildpunkte der ec, die f berühren, bildet die 
Brennfläche F. 

Um das zu beweisen, erinnere man sich, daß zwei infinitesimal be- [80 
nachbarte, einander schneidende Kurven (sich als zwei Punkte abbilden, 
deren infinitesimale Verbindungslinie eine elementare Komplexriehtung 
ist. Nun gehen von einem Punkte p, auf f n Komplexrichtungen aus, 
und also wird die Bildkurve C, von p, in n Punkten von benachbarten C 
geschnitten, die zu unserer früher betrachteten Kurvenkongruenz ge- 
hören — in den n Punkten nämlich, die den n Komplexkurven c ent- 
sprechen, die die Fläche f in dem Punkte p, berühren. Die Punkte 
von F sind also die Bilder der c, die f berühren. 

Erl. ©, berührt die Brennfläche F in diesen n Punkten. 


Da nun fin dem Raume r eine allgemeine Lage hat, so wird eine c, 
die f in einem Punkte berührt, im allgemeinen nicht mehr Berührungs- 
punkte mit fhaben. Aber alle diese ce bilden eine Kongruenz, in der jede c 
das Brennsystem in N Punkten berührt — unter. N die Ordnung der 
elementaren Komplexkegel in R verstanden —, und demnach zerfällt, 
wie oben gesagt, das Brennsystem unserer Kongruenz in f und in eine 
Fläche , die von jeder cin N —1 Punkten berührt wird. 

Soll somit das durch die Gleichungen (9) bestimmte Entsprechen 
zwischen Flächen in r und R eine vollständige Reziprozität sein, so ist 
es notwendig und hinreichend, daß n und N beide gleich 1 sind. Im all- 
gemeinen ist das Reziprozitätsverhältnis unvollkommen, 
indem analoge Operationen auf der einen Seite fin F über- 
führen und auf der andern Seite F in den Inbegriff von 
fund o. 

Die obenstehenden Betrachtungen haben auch Gültigkeit, wenn f 
und infolgedessen F Flächenelemente sind; ist f nur in einer Richtung 
infinitesimal, so ist dasselbe mit F der Fall. 

Erl. Unsre Reziprozität kann also auch als eine Zuordnung zwischen den 
Flächenelementen der beiden Räume aufgefaßt werden. Hierbei werden den Ele- 
menten einer gegebenen Fläche die Elemente einer Fläche in dem andern Raume 
zugeordnet. 

Man betrachte endlich eine Kurve k, die nicht von Komplexkurven c 
umhüllt wird, zugleich mit der Fläche F, die von allen C gebildet wird, 
die den Punkten von k entsprechen. Die Punkte einer © werden in die 
durch den Bildpunkt von C gehenden Kurven übergeführt, und also 
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entspricht den Punkten von F der Inbegriff der Kurven c, die k schneiden. 
Das Abhängigkeitsverhältnis zwischen k und F ist somit 
ein doppeltes. 

Die Gleichungen (9), die die beiden Räume auf einander abbilden, 
führen nach dem ÖObenstehenden gegebene Raumformen in neue über, 
die zu den gegebenen in einem reziproken Verhältnisse stehen, und können 
somit dienen, geometrische Theoreme und Probleme zu transformieren. 
Für eine besondere Form der Gleichungen (9) werden wir später wich- [81 
tige Anwendungen dieses Transformationsprinzipes machen. 


$5. Transformation partieller Differentialgleichungen. 


13. Legendre!) hat zuerst eine allgemeine Methode gegeben, um — 
in der Sprache der modernen Geometrie — eine partielle Differential- 
gleichung zwischen Punktkoordinaten z, y, 2 in eine Differentialgleichung 
zwischen Ebenenkoordinaten t, u, v überzuführen, oder — wie man auch 
sagen kann — zwischen Punktkoordinaten t,u,v für einen Raum, der 
in einem reziproken Verhältnisse zu dem gegebenen steht. 

Führt man die Kurven c als Element für den Raum r 
ein, so ist es auf ähnliche Weise möglich, eine partielle 
Differentialgleichung zwischen &,y,z überzuführen in eine 
Differentialgleichung zwischen den Koordinaten X, Y,Z des 
neuen Raumelements, wobei man auch X, Y, Z als Punktkoordinaten 
für den Raum R deuten kann, — eine Auffassung, die in unserer Dar- 
stellung die vorherrschende sein wird. 

Es seien also gegeben eine ganz beliebige partielle Differentialglei- 
chung erster Ordnung zwischen &, y,z und alle Flächen y, die ein so- 
genanntes „integral complet‘‘ von dieser darstellen, wobei man sich er- 
innern muß, daß jede andere Integralfläche f sich als Enveloppe von 
einfach unendlich vielen y darstellen läßt. 

Man betrachte ferner im Raume R alle Flächen Y und F', die den 
Flächen » und f entsprechen. Wir werden gleich beweisen, daß jede F 
die Umhüllungsfläche von einfach unendlich vielen 7 ist, daß also die 
Flächen F eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung befriedigen, 
von der alle Y ein ‚integral complet‘‘ bilden. 

Zwei in r gegebene Flächen, die ein gemeinsames Flächenelement 
besitzen, bilden’ sich nämlich in R als Flächen ab, die einander berühren, 
und ebenso werden Flächen, die unendlich viele gemeinsame Flächen- 





1) Man vergleiche auch: Plücker, Geometrie des Raumes, $ 2 (1846). 
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elemente besitzen, in Flächen übergeführt, die wie die gegebenen einander 
längs einer Kurve berühren. 

Dieses vorausgesetzt betrachte man eine Integralfläche f, und alle 
einfach unendlich vielen y,, die diese längs einer charakteristischen Kurve 
berühren, sowie endlich die entsprechenden F, und %,. Es ist einleuch- 
tend, daß F, von jeder , längs einer Kurve berührt wird, daß also F, die 
Umhüllungsfläche aller 7, ist. 


Erl. Man denke sich einen Komplex von Flächen im Raume r: 
Fir y2, X T,2)==B, 


X, Y,Z Parameter. ®(X, Y,Z)=0 definiert oo? Flächen, die eine Enveloppen- 
fläche f(x, y, 2) = 0 bestimmen, die wir als durch ® = 0 dargestellt betrachten. 

Die Gleichung (X, Y,Z, d2:dX, dZ:dY) = 0 wird von einer unbegrenzten 
Mannigfaltigkeit von Relationen ®(X, Y,Z) = 0 befriedigt. Diese Mannigfaltig- 
keit von Flächen ® = f(x, y, z) befriedigt, das behaupte ich, eine allgemeine Diffe- 
rentialgleichung zwischen z, y, 2. 

Man deute nämlich X, Y,Z als Punktkoordinaten für R; es bestimme & 
alle Integralflächen einer partiellen Differentialgleichung. Aber die Gleichung 
F=—=0 bildet die beiden Räume so auf einander ab, daß einem Flächenelemente 
ein Flächenelement entspricht und den Flächenelementen einer gegebenen Fläche 
die Elemente einer Fläche in dem anderen Raume entsprechen. Damit ist diese Sache 
fertig. Das ist eine alte Theorie. 

Nun kann man auf ähnliche Weise einen Kurvenkomplex in r betrachten: 
F,=0,F,= 0. Eine Gleichung F (X, Y, Z) = 0 gibt oo? Kurven, die eine Brenn- 
fläche f(x, y,2) = 0 umhüllen. ®B(X, Y,Z, d2:dX,dZ:dY) = 0 gibt eine un- 
begrenzte Mannigfaltigkeit von Flächen f= 0. Diese befriedigen eine partielle 
Differentialgleichung (x, y, 2, p, q). Man kann ja... [82 


14. Ein besonderes Interesse bietet der Fall dar, daß die partielle 
Differentialgleiehung, die transformiert wird, gerade die ist, die 
von den Komplexkurven ce bestimmt wird (vgl. $3); in diesem 
Falle läßt sich beweisen, daß die entsprechende Differentialgleichung 
zwischen X, Y,Z in zwei Gleichungen zerfällt, von denen die eine gerade 
die ist, die den Komplexkurven C entspricht. 

Es seien nämlich gegeben: eine Integralfläche f der gegebenen Diffe- 
rentialgleichung zwischen &, y, z und alle den Punkten von f entsprechen- 
den elementaren Komplexkegel. Diese Kegel bestimmen nach $4 in 
jedem Punkte von f n Komplexrichtungen, von denen in casu zwei Zu- 
sammenfallen; also zerfällt die in $4 auf der Fläche f betrachtete Schar 
von Kurven, die von Komplexkurven c umhüllt werden, in die charakte- 
ristischen Kurven von f und in ein Kurvensystem, das f (n — 2)-fach 
überdeckt. 


Erl. Das Zerfallen, das auf dieser Seite besprochen wird, hat seinen Grund 
darin, daß, wenn eine Gleichung n-ten Grades f(x) = 0 zwei gleiche Wurzeln hat, 
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diese Wurzel ausgeschieden werden kann, indem man gemeinsame Faktoren zwischen 
f=0 und f = 0 sucht. Infolgedessen kann f* = 0 auf die Form f* = fr"? (z — a)? 
gebracht werden. 

Die den Punkten von f entsprechende Kurvenkongruenz im Raume.R 
hat also ein Brennsystem, das in zwei Flächen zerfällt, von denen die 
eine — die wir ® nennen wollen — von jeder C in zwei zusammenfallenden 
Punkten berührt wird, während n — 2 Berührungspunkte auf die andere 
fallen. Die Flächen Ö befriedigen somit die partielle Differen- 
tialgleichung, die nach dem Theoreme in $3 durch die 
Komplexkurven Ü bestimmt wird. 

Bemerkt man jetzt, daß ® der geometrische Ort für die reziproken 
Kurven der charakteristischen Kurven von f ist, so sieht man, daß zwei 
Integralflächen f, und fs, die einander längs einer charakteristischen 
Kurve k berühren, in zwei Flächen ®, und ®, übergeführt werden, die 
einander längs der reziproken Kurve von k berühren; k wird nämlich 
von Komplexkurven c umhüllt. 

Die charakteristischen Kurven der beiden partiellen 
Ditferentialgleichungen, die nach $3 durch die Kurven- 
komplexe c und C bestimmt werden, sind reziproke Kurven 
in bezug auf das Gleichungssystem (9). 


15. Der eben angegebene Satz liefert folgende allgemeine Methode 
zur Transformation von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Man bestimme nach der gewöhnlichen Methode die Gleichung: 


H2,Y,d2, du, dd) —0, 


die von den Charakteristiken der gegebenen Gleichung befriedigt wird, 
und wähle eine beliebige Relation von der Form: 


WR, 4,4,02,089, 45; X) =0, [83 
wobei X eine Konstante bezeichnet. Das simultane System: 
IN. eo 
sei integriert in der Form: 
EU. 3, 2.2 80,0, 08,9%, 8,2), =0, 


wobei Y und Z die durch die Integration eingeführten Konstanten sind. 
Durch Differentiation und Elimination erhält man eine Relation von der 
Form: 


PAR YA UN, GT ,u2) = 0, 
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die wir als Gleichung für die charakteristischen Kurven einer gewissen 
partiellen Differentialgleichung: 


F(X, Y,Z 02 = 


"BAT GY 

auffassen. Unsere früheren Entwickelungen zeigen, daß F,=0, was aus 
F,;= 0 nach den gewöhnlichen Regeln abgeleitet wird, und die gegebene 
partielle Differentialgleichung in einem solchen gegenseitigen Abhängig- 


keitsverhältnisse stehen, daß, wenn die eine integriert werden kann, sich 
auch die andere behandeln läßt. 


Erl. Der Übergang von einer partiellen Differentialgleichung: 
F,(X, Yık; PO)» 0 
zur Gleichung für die charakteristischen Kurven: 


FIX, Y,2,42,09Y, 0) e&Q8 
geht so vor sich: 





aim a DE ae 
DE Pe + 07 — X: aY az, 
der umgekehrte Übergang so: 
BE, Aa BE 


d(aX) day) ddz) 


Hieraus ersieht man, daß, wenn die eine Gleichung vom n-ten Grade ist, die 
andre vom Grade n(n — 1) ist. Natürlich kann eine Reduktion eintreten. 


Man kann hieraus allgemeine Schlüsse ziehen in bezug auf die Re- 
duktion des Grades von partiellen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung, die durch einen Komplex von Kurven definiert werden, dessen 
Ordnung gegeben ist. 

So kann zum Beispiel jede partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung, die durch einen Linienkomplex definiert wird ($3), in eine 
partielle Differentialgleichung vom zweiten Grade transformiert werden.!) 

Ebenso kann jede partielle Differentialgleichung, die durch einen 
Kegelschnittkomplex definiert wird, in eine Differentialgleichung vom 
dreißigsten Grade transformiert werden.?) 





1) Diese Reduktion beruht darauf, daß jede Linie einer Linienkongruenz das 
Brennsystem in zwei Punkten berührt ($ 4, Nr. 12). 

2) Die Zahl 30 kommt heraus als Produkt von 6 und 6 — 1; 6 ist die Anzahl 
der Punkte, in denen das Brennsystem einer Kegelschnittkongruenz von jedem 
Kegelschnitte berührt wird. 
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86. Über die allgemeinste Transformation, die Flächen, welche einander 
berühren, in ebensolche Flächen überführt. 


16. Beim Studium partieller Differentialgleichungen spielen Trans- 
formationen, die sich in der Form: 


X =F,(2,y,2P;, q); o% = F,(e, Y,2,P; q); Z —=F,;,(z, Yy,2,P, q) 


ausdrücken lassen, eine wichtige Rolle. Unter p und q werden, wie gewöhn- 
lich, die partiellen Derivierten: dz:dx, dz:dy verstanden; ebenso [84 
sollen P und © dZ:dX und dZ:dY bezeichnen. 


Wir wollen im folgenden den Fall!) betrachten, daß die Funktionen 
F,, F, und F, auf eine solche Weise gewählt sind, daß auch P und Q 
nur von 2, Yy,2,p,gq abhängen: 


P=F,(% 932399, 9=F(&y,29,9q. 


Wenn wir voraussetzen, daß sich aus den obenstehenden fünf Glei- 
chungen keine Relation zwischen X, Y,Z, P,Q ableiten läßt, kann auch 
umgekehrt jede einzelne der Größen z, y, 2, p,q als HERRN von X, Y, 
Z, P,Q ausgedrückt werden. 


Faßt man x, y,z und X, Y,Z als Punktkoordinaten in r und R auf, 
so kann man sagen, daß durch eine Transformation dieser Art ein Ent- 
sprechen zwischen den Flächenelementen der beiden Räume 
definiert wird und, wohl zu merken, das allgemeinste. Wir werden 
beweisen, daß diese Transformationen in zweı distinkte, ein- 
ander nebengeordnete Klassen zerfallen, von denen die 
eine!) der Plückerschen Reziprozität entspricht, während 
die andere der von mir aufgestellten Reziprozität ent- 
spricht. 

Bei der Elimination von p,g, P und @ zwischen den fünf Glei- 
chungen: 

Beh er Zei. Pan, Q-#R 


können nämlich zwei wesentlich verschiedene Fälle eintreten. Entweder 
erhält man nur eine Gleichung zwischen &, y, 2, X, Y, Z, oder auch es be- 
stehen zwei Relationen zwischen diesen Größen. (Das Bestehen von drei 
unter einander unabhängigen Gleichungen zwischen den Punktkoordinaten 
der beiden Räume setzt voraus, daß die betreffende Transformation eine 
Punkttransformation ist.) | 





1) Vgl. Du Bois-Reymond, Partielle Differentialgleichungen, $ 75—81. 
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Aber es ist bekannt, daß die Gleichung: 


May, Eet 


stets ein reziprokes Entsprechen zwischen den Flächenelementen der 
beiden Räume definiert; und ebenso habe ich im vorhergehenden be- 
wiesen, daß das Gleichungssystem: 


Fu, 2.&A, 2:0) 0 BEL DD =D 


immer eine Transformation bestimmt, die Flächen, welche einander be- 
rühren, in ebensolche Flächen überführt. 
Hiermit ist meine Behauptung bewiesen. 


Erl. Ich betrachte die Gleichungen: 


X=F,.2,44,9 N) = #42, u 29:2 8 9 2,99) 


und eine Fläche f in r. Jedem Elemente von f ordnen die Gleichungen in R einen 
Punkt zu. Also wird f eine Fläche zugeordnet. 

Ich betrachte eine Unendlichkeit von f, die ein gemeinsames Flächenelement e 
haben. Im allgemeinen werden die entsprechenden F kein gemeinsames Element 
haben. Dieses fordre ich, indem ich [voraussetze, daß auch P und Q nur von z, y, 2, 
p, q abhängen. Das gemeinsame Flächenelement der F sei E.] 

Es ist immer denkbar, daß für gewisse Figuren von f die entsprechende F eine 
Kurve wird; diese Kurve muß alsdann — wie man durch Kontinuität einsieht — 
E berühren. 

Man betrachte jetzt in r oo®f: 


Ik; Y, 2, x,ß, Yv)= 0 


und die entsprechenden Figuren in R, von denen ich vorläufig annehme, daß sie 
Flächen sind: 
Fa, y2,8,ß,y)=V%. 


Man betrachte eine willkürliche neue Fläche und ...®. p wird von 00? be- 
rührt. Aus dem, was ich gesagt habe, folgt, daß ® von den entsprechenden oo?F 
berührt wird. Hier hat man eine allgemeine geometrische Definition für 
eine ganz beliebige Transformation von dieser Art. 

Aber man könnte auch immer den Komplex der f so wählen, daß die ent- 
sprechenden Figuren Kurven sind: 


F,(X, Y,2,,ß,y)=, F,(X, Y,2, %,ß,y)=0. 


g wird von oo? f berührt. ® wird von den entsprechenden oo? Kurven berührt. Hierin 
hat man eine neue allgemeine Definition für unsre Klasse von Trans- 
formationen. 

Man wähle jetzt insbesondere zu Flächen f alle Punktkugeln des Raumes r. 
Die Figuren F sind dann der geometrische Ort für die Punkte in R, die Flächenele- 
menten von r entsprechen, welche durch einen Punkt gehen. Aber diesen geome- 
trischen Ort findet man, indem man p, q zwischen: X =F, Y=F,Z=F, eli- 
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miniert, wobei man entweder eine oder zwei Gleichungen zwischen &, y,2, X, Y,Z 
findet. Hierdurch sind wir also zu dem Ergebnisse geführt, daß unsre Art von 
Transformationen in zwei distinkte Klassen zerfällt ; die eine entspricht der Plücker- 
schen, die andre der von mir aufgestellten Reziprozität. 


Bei dieser Gelegenheit werde ich darauf aufmerksam machen, daß 
diese Transformationen die merkwürdige Eigenschaft besitzen, jede [85 
beliebige Differentialgleichung von der Form: 


A(rt—s) +Br+Cs+Di+E=0, 


in der A,B,C,D,E nur von &, y,2,p,q abhängen, in eine Gleichung 
von derselben Form überzuführen. Sofern die gegebene Gleichung ein 
allgemeines erstes Integral zuläßt, ist das selbstverständlich auch mit 
der neuen Gleichung der Fall. (Vgl. Booles Abhandlung in Crelles 
Journal, Bd. 61.) 


Abschnitt II. Die Plückersche Liniengeometrie kann in eine 
Kugelgeometrie transformiert werden. 
$ 7. Die beiden Kurvenkomplexe sind Linienkomplexe. 


17. Setzen wir voraus, daß die Gleichungen, welche die beiden Räume 
auf einander abbilden, in Bezug auf jedes System von Veränderlichen 
linear sind: 


0=X(a,z +by+c2+d)+ Ya +by-+ c32+d,)+ 
+Z(a2 +by+02+d)+ (ur +b,y+ a2 + dı), 

D=-Xme + Pf y+Y2z +d)t+ Ylaaw +ßsy+ Ya2 +6) + 

\ +22 +ßy+Yy2 +6) + (ar + Pay + Yıztön), 


(10) < 





so bilden augenscheinlich die zu einem gegebenen Punkte konjugierten 
Punkte in dem andern Raume eine gerade Linie. Die beiden Kurven- 
komplexe sind Plückersche Linienkomplexet), und folglich bestim- 
men die Gleichungen (10) ein Entsprechen zwischen r und R, das folgende 
charakteristische Eigenschaften besitzt: 


a) Den Punkten jedes Raumes entsprechen in dem andern 
eindeutig die Linien eines Linienkomplexes. 


b) Wenn ein Punkt eine Komplexlinie beschreibt, so dreht 





1) In bezug auf die Theorie der Linienkomplexe setze ich als bekannt voraus: 
l. Plücker, Neue Geometrie des Raumes gegründet auf usw. 1868—69; 2. Klein, 
Zur Theorie der Komplexe ..., Math. Ann. Bd. II. 
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sich die entsprechende Linie in dem anderen Raume um 
den Bildpunkt der durchlaufenen. 


c) Kurven, die von Linien der beiden Komplexe umhüllt 
werden, ordnen sich auf solche Weise paarweise als rezi- [86 
prok zusammen, daß die Tangenten jeder den Punkten der 
anderen entsprechen. 


d) Einer Fläche f im Raumer wird in einer zweifachen 
Auffassung eine Fläche F in R zugeordnet. Auf der einen 
Seite ist F Brennfläche für die Linienkongruenz, deren Bild 
fist; auf der anderen Seite entsprechen die Punkte von F 
denen unter den Tangenten von f, die dem Linienkomplexe 
in r angehören. 


e) Auf den eben besprochenen Flächen f und F ordnen 
sich alle Kurven paarweise auf solche Weise als konjugiert 
zusammen, daß den Punkten einer auf f (oder F) liegenden 
Kurve in dem anderen Raume eine Linienfläche entspricht, 
welehe die konjugierte Kurve enthält und längs dieser F 
(oder f) berührt. 


f) Einer Kurve auf f, die von Linien des Linienkom- 
plexes umhüllt wird, entspricht als konjugiert eine ebenso 
. von Komplexlinien umhüllte Kurve auf F, und diese Kur- 
ven sind in der unter ce) angegebenen Bedeutung reziproke 
Kurven. 


Jede der Gleichungen (10) bestimmt ein anharmonisches Ent- 
sprechen zwischen Punkten.und Ebenen in den beiden Räumen, und 
also läßt sich jeder von unsern Linienkomplexen definieren als der In- 
begriff von Schnittlinien anharmonisch entsprechender Ebenen — oder 
von Verbindungslinien anharmonisch entsprechender Punkte. Aber der 
hierdurch definierte Komplex zweiten Grades ist nach Herrn Reye 
identisch mit dem Liniensysteme, das zuerst Binet als den Inbegriff 
der stationären Umdrehungsachsen eines materiellen Körpers betrachtet 
hat und das späterhin mehrere Mathematiker, insbesondere Chasles 
und Reye, untersucht haben. 


Werden die Konstanten der Gleichungen (10) partikularisiert, so 
können entweder die beiden Komplexe eine spezielle Lage bekommen — 
sie können z. B. zusammenfallen, ein Fall, den Herr Reye in seiner 
„Geometrie der Lage, 1868“, 2. Teil, betrachtet hat, indem er zu- 
gleich die unter a) und b) angegebenen Sätze angibt —, oder sie können 
selbst partikularisiert werden. Ohne auf eine Diskussion aller möglichen 
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Spezialfälle einzugehen, werde ich die beiden wichtigsten Ausartungen 
hervorheben!): 

Beide Komplexe können spezielle lineare sein. Dieser Fall [87 
führt zu der bekannten Ampe&reschen Transformation, die somit als dar- 
auf beruhend aufgefaßt werden kann, daß man als Raumelement an Stelle 
des Punktes den Inbegriff der geraden Linien einführt, die eine gegebene 
Linie schneiden. 

Der eine Komplex kann in den Inbegriff der geraden Linien aus- 
arten, die einen gegebenen Kegelschnitt schneiden. In diesem Falle ist 
der andere Komplex ein allgemeiner linearer Komplex. Ich werde hier 
anführen, daß Herr Noether (Göttinger Nachr. 1869) gelegentlich eine 
Abbildung des linearen Komplexes auf einen Punktraum angegeben 
hat, die mit der, die wir hier betrachten, identisch ist. Die für uns 
fundamentale Auffassung, daß jeder Raum einen Komplex enthält, 
dessen Linien sich als die Punkte des anderen Raumes abbilden, ist in 
Herrn Noethers kurzer Darstellung nicht berührt. 

Diese Ausartung ist es, die wir im folgenden studieren wollen unter 
der Voraussetzung, daß der fundamentale Kegelschnitt der unendlich 
ferne imaginäre Kreis ist. 


18. Wir haben gefunden, daß die beiden Kurvenkomplexe Linien- 
komplexe sind, wenn die Abbildungsgleichungen in bezug auf jedes 
System von Veränderlichen linear sind, und wir werden hierdurch ver- 
anlaßt, zu untersuchen, ob diese hinreichende Bedingung notwendig ist. 

Wenn der eine Komplex ein allgemeiner Linienkomplex ist, so 
müssen die elementaren Komplexkegel des entsprechenden Kurven- 
komplexes in Kegel zweiten Grades zerfallen. Der Beweis ($4, Nr. 12) 
hierfür liegt darin, daß die Linien einer Linienkongruenz die Brenn- 
fläche in zwei Punkten berühren. Ist der eine Komplex ein speziel- 
ler linearer Komplex, so zerfallen die elementaren Komplexkegel des 
in dem anderen Raume entsprechenden Kurvenkomplexes in ebene 
Büschel. 

Also müssen, wenn beide Komplexe Linienkomplexe sein sollen, 
die elementaren Komplexkegel in beiden Räumen in Kegel vom zweiten 
oder ersten Grade zerfallen. Wenn aber die Kegel eines Linienkomplexes 





1) Lie, Repräsentation der Imaginären usw. Christiania Videnskabsselskab 
1869, Februar und August [hier Abh. III u. IV]. Die in den $$ 17 und 27—29 der 
genannten Abhandlung behandelte räumliche Abbildung ist identisch mit der, 
die ich im gegenwärtigen Paragraphen betrachte. In $25 hebe ich ausdrücklich die 
erste der hier besprochenen Degenerationen hervor. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 9 
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stets zerfallen, so ist der Komplex selbst reduzibel!), und also ist bewiesen: 
wenn zwei Linienkomplexe auf die in der vorhergehenden Nummer 
angegebene Weise auf einander abgebildet sind, so müssen entweder beide 
vom zweiten Grade sein, oder der eine ein spezieller Komplex zweiten [88 
Grades und der andere ein linearer, oder endlich beide spezielle lineare 
Komplexe. Alle diese drei Fälle werden durch das Gleichungssystem re- 
präsentiert, und wir wollen andeuten, wie man einsehen kann, daß (10) 
die allgemeinste gegenseitige Abbildung von zwei Linien- 
komplexen definiert. 


Erl. Wenn dieser Satz [von der Reduzibilität] nicht als bekannt vorausgesetzt 
wird, so muß man das folgende dahin begrenzen, daß die Gleichungen (10) das all- 
gemeinste Entsprechen zwischen den Linien und Punkten zweier Linienkomplexe 
bestimmen, bei dem jedem Punkte in dem einen Raume nur eine gerade Linie in 
dem andern Raume entspricht. 

Ich setze in Nr. 18 in kurzen Zügen eine Theorie auseinander, die an und für 
sich ihr Interesse hat und die auf keine Weise als Grundlage für das folgende dient. 
Meine Darstellung ist infolgedessen mehr als gewöhnlich kurz. Auf eine nähere Ent- 
wickelung werde ich mich nur einlassen, wenn eine begründete Behauptung vorge- 
bracht wird, daß etwas in dieser Nummer falsch ist. 


Sind nämlich beide Komplexe vom zweiten Grade, so läßt sich be- 
weisen, daß die Singularitätenfläche keine krumme Fläche sein kann. 

Von jedem Punkte der betreffenden Fläche gehen nämlich zwei 
ebene Büschel aus, deren Linien sich in dem anderen Raume als die Punkte 
einer geraden Linie abbilden. Hieraus folgt, daß sämtliche Linien des 
einen Büschels ein und demselben Punkte in dem anderen Raume ent- 
sprechen. 

Aber der Inbegriff der Linien, die keine selbständige Abbildung 
haben, kann keinen Komplex bilden, höchstens eine Kongruenz oder eine 
Anzahl von Kongruenzen. Da indes der Inbegriff der ebenen Strahl- 
büschel, die von sämtlichen Punkten einer krummen Fläche ausgehen, 
notwendig einen Komplex bildet, so ist unsere Behauptung, daß die 
Singularitätenfläche keine krumme Fläche sein kann, bewiesen. 

Wenn zwei Komplexe zweiten Grades auf einander abgebildet sind 
— ein Fall, in dem keiner von ihnen ein spezieller Komplex sein kann —, 
so darf für alle beide die Singularitätenfläche nur aus Ebenen bestehen, 
und folglich sind beide Liniensysteme solche wie die, welche Binet zuerst 
betrachtet hat. 





1) Ich kenne keinen Beweis für diese Behauptung, die mir jedoch als sicher 
mitgeteilt worden ist. Übrigens sind die Schlüsse, die ich hierauf gründe, für das 
Folgende unwesentlich. 
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Wenn ein Komplex zweiten Grades und ein linearer Komplex auf 
einander abgebildet sind, so wären von vornherein zwei Fälle denkbar: 
Der Komplex zweiten Grades könnte von allen Linien gebildet sein, 
die einen Kegelschnitt schneiden — dieser Fall existiert nach dem Oben- 
stehenden wirklich —; der Komplex zweiten Grades könnte aus allen 
Tangenten einer Fläche zweiten Grades bestehen. Ich habe durch Be- 
trachtungen, die mit den von mir in $ 12 benutzten einiges gemein haben, 
bewiesen, daß dieser Fall nicht existiert: ich könnte nämlich in diesem 
Falle daraus, daß ein linearer Komplex durch eine dreifache Unendlich- 
keit von linearen, unter einander vertauschbaren Transformationen in sıch 
übergeführt werden kann, ableiten, daß dasselbe mit der Fläche zweiten 
Grades der Fall sein müßte, was sich indes nicht so verhält. 


[89 
$ 8. Die Reziprozität zwischen einem linearen Komplexe und dem Inbegriffe 
der geraden Linien, die den unendlich fernen imaginären Kreis schneiden. 


19. Einem näheren Studium unterwerfen wir im folgenden das Glei- 
chungssystem: 


1 1 : 


das in bezug auf beide Variabelnsysteme linear ist und das also nach 
$ 7 ein Entsprechen zwischen zwei Linienkomplexen bestimmt, und zuerst 
wollen wir die Gleichungen dieser Komplexe in Plückerschen Linien- 
koordinaten suchen. 

Plücker schreibt die Gleichungen der geraden Linie in der Form: 


z=1—0, 2=y-o, 


wobei er die fünf Größen: r, 0,s, 0, ro — so als Linienkoordinaten be- 
trachtet. Die Gleichungen (11) stellen also, vorausgesetzt, daß man in 
ihnen X, Y,Z als Parameter auffaßt, das System von geraden Linien 
dar, dessen Koordinaten die Relationen erfüllen: 


j 1 
2 550 e=5,(ÄHiY), 
1 ? 1 
s=pÄ-tV), 0-72: 


die durch Elimination von X, Y,Z als Gleichung unseres Komplexes 
liefern: 
(12) 22Ao +Br=0. 

9%* 
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Der Linienkomplex im Raume r ist also ein linearer Komplex und 
zwar ein allgemeiner linearer Komplex, der — wie man bemerken kann — 
die unendlich ferne gerade Linie der x, y-Ebene enthält. 

Um den Linienkomplex in R zu bestimmen, ersetze man das System 
(11) durch das äquivalente: 


(65: za)? =X- (4a + B#), 


aB’ 214Az 
Be B = I y 
eBtna)2-Y-slde-B}), 
das durch Vergleichung mit den Gleichungen für die gerade Linie in R: 
(13) RZ=X—-P, S2Z2=-T-2 [90 
ergibt: 
| B v Y 
Ram Sanen P= As+B-, 
IA B BR y 
3-;hntnma) Z=-rlde-8B5), 


und somit findet man als Gleichung für den Linienkomplex in R: 


(14) R+S&+1=0. 
Nach (13) ist aber: 

dX 

az’ 


SHE 


8-77 


R= 


und folglich kann (14) auch in der Form: 


(15) dX?+dY?+d2=0 
geschrieben werden. 

Der Linienkomplex in R wird somit von den imaginären geraden 
Linien gebildet, deren Länge gleich Null ist, oder, wie man auch sagen 
kann, von den Linien, die den unendlich fernen imaginären Kreis schneiden. 

Die Gleichungen (11) bilden die beiden Räume auf 
solche Weise auf einander ab, daß den Punkten vonrin R 
die imaginären Linien entsprechen, deren Länge gleich Null 
ist, während die Punkte von R sich als die Linien des 
linearen Komplexes (12) abbilden. 

Man bemerke, daß, wenn ein Punkt eine Linie dieses linearen Kom- 
plexes durchläuft, die entsprechende gerade Linie in R eine infinitesimale 
Kugel — eine Punktkugel beschreibt. 


Erl. Eine der größten Schwierigkeiten, die Plücker bei der Entwickelung der 
Liniengeometrie zu überwinden hatte, lag darin, daß die allgemeine lineare Gleichung 
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zwischen r, o, s, o nicht den allgemeinen [linearen] Linienkomplex darstellt. Jeder 
Komplex, dessen Gleichung diese Form hat, enthält die unendlich ferne gerade 
Linie der x, y-Ebene. Ich habe das in meiner Darstellung als bekannt vorausgesetzt, 
ebenso wie alles andere, was sich in Plückers Werk von 1868—69 findet. Ich 
werde dem Wunsche des Professors nachkommen und angeben, wie der Beweis 
hierfür geführt werden könnte. 

Man unterwerfe die gerade Linie L {rz—= x — 0,s2 = y — 0) des Komplexes ... 
der Bedingung, in der Ebene z= ex + öy-+ C zu liegen. Man bekommt hierdurch 
drei Gleichungen zwischen Linienkoordinaten. Die entsprechenden oo! geraden 
Linien gehen, wie bekannt, durch einen Punkt, und augenscheinlich kann man 
durch einfache Operationen die x- und y-Koordinate für diesen Punkt als Funktionen 


von &,6, © finden; 
z=F(e6,0), y=9(e,d,C). 


Man lasse C konstant sein, e und ö gegen Null streben. Man wird finden, daß x und 
y unendlich groß werden. Also sind die Linien des Komplexes, die in einer horizon- 
talen Ebene liegen, parallel. Also gehört die unendlich ferne Schnittlinie zwischen 
den Ebenen 2 = C unserm Komplexe an. 

20. Nach der in $ 4 entwickelten allgemeinen Theorie für reziproke 
Kurven kann man, wenn eine Kurve bekannt ist, deren Tangenten dem 
einen von unseren Linienkomplexen angehören, durch einfache Opera- 
tionen die Bildkurve finden, die von Linien des anderen Komplexes 
umhüllt wird. Nun hat sich Lagrange mit der allgemeinen Bestimmung 
von Raumkurven beschäftigt, deren Länge gleich Null ist, deren Tan- 
genten also dieselbe Eigenschaft besitzen. Er hat die allgemeine Glei- 
chung dieser Kurven gefunden, und also ist es nach dem Obenstehenden 
auch möglich, allgemeine Formeln für dıe Kurven aufzu- 
stellen, deren Tangenten einem linearen Komplexe ange- 
hören. 

Um uns nicht von unserem Ziele zu entfernen, wollen wir hier nicht 
näher auf die einfachen geometrischen Beziehungen eingehen, die [91 
zwischen reziproken Kurven in den beiden Räumen stattfinden.!) 

Unsere früheren Betrachtungen über das Entsprechen zwischen 
Flächen in den beiden Räumen werden jetzt dadurch etwas modifiziert, 
daß alle Kongruenzen von geraden Linien, die den unendlich fernen Kreis 
. schneiden, eine gemeinsame Brennkurve besitzen — diesen Kreis näm- 
lich —, daß ferner die geraden Linien einer Linienkongruenz die Brenn- 
fläche nur in zwei Punkten berühren. 





1) Wenn die gegebene Kurve von der Länge gleich Null eine Spitze hat, so 
hat die entsprechende Kurve in dem linearen Komplexe eine stationäre Tangente. 
Überhaupt treten stationäre Tangenten als gewöhnliche Singularitäten 
auf, wenn Kurven als Liniengebilde aufgefaßt werden, das heißt, als umhüllt von 
den Linien eines gegebenen Linienkomplexes, 
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Denkt man sich nämlich ın R eine Fläche F gegeben, und ist f der 
geometrische Ort für die Punkte in r, die den Tangenten von der Länge 
Null der Fläche F entsprechen, so ist auch umgekehrt F der vollstän- 
dige geometrische Ort für die Bildpunkte der geraden Linien in dem 
linearen Komplexe (12), die f berühren. 

Dagegen stellt sich die Sache wie in dem allgemeinen Falle, wenn 
in r eine Fläche @ von allgemeiner Lage gegeben ist, weil da die geraden 
Linien des linearen Komplexes (12), die @ berühren, zugleich eine andere 
Fläche yumhüllen, die sogenanntereziproke Polare von o in bezug auf (12). 

Erl. In dem einen Falle wird man, wenn man auf F eine Operation ausführt 
und sodann auf das Ergebnis die analoge Operation, zu der ursprünglichen Figur 
zurückkommen. 

In dem andern Falle ist das nicht so. | 

Das liegt daran, daß die Komplexkegel in dem einen Raume von erster, in 
dem andern von zweiter Ordnung sind. Wären die Kegel beide von erster Ordnung 
gewesen, so hätte man eine vollständige Reziprozität gehabt. 

Das eben besprochene Liniensystem bildet sich in R als eine Fläche 
® ab, die offenbar Brennfläche für zwei Kongruenzen ist — erstens für 
den Inbegriff von geraden Linien von der Länge gleich Null, die den 
Punkten von @ entsprechen — zweitens für die Linien, die in demselben 
Verhältnisse zu den Punkten von y stehen. 

Die Tangenten von ® mit der Länge gleich Null zerfallen also in 
zwei Systeme, oder wie man auch sagen kann: auf ® bilden die geo- 
dätischen Kurven von der Länge gleich Null zwei distinkte Scharen. 

Im Vorbeigehen bemerken wir, daß die Bestimmung der Kurven, 
die von den geraden Linien einer zu einem linearen Kom- 
plexe gehörigen Kongruenz umhüllt werden, sich nach 
unseren allgemeinen Theorien darauf zurückführen läßt, 
auf der Bildfläche F die geodätischen Kurven aufzusuchen, 
deren Länge gleich Null ist. Diese Kurven sind nämlich zu einander 
reziprok (Nr. 17, f) in bezug auf das Gleichungssystem (11). 


21. Im folgenden werden wir einige Male für nachstehende Sätze [92 
Verwendung haben: 

a) Eine Fläche F von n-ter Ordnung, die den unendlich 
fernen imaginären Kreis als p-fache Linie enthält, ıst das 
Bild einer Kongruenz, deren Ordnung und folglich auch 
Klasse gleich n —p ist.!) 





1) Ich werde bei dieser Gelegenheit einen Satz aussprechen, der, wie es scheint, 
nirgends explizite ausgesprochen ist, der jedoch jedem Mathematiker, der sich mit 
Liniengeometrie beschäftigt, wohlbekannt ist: Für eine Kongruenz, die einem 
linearen Komplexe angehört, ist stets Ordnung gleich Klasse. 
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Eine imaginäre Linie von der Länge gleich Null schneidet ja nämlich 
F in n—p im endlichen Raume liegenden Punkten, und also gibt es 
stets n — p Linien der Bildkongruenz im Raume r, die durch einen ge- 
gebenen Punkt gehen — oder die in einer gegebenen Ebene liegen. 

b) Eine Kurve Ü von n-ter Ordnung, die den unendlich 
fernen Kreis in p Punkten schneidet, bildet sich in r als 
eine Linienfläche von (?2n — p)-ter Ordnung ab. 

Eine gerade Linie des linearen Komplexes (12) schneidet nämlich 
die besprochene Linienfläche in so vielen Punkten wie die Anzahl der — 
nicht unendlich fernen — gemeinsamen Punkte zwischen der Kurve C 
und einer infinitesimalen Kugel beträgt. | 


$ 9. Die Plückersche Liniengeometrie kann in eine Kugelgeometrie 
transformiert werden. 


22. In diesem Paragraphen begründen wir eine fundamentale 
Beziehung, die zwischen der Plückerschen Liniengeo- 
metrie und einer Geometrie besteht, deren Element die 
Kugeln des Raumes sind. 

Die Gleichungen (11) transformieren nämlich die geraden Linien des 
Raumes r in die Kugeln des Raumes R, und zwar für eine zweifache 
Auffassung (Nr. 12). 

Auf der einen Seite werden die geraden Linien des Komplexes (12), 
die eine gegebene Linie /, und also zugleich deren reziproke Polare I, in 
bezug auf (12) schneiden, nach einem früheren Satze (Nr.21,a) als 
die Punkte einer Kugel abgebildet; auf der anderen Seite werden die 
Punkte der Linien /, und l, in die geradlinigen Erzeugenden dieser Kugel 
übergeführt. 

Durch die folgenden analytischen Betrachtungen kann man die 
Beziehungen finden, die zwischen den Linienkoordinaten von l, und [9 
l, und den Mittelpunktskoordinaten X’, Y’,Z’ und dem Halbmesser 
H’ der Bildkugel stattfinden. 


Sind: r=t—0, s2=y—o 


die Gleichungen der Linie I, (oder l,), und erinnert man sich, daß die ge- 
raden Linien des linearen Komplexes (12) sich durch: 


J. 
1 : 1 
BF HRS ya? 
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darstellen lassen, so sieht man, daß man x, Yy,z zwischen diesen vier 
Gleichungen eliminieren muß, um die eben genannten Linien der Bedin- 
gung zu unterwerfen, /, zu schneiden. Man findet hierdurch folgende Re- 
lation: 


he [2-(Asa- 3 r)) + [X —(4e+ Bs))" + 
+ [Y -i(Bs — AQ)}" = [420 + Zr)” 


zwischen den Parametern X, Y,Z dieser Linien, oder, wie man auch 
sagen kann, zwischen den Koordinaten der Bildpunkte. 

Die unmittelbare Interpretation dieser Gleichung bestätigt, was wir 
oben gesagt haben, und gibt zugleich folgende Formeln: 


X=Ao+Bs, ıY =Ao—Bs, 
(17) 


Z=AAo— Zr, +H' = 340 +®r, 


oder die äquivalenten: 


=. AR RT), "En HOrayN, 
(18) 


4 


Z+H), r=—-;;(27FH), 
in denen man ohne Schaden die Akzente der Kugelkoordinaten X’, 
Y’,Z’, H’ weglassen kann, da für unsere Auffassung die Punkte des 
Raumes R Kugeln sind, deren Halbmesser gleich Null ist. 

Die Formeln (17) und (18) zeigen, daß sich eine gerade 
Linie in r als eine unzweideutig bestimmte Kugel in R ab- 
bildet, während einer gegebenen Kugel zwei Linien in r 
entsprechen: 

(X,Y,Z,+H),, &,Y,23,—H), 


die zu einander reziproke Polaren sind in bezug auf den 
linearen Komplex: 


(12) H=0=A4o+ Zr. [94 


Augenscheinlich drücken (17) und (18), wenn H’ gleich Null gesetzt wird, 
den unzweideutigen Zusammenhang aus, der zwischen den geraden 
Linien des Komplexes (12) und den Punktkugeln des Raumes R besteht. 

Eine Ebene — das will sagen eine Kugel, deren Halbmesser unend- 
lich groß ist — bildet sich ab als zwei gerade Linien (l, und l,), die die 
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unendlich ferne Gerade der x, y-Ebene schneiden, und nach dem Oben- 
stehenden sind hierbei die Punkte von /, und !, das Bild der imaginären 
Linien in der gegebenen Ebene, die nach deren unendlich fernen Kreis- 
punkten gehen. 

Insbesondere ist zu bemerken, daß einer Ebene, die den unendlich 
fernen imaginären Kreis berührt, eine zur &, y-Ebene parallele Linie 
des Komplexes H = 0 entspricht. 

23. Zwei einander schneidende gerade Linien |, und 4, bil- 
den sich als Kugeln ab, zwischen denen Berührung statt- 
findet. | 

Die Polaren von l, und A, in bezug auf H =0 schneiden einander 
nämlich auch, und folglich haben die genannten Kugeln zwei gemein- 
same Erzeugende. Aber Flächen zweiten Grades, deren Schnittkurve 
aus einem Kegelschnitte und zwei geraden Linien besteht, berühren ein- 
ander in drei Punkten — den Doppelpunkten der Schnittkurve. Die Bild- 
kugeln von l, und A, haben also drei Berührungspunkte, von denen indes 
zwei, als imaginär und unendlich fern, nach allgemeinem Sprachgebrauche 
nicht in Betracht kommen. 

Analytisch wird unser Theorem auf folgende Weise bewiesen: 

Die Bedingung des Schneidens für die beiden geraden Linien: 


E=I—- 0% .N2?=2.—0% 
sS2?=y—0o, S2=Yy—0 
wird, wie bekannt, durch die Gleichung: 
(ri —r3) (01 — 03) — (01 — 03) ($ı — 52) = 0 
ausgedrückt, die durch Benutzung von (18) ergibt: 
RK - It li = I +2) HH td, 


und das beweist unsere Behauptung. 

Unser Theorem zeigt, daß der Inbegriff der geraden Linien, die eine 
gegebene schneiden, sich als alle Kugeln abbildet, die eine gegebene be- 
rühren, und folglich kennen wir die Abbildung des speziellen line- 
aren Komplexes. 

Umgekehrt entsprechen zwei Kugeln, die einander berühren, [95 
zwei Linienpaare, deren gegenseitige Lage derart ist, daß jede Linie des 
einen Paares eine Linie des anderen schneidet. 

24. Abbildung des allgemeinen linearen Komplexes. Der 
allgemeine lineare Komplex wird durch die Gleichung: 


(19) (ro —os) H+mr no +poe+gs+t=0 
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dargestellt, woraus durch Benutzung von (18) als Gleichung für den 
entsprechenden „linearen Kugelkomplex‘“ gefunden wird: 


(X?®+Y?+Z2?— H) +MX+NY+PZ+QH+T=0!) 


Hier bezeichnen M,N, P,Q, T Konstanten, die von m,n,p,q,t ab- 
hängen, während X, Y,Z,H als — nichthomogene — Kugel- 
koordinaten aufzufassen sind. 

Die letzte Gleichung bestimmt, wie man leicht sieht, alle Kugeln, 
die die Bildkugel der den Komplexen (19) und H = 0 gemeinsamen line- 
aren Kongruenz unter konstantem Winkel schneiden. 

Erl. ... eine gewisse Kugel... Welche Kugel das ist, findet man, indem man 
H = 0 setzt. Die Punktkugeln schneiden die Kugel ... 

Der Koeffizient Q ist gleich der simultanen Invariante von . 

Ist die simultane Invariante dieser Komplexe gleich Null, oder liegen 
die Komplexe, wie Klein es ausdrückt, in Involution, so ist der kon- 
stante Winkel gleich einem Rechten. 

Kugeln, die eine gegebene Sphäre unter konstantem 
Winkel schneiden, entsprechen im Raume r die geraden 
Linien von zwei linearen Komplexen, die reziproke Po- 
laren von einander sind in bezug auf H =. 

Insbesondere ist zu bemerken, daß die Kugeln, die eine 
gegebene orthogonal schneiden, sich als die geraden Linien 
eines linearen Komplexes abbilden, der mit H =0 in Invo- 
lution liegt. 

Es sei nun ein linearer Komplex gegeben, dessen Gleichung die 
Form hat: 


(20) ar+bs+co+do+te=0. 


Die entsprechende Relation zwischen X, Y,Z, H ist auch linear, und also 
wird der betreffende lineare Kugelkomplex gebildet von allen Kugeln, 
die eine gegebene Ebene unter konstantem Winkelschneiden. 

Dieses könnte man auch daraus ableiten, daß der Komplex (20) die 
unendlich ferne gerade Linie der x,y-Ebene enthält, daß also die Kon- [96 
gruenz, die er mit H = 0 gemeinsam hat, Direktrizen besitzt, die diese 
Linie schneiden. 





1) Diese Gleichung läßt sich in die Form: 
&—-X2+(Y-Y + ZI FRRAHIP=C! 
setzen, in der wir X,, Yo, Zu, Ho, C, als nichthomogene Koordinaten für den linearen 


Komplex auffassen. Herr Klein hat mich darauf aufmerksam gemacht, daß die 
Kugel: X,, Yo, Zo, H, das Bild für die Achse des betreffenden linearenKomplexes ist. 
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Liegen die Komplexe (20) und H = 0 in Involution, so bilden sich 
die Linien von (20) als alle Kugeln ab, die eine gegebene Ebene ortho- 
gonal schneiden, oder, was auf dasselbe hinauskommt, als die Kugeln, 
deren Mittelpunkte auf einer gegebenen Ebene liegen. 

Die folgenden vier Komplexe: 


X=-0=-4Ao+Bs, Z=0=440—%r, 


iY=-0-4e-Bs, H=0=A40o+$r 


liegen, wie man leicht sieht, paarweise in Involution und enthalten ferner 
die unendlich ferne Linie der z,y-Ebene als gemeinsame Linie. 

Der spezielle lineare Komplex: Const. =0, der aus allen 
zur &,y-Ebene parallelen Geraden besteht, bildet somit in 
Verbindung mit den vier allgemeinen linearen Komplexen: 
X=0,Y=0,Z2Z=0,H=0 ein System, das als eine Degene- 
ration von Herrn Kleins sechs Fundamentalkomplexen auf- 
zufassen ist. In Analogie damit, daß wir oben X, Y,Z,H als 
nichthomogene Koordinaten für eine Geometrie mit vier 
Dimensionen eingeführt haben, deren Element die Kugel 
ist, lassen sich diese Größen auch als nichthomogene 
Linienkoordinaten anwenden. 

Von Interesse ist es, zu bemerken, daß die linearen Komplexe, deren 
Gleichung ist: 


H= Ado+Ir- const, 


und die nach ihrer Gleichungsform einander nach einer speziellen linearen 
Kongruenz berühren, deren Direktrizen sich in der unendlich fernen Ge- 
raden der x, y-Ebene vereinigt haben, sich als eine Schar von Kugel- 
komplexen abbilden, die dadurch charakterisiert wird, daß alle Kugeln 
desselben Komplexes gleichgroße Halbmesser haben. 


25. Verschiedene Abbildungen. Eine Fläche f und alle ihre Tan- 
genten in einem gegebenen Punkte bilden sich ab als eine Fläche F und 
alle Kugeln, die diese in einem gegebenen Punkte berühren. 

Eine auf f liegende Linie bildet sich als eine Kugel ab, die F längs 
einer Kurve berührt. 

Ist f eine Linienfläche, so ist F eine Kugelenveloppe — eine [97 
Röhrenfläche. 

Wenn f insbesondere eine Fläche zweiten Grades ist und infolge- 
dessen zwei Systeme von geradlinigen Erzeugenden enthält, so läßt sich F 
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auf zwei Arten als Kugelenveloppe auffassen, und es leuchtet ein, daß 
wir auf diese Weise die allgemeinste Fläche erhalten, die 
diese Eigenschaft besitzt (die Zyklide). 

Eine abwickelbare Fläche transformiert sich in die Umhüllungsfläche 
einer Schar Kugeln, von der zwei konsekutive einander stets berühren — 
das heißt, in eine imaginäre Linienfläche, deren Erzeugende den unend- 

lich fernen imaginären Kreis schneiden. Diese Linienflächen sind, 
wie man weiß, gerade die, die Monge dadurch charakterisiert, 
daß sie nur ein System Krümmungskurven besitzen. 


Erl. Den Flächenelementen einer geraden Linie entspre- 
chen die Flächenelemente einer Kugel. Ich verstehe unter den 
Flächenelementen einer geraden Linie die Elemente, die ein 
Linienelement der gegebenen Linie enthalten. 

Zwei konsekutive Linien, die einander in demselben Punkte 
schneiden. Die gemeinsamen Flächenelemente von zwei geraden 
Linien gehen in die zweier Kugeln über, das ist ein elementarer 

Fig. 6. abgekürzter Kegel. 


26. Es ist, wie bekannt, eine unmittelbare Folge der Plückerschen 
Auffassung, daß, wenn \ =0 und ,=0 die Gleichungen von zwei 
linearen Komplexen sind, die Gleichung: 


I, + ul, =, 


vorausgesetzt, daß u einen Parameter bezeichnet, eine Schar von line- 
aren Komplexen darstellt, die eine gemeinsame lineare Kongruenz ent- 
halten. Unser Abbildungsprinzip transformiert diesen Satz in folgenden: 

Die Kugeln K, die zwei gegebene Sphären $S, und 5 
unter gegebenen Winkeln V, und V, schneiden, stehen in 
demselben Verhältnisse zu unendlich vielen Sphären $. Es 
gibt, entsprechend den beiden Direktrizen der besprochenen 
Linienkongruenz, zwei S, die von allen K berührt werden. 

Der veränderliche Linienkomplex: I, + ul, = 0 schneidet den Kom- 
plex H = O0 nach einer linearen Kongruenz, deren Direktrizen eine Fläche 
zweiten Grades beschreiben — den Durchschnitt der drei Komplexe: 
ı=0,1,=0,H=0 -—, und folglich umhüllen die eben besprochenen 
Kugeln S eine Zyklide, die übrigens in diesem Falle in einen Kreis aus- 
geartet ist, längs dessen sämtliche S einander schneiden. 

Hier wollen wir auch die Aufmerksamkeit darauf richten, daß unsere 
Kugelabbildung erlaubt, aus interessanten diskontinuierlichen Linien- 
gruppen entsprechende Kugelgruppen abzuleiten, ebenso wie umgekehrt. 
Zum Beispiel leiten wir aus der bekannten Thecrie der 27 Geraden der 
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Fläche dritter Ordnung die Existenz von Gruppen von 27 Kugeln ab, 
von denen jede zehn von den übrigen berührt. 

Auf der anderen Seite geben zum Beispiel Kugelhaufen eigen- [98 
tümliche diskontinuierliche Anordnungen von Linien eines linearen Kom- 
plexes. 


8 10. Transformation von Aufgaben, die sich auf Kugeln beziehen, 
in Linienprobleme. 


27. Wir wollen in diesem Paragraphen einige bekannte einfache 
Probleme lösen, die sich auf Kugeln beziehen, indem wir die durch unser 
Transformationsprinzip entsprechenden Linienprobleme betrachten. 

Erl. Mein Zweck hierbei ist wesentlich, dem Leser klar zu machen, was es eigent- 
lich ist, womit ich mich beschäftige, ihn mit meinen Transformationen vertraut 
zu machen. Daneben glaube ich, daß die Liniengeometer darin mit mir einig sein 
werden, daß ich zu der berühmten Theorie über die Berührung von Kugeln etwas 
hinzugefügt habe. 

ProblemI. Wieviele Kugeln berühren vier gegebene Kugeln? 

Die vier Sphären transformieren sich in vier Linienpaare: (l,, Aı), 
(l,, Ag), (l3, As), (la, Aa), und die entsprechende Linienaufgabe ist somit, 
die Linien zu finden, die vier Linien schneiden, welche man unter den 
acht genannten auf eine solche Weise gewählt hat, daß aus jedem Paare 
eine Linie genommen ist. 

Die Linien ! und A können in sechzehn distinkte Gruppen von je 
vieren geordnet werden: 


Ins lo, lg, la, Ay, Ag, As, As; 
lı,,, l;, Aa» A; Aa, Ag, la, 


auf solche Weise, daß jede Gruppe von jedem Paare nur eine Linie ent- 
hält. Diese sechzehn Gruppen werden indes paarweise von Linien gebildet, 
die zu einander reziproke Polaren sind in bezug auf H = (0), und folglich 
sind auch die Transversalenpaare: (t,, t5), (71, T,) zweier zusammengehöriger 
Gruppen Polaren von einander in bezug auf H = 0. Die vier letztgenannten 
Linien bilden sich somit als zwei Kugeln ab, und folglich existieren 
sechzehn in acht Paare angeordnete Kugeln, die vier gegebene berühren. 


Problem II. Wieviele Kugeln schneiden vier gegebene 
Sphären unter vier gegebenen Winkeln? 

Die Kugeln, die eine gegebene Sphäre unter demselben Winkel 
schneiden, bilden sich als die geraden Linien von zwei linearen Kom- 
plexen ab, die in bezug auf H = 0 reziproke Polaren von einander sind. 


142 XI. Over en (lasse geometriske Transformationer. Christ. Forh. 1871 


Man hat also vier Paar Komplexe: (l,, A,), (lg, Ag), (la, As), (la, As) zu be- 
trachten, und die Frage wird, die Linien zu finden, die vier von diesen 
Komplexen angehören, welche man auf eine solche Weise gewählt hat, 
daß aus jedem Paare einer genommen ist. 

Vier lineare Komplexe haben zwei Linien gemein, und, indem man 
dieselbe Methode befolgt, die wir bei der Behandlung des vorhergehenden 
Problems angewandt haben, erhält man somit als Lösung sechzehn [% 
Kugeln, die in acht Paare angeordnet sind. 

Unser Problem vereinfacht sich, wenn einer oder mehrere der ge- 
gebenen Winkel rechte sind, weil sich die Orthogonalkugeln einer ge- 
gebenen Sphäre als die Linien eines Komplexes abbilden, der mit H = 0 
in Involution liegt (Nr. 24). Sind alle Winkel rechte, so fragt es sich, wie 
viele gemeinsame Linien vier mit H = 0 in Involution liegende lineare 
Komplexe haben. Es gibt zwei solche Linien, die in bezug auf H = 0 
reziproke Polaren von einander sind, und folglich gibt es nur eine 
Kugel, die vier gegebene orthogonal schneidet. 


Problem III. Die Kugeln zu konstruieren, die fünf gegebene 
Sphären unter demselben Winkel schneiden. 

Unser Transformationsprinzip führt dieses Problem in das folgende 
über: die linearen Komplexe zu finden, die von jedem von fünf gegebenen 
Linienpaaren: (l,, A1),. - -, (2, 4,) je eine Linie enthalten. 

Diese zehn Linien lassen sich in 32 verschiedene Gruppen von je fünf 
so anordnen, daß jede Gruppe eine Linie von jedem Paare enthält: 

(h; 5, l;, 4; 1), (A; A, }5, Lre ),) ’ 
dabei ist jedoch zu bemerken, daß diese Gruppen in Bezug auf H = 0 paar- 
weise reziproke Polaren von einander sind. Jede Gruppe gibt einen Linien- 
komplex, und im ganzen erhält man somit 32 paarweise konjugierte lineare 
Komplexe, die sich als 16 lineare Kugelkomplexe abbilden. Die 16 Ku- 
geln, deren jede von den Kugeln der besprochenen Systeme unter kon- 
stantem Winkel geschnitten wird, sind die Lösungen unseres Problems. 

Zwei Liniengruppen wie: 


I, 1a, Ag; Ay; Ay, 12, Ag, Ay, 1; 


enthalten vier gemeinsame Linien, und also schneiden die beiden ent- 
sprechenden linearen Komplexe einander nach einer linearen Kongruenz, 
deren Direktrizen d, und d, die Transversalen der vier besprochenen 
Linien sind. 

Aber der Komplex H =0 schneidet diese Kongruenz nach einer 
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Fläche zweiten Grades, die das Bild von einem Kreise ist — dem Durch- 
schnittskreise zwischen zwei der gesuchten Kugeln, aber zugleich [100 
zwischen den Bildkugeln von d, und d,. Diese letzten Kugeln können auch 
dadurch definiert werden, daß sie vier von den fünf gegebenen berühren, 
und also kann man durch die eben angegebene Konstruktion auf jeder 
beliebigen von den gesuchten Kugeln eine Anzahl Kreise bestimmen. 

Auf jeder von den sechzehn Kugeln, die fünf gegebene 
unter demselben Winkel schneiden, lassen sich fünf Kreise 
konstruieren, vorausgesetzt, daß man die Kugeln konstruieren 
kann, die vier gegebene berühren. 


$ 11. Beziehung zwischen der Theorie der Krümmungskurven und 
der der Haupttangentenkurven. 

Erl. Das Ziel der Wissenschaft ist einerseits, neue Tatsachen zu erobern, andrer- 
seits, bekannte unter höheren Gesichtspunkten zusammenzufassen. 

Es ist jedem Geometer bekannt, daß die beiden Abschnitte der Geometrie, 
die Krümmungskurven und Haupttangentenkurven behandeln, von bedeutender 
Wichtigkeit sind. In Wirklichkeit sind es, wenn eine Fläche diskutiert werden soll, 
besonders diese Kurvensysteme, die man zuerst zu bestimmen versucht. 

Man hat diese Theorien so betrachtet, als ob sie nichts mit einander zu tun 
hätten. In $ 11 zeige ich, daß sie in einander transformiert werden können. Ich lege 
dieser Entdeckung großes metaphysisches Interesse bei. Aber sie hat auch einen 
bedeutenden praktischen Wert. Für die Theorie der Haupttangentenkurven, die 
noch in ihrer Kindheit ist, habe ich hierdurch eine Masse Tatsachen erobert. Insbe- 
sondere hat es die gelehrte Welt interessiert, daß es mir hierdurch möglich gewesen 
ist, die Haupttangentenkurven auf der merkwürdigen Kummerschen Fläche zu 
bestimmen, etwas, was man bisher vergebens versucht hatte. 


28. Die in den vorhergehenden Paragraphen betrachtete Transfor- 
mation bekommt ein eigentümliches Interesse durch folgendes, nach 
meiner Auffassung besonders wichtiges Theorem: 

Den Krümmungskurven einer in R gegebenen Fläche F 
entsprechen in r Linienflächen, die die Bildfläche f längs 
Haupttangentenkurven berühren. 

Die Tangenten der Fläche f transformieren sich in Kugeln, die F 
berühren, und somit liegt der Gedanke nahe, daß Haupttangenten von 
f Hauptkugeln von F entsprechen. Das ist auch der Fall. 

Nämlich f wird von einer Haupttangente in drei zusammenfallenden 
Punkten geschnitten, was zeigt, daß F von drei konsekutiven Erzeugen- 
den der Bildkugel der Haupttangente berührt wird. Aber eine solche 
Kugel schneidet F nach einer Kurve, die in dem Berührungspunkte beider 
eine Spitze hat, und das ist gerade für Hauptkugeln charakteristisch. 
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Bemerkt man nun weiter, daß die Richtung dieser Spitze Tangente 
an eine Krümmungskurve ist, so sieht man, daß zwei konsekutive Punkte 
einer Haupttangentenkurve von f sich als zwei Linien abbilden, die F 
in konsekutiven Punkten eben dieser Krümmungskurve berühren. Den 
Haupttangentenkurven von f, aufgefaßt als Punktgebilden, 
entsprechen somit imaginäre Linienflächen, die F längs 
Krümmungskurven berühren. 

Aber die Kurven auf f und F ordnen sich paarweise als konjugiert auf 
solche Weise zusammen (Nr. 17,e), daß die Punkte der einen das Bild 
von Linien sind, die die andere Fläche in Punkten der konjugierten Kurve 
berühren, und somit ist unser Theorem bewiesen. 

Die folgenden beiden Beispiele können als Bestätigung dieses Satzes 
angesehen werden. 

Eine Kugel in R ist das Bild einer linearen Kongruenz, als deren 
Brennfläche die beiden Direktrizen aufzufassen sind. Nun ist, wie [101 
bekannt, auf einer Kugel jede Kurve eine Krümmungskurve, und in 
Wirklichkeit treten auch die Direktrizen als Haupttangentenkurven auf 
jeder Linienfläche auf, die einer linearen Kongruenz angehört. — Ein 
Hyperboloid f im Raume r gibt in R eine Fläche, die auf zwei Arten als 
Kugelenveloppe aufgefaßt werden kann. Nun sind die Linienflächen in 
dem Komplexe H =0, die f längs deren Haupttangentenkurven be- 
rühren, das heißt längs deren geradlinigen Erzeugenden, selbst Flächen 
zweiten Grades, und folglich sind die Krümmungskurven der Zy- 
klide F Kreise. 

Als interessante Konsequenz unseres Theorems ist folgendes zu be- 
trachten: 

Kummers Fläche von vierter Ordnung und Klasse hat 
algebraische Haupttangentenkurven von sechzehnter Ord- 
nung; diese bilden den vollständigen Berührungsdurchschnitt 
zwischen der betreffenden Fläche und Linienflächen achter 
Ordnung. 

Kummers Fläche ist nämlich Brennfläche für die allgemeine 
Linienkongruenz von zweiter Ordnung und Klasse, die sich — voraus- 
gesetzt, daß sie H = (0) angehört — als eine Fläche vierten Grades ab- 
bildet, die den unendlich fernen Kreis zweimal enthält (Nr. 21, a). 

Aber die Herren Darboux und Moutard!) haben bewiesen, daß 
die Krümmungslinien der zuletzt genannten Fläche Kurven achter Ord- 
nung sind, die den unendlich fernen imaginären Kreis in acht Punkten 





1) Comptes Rendus, Jahrgang 1864. 
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schneiden, und also bilden sich diese Linien als Linienflächen achter 
Ordnung ab (Nr. 21, b). 

Erinnert man sich endlich, daß die Erzeugenden dieser Linien- 
flächen Doppeltangenten der Kummerschen Fläche sind, so sieht man 
die Richtigkeit unseres Theorems ein.!) 

Es leuchtet ein, daß auch die Ausartungen der‘ Kummerschen 
Fläche, z. B. die Wellenfläche, die Plückersche Komplexfläche, 
die Steinersche Fläche von vierter Ordnung und dritter Klasse?), eine 
Linienfläche vierten Grades, die Linienfläche dritten Grades,..., alge- 
braische Haupttangentenkurven haben. 


29. Herr Darboux hat bewiesen, daß auf einer ganz beliebigen 
Fläche im allgemeinen eine im endlichen Raume liegende Krüm- [102 
mungslinie bestimmt werden kann — die Berührungskurve mit der ima- 
ginären Developpabeln, die zugleich der gegebenen Fläche und dem 
unendlich fernen imaginären Kreise umbeschrieben ist. 

Infolgedessen läßt sich auf der Brennfläche einer Kon- 
. gruenz, die einem linearen Komplexe angehört, im allge- 
meinen eine Haupttangentenkurve angeben — der geome- 
trische Ort der Punkte, für welche die Tangentialebene 
zugleich die durch den linearen Komplex zugeordnete 
Ebene ist. 

Die unendlich kleinen Kugeln, die F berühren, bestehen nämlich 
aus den Punkten von F in Verbindung mit denen der oben erwähnten 
imaginären Developpabeln, und folglich zerfallen die Geraden des Kom- 
plexes H =0, die die Bildfläche f berühren, in zwei Systeme — ein 
System Doppeltangenten und auf der anderen Seite den Inbegriff der 
Linien, die f in den Punkten einer gewissen Kurve berühren. Aber diese 
Kurve ist als Bild einer imaginären Linienfläche, die F längs einer Krüm- 
mungskurve berührt, eine der Haupttangentenkurven von f. 

Diese Bestimmung einer Haupttangentenkurve wird jedoch illu- 
sorisch, wenn nicht die Kongruenz, sondern die Brennfläche — oder, 
richtiger gesagt, ein reduzibler Teil von dieser — willkürlich gegeben wird. 
Auf einer Fläche gibt es nämlich im allgemeinen nur eine endliche An- 
zahl von Punkten, deren Tangentialebene zugleich die dem betreffenden 
Punkte durch einen gegebenen linearen Komplex zugeordnete Ebene ist. 

Von Interesse ist es, zu bemerken, daß eine Linienfläche, 
deren Erzeugende einem linearen Komplexe angehören, un- 

1) Klein und Lie, Berliner Monatsbericht, 15. Dez. 1870 [hier Abh. X]. 

2) Clebsch hat die Haupttangentenkurven der Steinerschen Fläche be- 


stimmt. 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 10 
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endlich viele Punkte enthält, für die die Tangentialebene 
zugleich die durch den linearen Komplex zugeordnete Ebene 
ist. Der Inbegriff dieser Punkte bildet eine durch einfache 
Operationen — Differentiation und Elimination — bestimm- 
bare Haupttangentenkurve. 

Aber Herr Glebsch hat bewiesen, daß, wenn auf einer Linienfläche 
eine Haupttangentenkurve bekannt ist, sich die übrigen durch Quadratur 
finden lassen. 

Die Bestimmung der Haupttangentenkurven auf einer 
Linienfläche, die einem linearen Komplexe angehört, hängt 
nur von Quadratur ab. 

Indem wir unser Transformationsprinzip auf den angeführten Satz 
des Herrn Clebsch sowie auf die daraus abgeleitete Folgerung anwenden, 
erhalten wir folgende Sätze: 

Wenn man auf einer Röhrenfläche (Kugelenveloppe) [103 
eine nicht kreisförmige Krümmungskurve kennt, so lassen 
sich die übrigen durch Quadratur finden. 

Einfach unendlich viele Kugeln, die eine gegebene 
Sphäre S unter konstantem Winkel schneiden, umhüllen 
eine Röhrenfläche, auf der eine Krümmungslinie angegeben 
werden kann, und die übrigen somit durch Quadratur be- 
stimmt werden. 

Daß man auf der im letzten Satze erwähnten Röhrenfläche eine 
Krümmungskurve finden kann, geht auch daraus hervor, daß die Röhren- 
fläche $ unter konstantem Winkel schneidet. Aber diese Schnittkurve 
muß eine der Krümmungskurven der Röhrenfläche sein nach dem be- 
kannten Satze: Wenn zwei Flächen einander unter konstantem Winkel 
schneiden und die Schnittkurve auf der einen Fläche eine Krümmungs- 
linie ist, so muß sie das auch auf der anderen sein; auf einer Kugel ist 
aber jede Kurve Krümmunsslinie. 


$ 12. Das Entsprechen zwischen Transformationen der beiden Räume. 


30. Unsere Abbildung kann nach Nr. 16 durch fünf Gleichungen aus- 
gedrückt werden, die eine ganz beliebige Größe aus den beiden Gruppen: 


3,9,329, 2 Do 


als Funktion von Größen der anderen Gruppe bestimmen. Unterwirft 
man nun den einen der beiden Räume, zum Beispiel r, einer Transfor- 
mation, durch die Flächen, die einander berühren, in ebensolche Flächen 
übergeführt werden, so wird die entsprechende Transformation des 
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anderen Raumes dieselbe Eigenschaft besitzen. Die besprochene Trans- 
formation von r läßt sich ja nämlich durch fünf Gleichungen zwischen 
%1> Yı,2ı, Pı, Qı und &,, Ya, 22, Pa, gg ausdrücken — die Indizes 1 und 2 
beziehen sich auf die beiden Zustände des Raumes r — und diese Rela- 
tionen werden mit Hilfe der Abbildungsgleichungen zwischen x, y, 2, p,q 
und X, Y,Z, P,@ in Relationen zwischen X,, Yı,Zı; Pı,Qı und X,, Y,, 
Zs, P,, Q, übergeführt, was unsere Behauptung beweist. 

Indem wir uns auf lineare Transformationen von r beschränken, 
finden wir unter den entsprechenden Transformationen von R: alle Be- 
wegungen (Translationsbewegung, Rotationsbewegung und 
die helikoidale Bewegung), Ähnlichkeitstransformation, 
Transformation durch reziproke Radien, Paralleltransfor- 
mation!) — darunter verstanden den Übergang von einer 
Fläche zu deren Parallelfläche —, eine von Herrn Bonnet?) [104 
studierte reziproke Transformation, usw., die sämtlich, da sie 
linearen Transformationen von r entsprechen, die Eigenschaft besitzen, 
Krümmungskurven in Krümmungskurven überzuführen. Wir beweisen 
endlich, daß der allgemeinen linearen Transformation von r die 
allgemeinste Transformation von R entspricht, beider Krüm- 
mungslinien kovariante Kurven sind. 


31. Betrachten wir nun fürs erste solche lineare Punkttransforma- 
tionen von r, denen lineare Punkttransformationen von R entsprechen, 
so ist es klar, daß wir nur solche Transformationen von R treffen können, 
bei denen der unendlich ferne imaginäre Kreis unverändert bleibt, und 
umgekehrt ist es auch wahr, daß wir diese alle erhalten. 

Eine solche lineare Punkttransformation von R führt ja nämlich 
auf der einen Seite gerade Linien, die jenen Kreis schneiden, in eben- 
solche Linien über?), auf der andern Seite Kugeln in Kugeln, und also 
ist die entsprechende Transformation von r zu gleicher Zeit eine Punkt- 
und eine Linientransformation, das heißt: eine lineare Punkttranstfor- 
mation, was zu beweisen war. 

Die allgemeine lineare Transformation von R, die den unendlich 
fernen Kreis nicht verrückt, enthält sieben Konstanten und kann, wie 
bekannt, aus Translations- und Rotationsbewegungen in Verbindung mit 
Ähnliehkeitstransformation zusammengesetzt werden. Die entsprechende 
Transformation von r, die augenscheinlich auch von sieben Konstanten 





1) Bonnets ‚‚Dilatation“. 
2) Comptes rendus. Mehrere Male in den fünfziger Jahren. 
3) Erl. Der Inbegriff der Linien, die den Kreis schneiden, muß in sich selbst 
übergeführt werden. 
10* 
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abhängt, kann dadurch charakterisiert werden, daß sie einen linearen 
Komplex: H = 0 und eine bestimmte von dessen Linien — die unendlich 
ferne Linie der &, y-Ebene — in sich selber überführt. Man könnte diese 
Transformation auch dadurch definieren, daß sie eine spezielle lineare 
Kongruenz in sich selber überführt. 


Durch analytische Betrachtungen kann man auf folgende Weise die 
lineare Punkttransformation von r bestimmen, die einer Translations- 
bewegung von R entspricht. Eine Translationsbewegung wird durch die 
Gleichungen: 


X, = %, +4, he, +B, 2 = #0, :D82, =ZH, 
ausgedrückt, die bei Benutzung der Formeln (17) ergeben: 
1, =1n7r+t4u, ehr, 0 =0%+6, 1 =%+d. [105 
Durch Einsetzung dieser Ausdrücke in die Gleichungen einer geraden 
Linie: 
6 34 Dannalhunz Mesa (+ ER 2 Sa3 Nase. Saga 4 | 
bekommt man als Definition für die erwähnte Transformation von r: 
1=3, Un taz +6 Yzyrba td. 
Erl. + ba=-y—- &+d, (n+a)a= u —(&+ e). 
122, — I, 09, SS Yı 02: 
12 = (ı — 02, —c)— 0, 84 = (Yyı — ba —d) — 02. 


Ebenso ist es leicht, die einer Ähnlichkeitstransformation von 
R entsprechende Tranformation von r analytisch zu bestimmen. Die 
Gleichungen: 


X] = mMX,, Y = mYs;, Z, as mZ;, HA, = mH, 
ergeben nämlich bei Anwendung von (17): 
rı = MT,, 01 —= MP0s, 51 = MSs, 0] = MOs, 


Gleichungen, die eine lineare Transformation von r definieren, die auch 
durch: 


7, =, = Mmi, Yız=Mmya 


ausgedrückt wird. Aber diese letzten Relationen definieren eine lineare 
Punkttransformation, die dadurch charakterisiert werden kann, daß die 
Punkte zweier gerader Linien ihre Plätze behalten. 
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Durch geometrische Betrachtungen werden wir beweisen, daß auch 
Rotationsbewegungen von R in Transformationen der eben ange- 
gebenen Art übergeführt werden. Es seien A die Rotationsachse und M 
und N die beiden Punkte des imaginären Kreises, die durch die Rotation 
nicht verschoben werden. Es leuchtet ein, daß alle imaginären Linien, 
die A schneiden und die durch M oder N gehen, während der Rotation 
ihre Lage behalten, und folglich ist dasselbe der Fall mit den Bildpunkten 
dieser Linien, die zwei zur x, y-Ebene parallele gerade Linien bilden. 


32. Die Transformation durch reziproke Radien im Raume R führt 
Punkte in Punkte über, Kugeln in Kugeln und endlich gerade Linien 
von der Länge gleich Null in ebensolche Linien; die entsprechende Trans- 
formation von r ist somit eine lineare Punkttransformation, die den 
Komplex: H = 0 in sich selber überführt. Bemerkt man weiter, daß die 
Transformation durch reziproke Radien die Punkte und die geradlinigen 
Erzeugenden einer gewissen Kugel ihre Lage behalten läßt, so sieht man 
ein, daß die entsprechende reziproke Punkttransformation die Punkte 
von zwei geraden Linien nicht verrückt. 

Herr Klein!) hat darauf aufmerksam gemacht, daß die eben [106 
besprochene Transformation so aufgefaßt werden kann, daß sie aus zwei 
Transformationen in bezug auf zwei in Involution liegende lineare Kom- 
plexe zusammengesetzt ist, von denen im vorliegenden Falle der eine 
H =0 ist, während der andere dem Inbegriffe der Kugeln entspricht, 
welche die Fundamentalkugel der gegebenen Transformation durch rezi- 
proke Radien orthogonal schneiden. 

Nach dem Obenstehenden leuchtet ein, daß einer Fläche F, die bei 
einer Transformation durch reziproke Radien in sich selber übergeführt 
wird, im Raume r eine H =0 angehörige Kongruenz entspricht, die 
ihre eigene reziproke Polare ist in bezug auf einen mit H = 0 in Invo- 
lution liegenden linearen Komplex. Die Brennfläche f der betreffenden 
Kongruenz ist somit ihre eigene reziproke Polare in bezug auf die beiden 
genannten linearen Komplexe, und folglich zerfällt der Inbegriff der 
Doppeltangenten von f im allgemeinen in drei Kongruenzen, von denen 
zwei beziehungsweise H =0 und dem damit in Involution liegenden 
Komplexe angehören. 


33. Man betrachte nun alle Linientransformationen von r, bei denen 
gerade Linien, die einander schneiden, in ebensolche Linien ?) übergeführt 

1) Zur Theorie ..., Math. Ann. Bd. II. 

2) Hier sind, wie bekannt, zwei wesentlich verschiedene Fälle zu betrachten; 


denn die Linien, die durch einen Punkt gehen, können entweder in ebensolche 
Linien übergeführt werden, oder in Linien, die in einer Ebene liegen. 
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werden, und auf der anderen Seite die entsprechenden Transformationen 
von R, die die Eigenschaft besitzen, Kugeln in Kugeln überzuführen und 
Kugeln, die einander berühren, in ebensolche Kugeln. 

Durch die erwähnte Linientransformation wird der Inbegriff der 
Tangenten einer Fläche f, in sämtliche Tangenten einer anderen Fläche 
f. übergeführt, und insbesondere gehen die Haupttangenten von f, in 
die Haupttangenten von f, über — dieses unabhängig davon, ob die be- 
trachtete Linientransformation eine Punkttransformation ist oder eine 
Punktebenentransformation. 

Bei der entsprechenden Transformation von R wird die dreifache 
Unendlichkeit der Kugeln, die eine gegebene Fläche F, berühren, in den 
Inbegriff der Kugeln übergeführt, die zu der anderen Fläche F, in dem- 
selben Verhältnisse stehen, und insbesondere werden die Hauptkugeln 
von F, in die Hauptkugeln von F', übergeführt. Eine einfache Folge davon 
ist, daß die Krümmungskurven von F, und die ven F, einander in [107 
dem Sinne entsprechen, daß, wenn in eine beliebige Relation: 


D(X,, Yı,2,, 2 Q,) a 0, 


die längs einer der Krümmungslinien von F} gilt, die Ausdrücke von 
X, Y1 21; Pı, 9, durch X,, Y3,Z,, Pz, Q, eingesetzt werden, man eine 
Gleichung erhält, die für eine der Krümmungslinien von F, gilt. 


Erl. Liouville hat, wie bekannt, zuerst das Problem gelöst, die allgemeinste 
Punkttransformation zu bestimmen, die Krümmungslinien in Krümmunsgslinien 
überführt. Seine Methode ist höchst kompliziert. Eine weit einfachere Behandlung 
dieses Problems könnte man auf die Bemerkung gründen, daß die Kugel die einzige 
Fläche ist, auf der jede Kurve eine Krümmungskurve ist, daß also Kugeln in Kugeln 
übergeführt werden. 

Mit Hilfe hiervon kann man das weit allgemeinere Problem lösen, die allge- 
meinste Transformation zu finden, welche Flächen, die einander berühren, in eben- 
solche Flächen überführt und für welche die Krümmungslinien kovariante Kurven 
sind. Es gilt hier, die allgemeinste Kugeltransformation zu finden, bei der Berührung 
nicht aufgehoben wird. Aber durch meine Transformationen kommt das darauf hin- 
aus, die allgemeinste Linientransformation zu finden, bei der das Schneiden kovariant 
ist. Aber man weiß, daß das die sogenannten linearen Transformationen sind. 


Ich werde jetzt beweisen, daß jede Transformation 
von R von der Form: 


32 02, GL @ 2 a"r+nz, 
Xı E% F, (X, Y,, Zs; dX,’ dYy,’ ax?’ a, ixayı) 
dr+nz, 
Yı=F,(X,, Y;, Z3, : : } ed ah 


da" +rz 
Z,=F,(X,, Y,, 23» : E x ee ya): 
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welehe die Krümmungslinien einer jeden beliebigen ge- 
gebenen Fläche in Krümmungslinien für die neue Fläche 
überführt, durch meine Abbildung einer linearen Trans- 
formation von r entspricht. 

Der Beweis reduziert sich ohne weiteres darauf, darzutun, daß, 
wenn eine Transformation von r die Haupttangentenkurven einer jeden 
beliebigen Fläche in Haupttangentenkurven für die transformierte Fläche 
überführt, bei ihr gerade Linien, die einander schneiden, in ebensolche 
Linien übergeführt werden müssen. 

Daß die betreffende Transformation fürs erste gerade Linien in gerade 
Linien überführen muß, folgt daraus, daß die gerade Linie die einzige Kurve 
ist,die auf jeder Fläche, auf der sie liegt, Haupttangentenkurve ıst. 

Daß ferner geraden Linien, die einander schneiden, Linien von der- 
selben relativen Lage entsprechen müssen, kann daraus abgeleitet werden, 
daß die abwickelbare Fläche die einzige Linienfläche ist, die die Eigen- 
schaft besitzt, daß durch jeden ihrer Punkte nur eine Haupttangenten- 
kurve geht — daß also unsere Transformation abwickelbare Flächen 
in abwickelbare Flächen überführen muß. 

Unsere Behauptung ist somit bewiesen. 

Man kann bemerken, daß es, entsprechend den beiden wesentlich ver- 
schiedenen Arten von linearen Transformationen, zwei distinkte 
Klassen von Transformationen gibt, für die Krümmungs- 
kurven kovariante Kurven sind. 

Wählt man unter den besprochenen Transformationen von R die, [108 
die Punkttransformationen sind, so bekommt man die allgemeinste 
Punkttransformation von, beider Krümmungslinien kovari- 
ante Kurven sind, ein Problem, das Liouville zuerst gelöst hat. Daß 
hierbei die Ähnlichkeit in den kleinsten Teilen erhalten bleibt, folgt daraus, 
daß infinitesimale Kugeln in infinitesimale Kugeln übergeführt werden. 

Von der Paralleltransformation weiß man, daß sie Krümmungs- 
linien in Krümmungslinien überführt, und es ist in Wirklichkeit leicht 
zu bestätigen, daß die entsprechende Transformation von r eine lineare 
Punkttransformation ist. 

Die Gleichungen: 


X,=X,, Yı =Y,, Z)=2,H, =H, +4 


werden nämlich (vergleiche unsere Betrachtungen über Translations- 
bewegung, Nr. 31) in Relationen von der Form: 


ae Yen e °, y=nt+az +b, Y=zy ter +d 
übergeführt. 
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34. Herr Bonnet hat mehrere Male eine Transformation betrachtet, 
die er durch die Gleichungen: 





1-13, Vl+Rt+R hA=sntpa, Yı=yt Gr | 
definiert, wobei sich die beiden Indizes auf die gegebene und auf die 
transformierte Fläche beziehen. 

Herr Bonnet beweist, daß diese Transformation eine reziproke ist — 
in dem Sinne, daß sie zweimal angewendet auf die gegebene Fläche zu- 


rückführt, daß sie Krümmungslinien in Krümmungslinien überführt, daß 
endlich folgende Relationen: ; 


(«&) = 4H,, Hi HM 


stattfinden, vorausgesetzt, daß H, und H, Krümmungsradien für zwei 
entsprechende Punkte bezeichnen und daß Z, und Z, 2-Koordinaten für 
die entsprechenden Krümmungszentra sind. 

Die Bonnetsche Transformation ist, wie wir gleich be- 
weisen werden, das Bild einer Transformation von r in 
bezug auf den linearen Komplex: 


Z+iH =0. 


Erinnert man sich nämlich, daß: X=0, Y=0,Z=0, H=0 paar- 
weise in Involution liegen, so findet man, daß die Koordinaten für zwei 
gerade Linien, die reziproke Polaren von einander sind in bezug auf: 


Z+iH =0, 
die Relationen erfüllen: 


(B) X,=X, Yı=Y, Z=th, H= — 122. 


Aber diese Formeln bestimmen, wenn X, Y,Z,H als Kugelkoordinaten [109 
gedeutet werden, ein paarweises Zusammengehören zwischen allen Kugeln 
des Raumes, und zwar gerade dasselbe, wie die Bonnetsche Transfor- 
mation. 

Die Hauptkugeln einer Fläche F, werden nämlich hierbei in die 
Hauptkugeln einer Fläche F, übergeführt, und somit finden wir Bonnets 
Formeln (&) wieder. Denkt man sich ferner F, von Punktkugeln erzeugt, 
so definieren die Gleichungen (ß) F, als Enveloppe von Kugeln, deren 
Mittelpunkte auf der Ebene Z = 0 liegen, weil nämlich die Gleichung 
H, =0 als Folge Z, = 0 nach sich zieht. In Wirklichkeit sind wir hier- 
durch gerade zu der von Herrn Bonnet angegebenen geometrischen 
Konstruktion geführt worden. 

(Wird fortgesetzt.) 


xl. 


Über eine Klasse geometrischer Transformationen. [182 


Von Sophus Lie. 
(Fortsetzung.) 
Christ. Forh. Aar 1871, S. 182— 245. Christiania 1872. 


Im ersten Teile dieser Abhandlung habe ich, wie ich glaube, die 
erste vollständige analytischgeometrische Interpretation aller Raum- 
transformationen gegeben, bei denen Berührung eine invariante Be- 
ziehung ist. 

Ich betrachtete insbesondere eine derartige Verwandtschaft — ich be- 
zeichne dieselbe der Kürze wegen als eine Kugelabbildung —, welche 
die Geraden eines Raumes r!) in die Kugeln des Raumes R überführte — 
dieses so zu verstehen, daß alle Flächenelemente, welche zwei konse- 
kutive Punkte einer Geraden enthielten, in die Elemente einer Kugel 
übergingen. Ich begründete hierauf einen genauen und nach meiner Auf- 
fassung fundamentalen Zusammenhang zwischen Liniengeometrie und 
Kugelgeometrie und demzufolge zwischen mehreren projektivischen und 
metrischen Theorien. Insbesondere zeigte es sich, daß die Haupttangenten- 
kurven einer Fläche f sich in die Krümmungslinien der Bildfläche F 
transformierten. 


Dritter Abschnitt. 
Zur Theorie partieller Differentialgleichungen zwisehen drei Variablen 


In diesem Abschnitte werde ich versuchen, einerseits die von Plücker 
in seinem letzten Werke eingeführten geometrischen Begriffe, anderer- 
seits die eben besprochenen Entwickelungen für die Theorie partieller 
Differentialgleichungen zu verwerten. 

Man erkennt leicht, daß eine partielle Differentialgleichung von be- 
liebiger Ordnung, deren Charakteristiken Haupttangentenkurven auf den 
Integralflächen sind, durch die obengenannte Transformation in eine [183 





1) Ich folge der Terminologie des ersten Teils, auf den ich auch sonst ver- 
weise, 
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Differentialgleichung derselben Ordnung, deren Charakteristiken Krüm- 
mungslinien sind, übergeführt wird. Es gründet sich hierauf ein inter- 
essanter Parallelismus zwischen mehreren wichtigen Klassen partieller 
Differentialgleichungen. An die Seite derselben stellen sich, wie wir später 
sehen werden, gewisse Differentialgleichungen, deren Charakteristiken 
geodätische Kurven sind. 


Die folgenden Entwickelungen werden gewissermaßen einen parti- 
kulären Charakter haben, insofern ich mich nur mit besonderen Klassen 
Differentialgleichungen beschäftige. Doch möchte ich hervorheben, daß 
der hier eingeschlagene Weg: die Behandlung nämlich von partiellen 
Differentialgleichungen an erweiterte geometrische Begriffe anzuknüpfen, 
eine Methode zu sein scheint, aus welcher man Fortschritte in der von 
Monge aufgebauten Disziplin erwarten darf. 


Über einige partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. 


Zunächst betrachte ich drei in einander transformierbare Klassen 
partieller Differentialgleichungen erster Ordnung, die ich der Kürze 
wegen mit den Symbolen D,1, Dis, Dız bezeichnen werde. 


1. D,ı. Die Charakteristiken sind Haupttangentenkurven auf den 
Integralflächen. Die Gleichungen D,, entsprechen, wie ich später zeigen 
werde, gewissermaßen den Linienkomplexen und Linienkongruenzen. 


2. Dis. Die Charakteristiken sind Krümmungslinien. Eine jede 
D,, entspricht entweder einem Kugelkomplexe oder einer Kugelkon- 
gruenz. 


3. Di;- Die Charakteristiken sind geodätische Kurven. Bezeichnet H 
eine beliebige bekannte Funktion von x, y, 2 und, wie gewöhnlich, p, q 
die partiellen Derivierten von zhinsichtlich x und y, so läßt sich eine jede 
D,; folgendermaßen schreiben: 


a ve VE 


Diese Gleichungen sind, wie zu bemerken ist, nur vom zweiten [184 
Grade hinsichtlich p und q. 


Aus dem Inhalte dieses Kapitels hebe ich noch hervor, daß die Be- 
stimmung der geodätischen Kurven einer Fläche gewissermaßen darauf 
hinauskommt, eine partikuläre D,, zu integrieren. Demzufolge läßt sich 
die bisherige Theorie der geodätischen Kurven für die neue Theorie der 
Plückerschen Komplexe verwerten. 
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$ 13. Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung, deren | 
Charakteristiken Haupttangentenkurven auf den Integralflächen sind. 


35. Wir haben gefunden ($3, Nr.9), daß, wenn die charakteristischen 
Kurven einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung von den 
Geraden eines Linienkomplexes umhüllt werden, so sind die Charakte- 
ristiken Haupttangentenkurven auf den Integralflächen. Es ist anderer- 
seits leicht, zu erkennen, daß einer jeden Linienkongruenz eine lineare 
partielle Differentialgleichung erster Ordnung entspricht, deren zweifach 
unendlich viele Charakteristiken — die Geraden der Kongruenz näm- 
lich — als Haupttangentenkurven auf den Integralflächen auftreten. Um- 
gekehrt werden wir beweisen, daß es sonst keine weiteren partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung gibt, welche die besprochene 
Eigenschaft besitzen, als die genannten beiden Arten. 

Schreiben wir eine allgemeine partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung in der Form: | 


F&2,y,23,9d9)=d, 


so müssen wir F, als Funktion von x, y, 2, p, q aufgefaßt, in allgemeinster 
Weise so bestimmen, daß in einem beliebigen Punkte einer Integralfläche 
die Richtung der Charakteristik mit derjenigen der Trajektorie zusammen- 
fällt. Die beiden besprochenen Richtungen liegen nämlich hinsichtlich 
der beiden entsprechenden Haupttangenten harmonisch, wenn sie also 
zusammenfallen, so werden sie zugleich mit der einen Haupttangente 
identisch. Nach Monge bestimmen aber: | 


dF dF dF dF\ ı dF dF 
Er A Friend (rer, +0 
beziehungsweise die Richtungen der Charakteristik und der Trajectorie, [185 


und also kommt unser Problem darauf hinaus, das allgemeine Integral 
der partiellen Differentialgleichung: 


dF /dF dF dF /dF dF 
W rer 
zu bestimmen. 
Diese Gleichung läßt sich nach den gewöhnlichen Methoden inte- 
grieren; da wir jedoch hierdurch die Lösung in einer Form erhalten, die 


sich nicht unmittelbar interpretieren läßt, so wird es vorteilhafter sein, 
einen indirekten Weg einzuschlagen. 


36. Setzen wir nun zunächst voraus, daß die gesuchte partielle Diffe- 
rentialgleichung: F =0 keine lineare ist, so entsprechen derselben be- 


156 XII. Über eine Klasse geometrischer Transformationen. Christ. Forh. 1871 


kanntlich dreifach unendlich viele Charakteristiken, und also befriedigen 
diese Kurven nur eine Gleichung von der Form: 


Hz, y, 2,4%, dy,de) =. 


Setzen wir hier statt y und 2 die äquivalenten Ausdrücke: 


. (ydz— zdy) + zdy = zdz— (zdz—zde) 
A da Em de 








so erhält die Gleichung der Charakteristiken: f =0 die Form: 
ıldz, dy, d2,(x dz —zda),(ydz — zdy), o(x)] = 0, 


und zwar wissen wir, daß, wenn @(zx) eine Konstante ist, und nur dann, 
werden die Charakteristiken von den Geraden eines Linienkomplexes um- 
hüllt. 


Indem man nun nach den gewöhnlichen Regeln aus den Gleichungen: 


= Ka Kam 0 


die Größen dx, dy, dz eliminiert, wobei vo wegfällt, erhält man die ur- 
sprüngliche partielle Differentialgleiehung: F = 0 in der Form: 


r[z, 9, 2,9, 9, 9(@)] =, 


und zwar fragt es sich hier, ob der Ausdruck z der Gleichung (1) in anderen 
Fällen genügen kann, als wenn (x) eine Konstante ist. 

Führt man auf x die durch (1) angegebenen Operationen aus, so 
bleibt nach einer Reduktion, die sich darauf gründet, daß x in dem ange- 
gebenen Falle die Gleichung (1) befriedigt, nur zurück: 


dpdpods 
eine Gleichung, die in drei zerfällt: 


dn du Wr | al 
8 a me [186 
Ist erstens dr: dp gleich Null, so kommt p in der Gleichung: m = 0 gar 
nicht vor, und also läßt sich dieselbe auf die lineare Form: 


Ag D(z, Yy, 2) 


bringen; diesen Fall haben wir aber vorläufig ausgeschlossen. Die Glei- 
chungen dn:do = (0 und do: dx = 0 sagen beziehungsweise aus, daß x 
die Größe nicht enthält, und daß @ eine Konstante ist, und somit ist 
meine anfängliche Behauptung teilweise erwiesen. 
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Wir gehen nun zu dem Falle über, daß: F = 0 eine lineare partielle 
Differentialgleichung ist. Es gibt alsdann zweifach unendlich viele Cha- 
rakteristiken, und es ist leicht, zu erkennen, daß dieselben gerade Linien 
sein müssen, wenn die fragliche Eigenschaft eintreten soll. Betrachten 
wir nämlich einen Punkt p, die durch denselben gehende Charakteristik c 
und endlich eine variable, unendlich nahe Charakteristik c’. Es ist klar, 
daß die Tangentenebene der entsprechenden Integralfläche im Punkte p 
mit c’ variiert; es soll aber diese Ebene die Kurve c in diesem Punkte 
oskulieren, und also muß c die Eigenschaft besitzen, daß ihren Punkten 
eine unbestimmte Oskulationsebene entspricht. Dieses ist aber nur bei 
der geraden Linie der Fall. 

Die obenstehenden Resultate lassen sich folgendermaßen zusammen- 
fassen: 

Es gibt zwei distinkte Klassen von partiellen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung, deren Charakteristiken 
Haupttangentenkurven auf den Integralflächen sind. 

Die eine besteht aus den linearen Differentialgleichungen, 
deren geradlinige Charakteristiken eine Kongruenz bilden. 

Die zweite Klasse entspricht den Plückerschen Linien- 
komplexen, in dem Sinne, daß die Charakteristiken einer 
solchen Differentialgleichung von den Geraden eines Kom- 
plexes umhüllt werden. Alsdann kommt die Aufgabe der In- 
tegration darauf hinaus: die allgemeinste Fläche zu finden, 
deren zweifach unendlich viele Haupttangenten des einen 
Systems einem gegebenen Linienkomplexe angehören. 

Den Inbegriff dieser beiden Klassen bezeichnen wir mit 
dem Symbole D,.- 


$ 14. Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung, deren [187 
Charakteristiken Krümmungslinien auf den Integralflächen sind. 


37. Wir wissen, daß unsere Kugelabbildung die Elemente einer 
Fläche f in die Elemente einer Fläche F überführt. Es wird hierbei offenbar 
ein paarweises Zusammengehören zwischen allen Kurven der beiden 
Flächen festgestellt, und zwar entsprechen sich insbesondere die Haupt- 
tangentenkurven auf f und die Krümmungslinien auf F. Hieraus folgt, 
daß zwei Flächen f, und f,, die einander nach einer Haupttangentenkurve 
berühren, im allgemeinen in Flächen F, und F, übergehen, die in dem- 
selben gegenseitigen Verhältnisse längs einer Krümmungslinie stehen. 
Dieser Satz erleidet jedoch eine wichtige Ausnahme, die freilich im folgen- 
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den nicht in Betracht kommt, und um alles möglichst klarzustellen, 
gehe ich hierauf etwas näher ein.t) 

Nach $5, Nr. 14 wissen wir, daß, wenn die beiden Räume r und R 
durch ein Gleichungssystem: 


FILE VIERTE HLAÄT DO 


reziprok auf einander bezogen sind, so bildet ein Flächenelement des 
einen Raumes, welches einen elementaren Komplexkegel berührt, sich 
im anderen Raume als ein ähnliches Element ab. Nun gibt es offenbar im 
allgemeinen in jedem Raume vierfach unendlich viele Elemente von 
dieser ausgezeichneten Lage. Wenn aber die elementaren Komplexkegel 
des Raumes r ebene Strahlbüschel sind, so gibt es in r nur dreifach un- 
endlich viele solche Elemente — ich bezeichne sie mit dem Buchstaben e — 
welche den vierfach unendlich vielen, ausgezeichneten Elementen E 
des Raumes R entsprechen. Einem Elemente e entsprechen als- 
dann einfach unendlich viele Elemente E. | 

Das ist insbesondere der Fall bei unserer Kugelabbildung. Durch 
jeden Punkt in r geht nur ein ausgezeichnetes Element, dasjenige nämlich, 
welches dem betreffenden Punkte durch den linearen Komplex: H = 0 
zugeordnet wird. Andererseits sind die ausgezeichneten Elemente E die- 
jenigen, welche der Gleichung: 


1+P +0 =0 [188 


genügen, hier vorausgesetzt, daß P und Q wie früher die partiellen Deri- 
vierten von Z hinsichtlich X und Y bezeichnen. Wie eine geometrische 
Betrachtung zeigt, sind es die einfach unendlich vielen Elemente 
E, die sich an eine Gerade von der Länge Null anschließen, 
welche demselben Elemente e des Raumes r entsprechen. 


38. Nach den obenstehenden Entwickelungen können wir den folgen- 
den Satz aussprechen: | 

Wenn zwei Flächen f, und f, einander nach einer Haupt- 
tangentenkurve berühren, und die Tangenten dieser Kurve 
nıcht dem linearen Komplexe: H =0 angehören, so berüh- 
ren die Bildflächen F, und F, einander nach einer Krüm- 
mungslinie. In dem ausgeschlossenen Falle gehören alle Tan- 
genten der Flächen f, und f,, die durch einen Punkt der ge- 
meinsamen Haupttangentenkurve gehen, dem Komplexe: 





1) Die folgende Diskussion hätte richtiger ihren Platz im ersten Teile ge- 
funden. 
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H=0 an, und alsdann kann man nur schließen, daß die 
Bildflächen F, und F, in eine gemeinsame Developpable, 
welche den unendlich entfernten imaginären Kreis enthält, 
eingeschrieben sind ($25, Nr. 69, b). 

Berücksichtigt man indessen, daß es keine partielle Differentialglei- 
chung gibt, deren krummlinige Charakteristiken sämtlich von Geraden 
des linearen Komplexes: H = 0 umhüllt werden, so läßt sich schließen 
($5, Nr. 13), daß unsere Kugelabbildung eine jede D,, in eine partielle 
Differentialgleichung, deren Charakteristiken Krümmungslinien sind, 
überführt. Andererseits erhalten wir in dieser Weise alle Differential- 
gleicehungen von dieser Eigenschaft, weil der folgende Satz nach dem 
Obenstehenden ohne Ausnahme gilt: 


Zwei Flächen F, und F,, die einander nach einer Krümmungslinie 
berühren, geben in r Bildflächen, die sich nach einer gemeinsamen Haupt- 
tangentenkurve berühren. 


Es gehen also die im vorangehenden Paragraphen erhaltenen Re- 
sultate in die folgenden über. 


Es gibt zwei distinkte Klassen partieller Differential- 
gleichungen erster Ordnung, deren Charakteristiken Krüm- 
mungslinien auf den Integralflächen sind. 


Die Gleichungen der ersten Klasse können dadurch cha- 
rakterisiert werden, daß sie als vollständiges Integral den 
Inbegriff von zweifach unendlich vielen Kugeln — eine [189 
Kugelkongruenz — gestatten. Das allgemeine Integral wird 
also von Röhrenflächen gebildet, und hierbei sind deren 
kreisförmige Krümmungslinien Charakteristiken. 


Die zweite Klasse entspricht den Kugelkomplexen. Die 
Aufgabe, eine solche Differentialgleichung zu integrieren, 
kommt geometrisch darauf hinaus: die allgemeinste Fläche 
zu finden, deren zweifach unendlich viele Hauptkugeln des 
einen Systems einem gegebenen Komplexe angehören. 


Den Inbegriff dieser beiden Klassen werde ich mit dem 
Symbole D,, bezeichnen. 


39. In seinem Werke: Partielle Differentialgleichungen, 8.127 
bis 129, stellt Herr du Bois-Reymond die Aufgabe, die wir eben er- 
ledigt haben. Er macht darauf aufmerksam, daß, wenn die Charakteristiken 
Krümmungslinien sind, dieses auch mit den Trajektorien der Fall ist. 
Alsdann schneiden aber Charakteristiken und Trajektorien einander ortho- 
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gonal, und dadurch wird das besprochene Problem ($ 13, Nr. 35) darauf 
zurückgeführt, die partielle Differentialgleichung: 


dFrdF dF dF dFrfdF dF dF 
rer earretre 
dFf_ dF dF 
aa 

zu integrieren. Herr du Bois-Reymond führt diese Integration in einigen 
einfachen Fällen aus, und äußert dabei die Vermutung, daß auch der all- 
gemeine Fall keine erheblichen analytischen Schwierigkeiten bieten 
würde. Sei damit, wie es will. Jedenfalls scheint mir die obenstehende 
Lösung interessant. 

Hier mag auch die Bemerkung ihren Platz finden, daß, wenn zwei 
Flächen f, und f, mit einander eine Berührung n-ter Ordnung nach einer 
Haupttangentenkurve haben, so stehen die Bildflächen im allgemeinen 
in demselben gegenseitigen Verhältnisse längs einer Krümmungjlinie. 
Demzufolge wird eine partielle Differentialgleichung n-ter Ordnung, 
deren Charakteristiken des einen Systems Haupttangentenkurven auf den 
Integralflächen sind, durch unsere Kugelabbildung in eine Gleichung 
derselben Ordnung übergeführt, deren Charakteristiken des einen Sy- 
stems Krümmungslinien sind. 


$ 15. Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung, deren 
Charakteristiken geodätische Kurven auf den Integralflächen sind. 


40. Die Entwickelungen dieses Paragraphen gründen sich auf [190 
den bekannten Satz: Wenn zwei Flächen I und U mit einander eine Be- 
rührung n-ter Ordnung nach einer Krümmungslinie haben, so stehen 
ihre Zentraflächen C, und C,„ in demselben gegenseitigen Verhältnisse 
hinsichtlich einer gemeinsamen geodätischen Kurve. 

Betrachtet man nun einerseits die Integralflächen I einer D,, und 
unter denselben die Flächen U eines vollständigen Integrals, anderer- 
seits die zugehörigen Zentraflächen C, und C'„, so sieht man leicht ($5, 
Nr. 13), daß die Flächen (C, einer partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung D,, genügen, deren Oharakteristiken geodätische Kurven sind, 
und hierbei bilden die Flächen C, ein vollständiges Integral. 

Allgemeiner können wir sagen, daß den Integralflächen einer par- 
tiellen Differentialgleichung n-ter Ordnung D,„,, deren Charakteristiken 
des einen Systems Krümmungslinien sind, Zentraflächen entsprechen, 
welche einer Differentialgleichung derselben Ordnung D,„, genügen, und 
zwar sind die Charakteristiken des einen Systems geodätische Kurven. 
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Nach dem Obenstehenden entspricht jeder D,, eine Dif- 
ferentialgleichung, deren Charakteristiken geodätische Kur- 
ven sind; das Umgekehrte ist dagegen nicht wahr, und dem- 
zufolge sind die D„s nicht die einzigen partiellen Diffe- 
rentialgleiehungen, welche die Eigenschaft besitzen, daß 
ihre Charakteristiken geodätische Kurven sind. 


41. Wir werden die allgemeine Form der Gleichungen D,, bestimmen 
und ferner zeigen, daß jeder D,, eine Schar von Flächen: 


FiX,.Y, 2) =H = Üonst. 


entspricht, welche eine jede Integralfläche nach äquidistan- 
ten Kurven schneidet; hierbei sind die zugehörigen Ortho- 
gonalkurven die Charakteristiken der betreffenden Fläche. 

Sei denn gegeben im Raume r ein beliebiger Linienkomplex und in R 
der entsprechende Kugelkomplex, die sich beide durch eine Gleichung: 


IX,vVZ m -0 


darstellen lassen; hierbei muß man X, Y,Z,H einerseits als Linien- 
koordinaten ($ 9, Nr. 24) hinsichtlich vier paarweise in Involution liegen- 
der linearer Komplexe, andererseits als Kugelkoordinaten auffassen. [191 

Indem wir nun den Mittelpunkt (X, Y,Z) einer beliebigen 
Kugel (X, Y,Z,H) des besprochenen Kugelkomplexes als das 
Bild der Geraden (X, Y,Z,H) auffassen, erhalten wir eine 
Abbildung des Linienkomplexes F(X, Y,Z,H) =0 im Punkt- 
raume R, bei welcher einer jeden Komplexlinie ein bestimmter Punkt 
entspricht, während es eine Anzahl Komplexgerade gibt, die sich als der- 
selbe Punkt abbilden — soviele nämlich, wie der Grad der Gleichung 
F(X,Y,Z,H) =0 hinsichtlich H beträgt. Den Komplexlinien, die 
durch einen Punkt gehen, entsprechen die Punkte einer Kurve C, und 
es ist einleuchtend, daß alle C einen Kurvenkomplex bilden, der 
zu unserem Linienkomplexe in der reziproken Beziehung 
steht, die wir im ersten Abschnitte betrachtet haben. 

Setzt man ($ 9, Nr. 22, (18)) in die Gleichungen einer Geraden: 


z=7°—0, s2=y—o 
die Werte:!) BI Far. den dassy, 
o=-4Z+H, r=-1IZrH 





1) In den Formeln der Paragraphen 8 und 9 kann man immer A, B und A 
durch 1 ersetzen. 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 11 
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ein, so bestimmen die hervorgehenden Relationen: 
— (ZFH)z =22r — (X +ıY), 
X —1Y)2=2y—(Z +H), 


in denen man H als die durch F(X, Y,Z, H) =0 bestimmte Funktion 
von X, Y,Z auffaßt, die eben besprochene Abbildung der beiden Räume. 
Indem man nun ($3, Nr. 6) hinsichtlich X, Y, Z differentiiert: 


— (dZ + dB) = la aa). 
(X Ne = - 240, 


und zwischen diesen beiden und den ursprünglichen Gleichungen z, y, 2 
eliminiert, erhält man die Differentialgleichung des Kurvenkom- 


plexes in R: 
dX? +dY?+dZ?+(tdH)? =0, 


oder, wie man auch schreiben kann: 
dX?2+dY?+dZ?=dH, 


eine Gleichung, deren geometrische Bedeutung ist, daß [19 
die beiden Kugeln (X, Y,Z,H) und (X +A4X,Y+AY,Z+J4Z, 
H-+AH) einander berühren, daß also die entsprechenden Ge- 
raden einander schneiden. 

Die elementaren Komplexkegel: 


dH dH dH 2 
dX? + dY? +42 = (7x 4X + gydY + 77 42) 


berühren, wie ihre Gleichung zeigt, den unendlich weit entfernten, ima- 
ginären Kreis in den beiden Durchschnittspunkten desselben mit der 
Ebene: 


GH 0... 0 H dH 


und also sind sie Umdrehungskegel, deren Achse die Richtungskoeffi- 
zienten dH: dX, dH: dY, dH: dZ besitzt. Wir erhalten somit die 
folgende übersichtliche Vorstellung von diesem Kurvenkomplexe: 

Die elementaren Komplexkegel, deren Scheitel auf einer 
beliebigen Fläche aus der Schar: H = Const. liegen, sind Um- 
drehungskegel, deren Achse die entsprechende Normale der 
genannten Fläche ist. Die Winkelöffnung dieser Kegel 
variiert, wie die Gleichung: dX? +dY?+dZ?=dH? zeigt, ın 
soleher Weise, daß die unendlich nahen Flächen: H =C und: 
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H=(0+A4C auf den Erzeugenden dieser Kegel Segmente 
von derselben Größe abschneiden. 

Man betrachte nun eine beliebige auf H = gelegene Kurve K 
und die den Punkten derselben zugehörigen elementaren Komplexkegel, 
deren infinitesimale Durchschnittskurven mit der Fläche H = Ü + AC 
eine Umhüllungskurve K’ bestimmen; bekanntlich gehört der zwischen K 
und K’ gelegene Flächenstreifen einer Integralfläche an. Durch Wieder- 
holung dieser Operation findet man auf den sukzessiven Flächen H = C 
eine Schar von Kurven K, deren Inbegriff eine Integralfläche bildet, und 
es folgt aus dem Obenstehenden, daß alle K äquidistante Kurven sind. 
Nun stehen immer die Tangente einer K und die Achse des zugehörigen 
Komplexkegels senkrecht auf einander, und also berührt dieser Kegel die 
betreffende Integralfläche nach einer Richtung, die ebenso die Tangente 
von K orthogonal schneidet. DieCharakteristikenunddieKurvenK 
bilden, wie früher behauptet, ein Orthogonalsystem. Die 
Kurven K sind aber äquidistant, und also finden wir den Satz wieder, [193 
daß die Charakteristiken einer D,; geodätische Kurven auf den Integral- 
flächen sind. 

Um die der Differentialgleichung: 


& 'dH „ dH dH 2 
W=4X:+47° +42 — (7zdX +7ydY + a a2) BR, 


zugehörige partielle Differentialgleichung zu bestimmen, muß man aus 
den Gleichungen: | 


dw _ 
d(dX) 


dW dW 


er, Karel, any 


die Größen dX,dY,dZ eliminieren, und hierbei findet man als allge- 
meine Form der partiellen Differentialgleichungen D;:: 





er + lo Vera. 


vorausgesetzt, daß H eine beliebige, bekannte Funktion von 
X, Y,Z bezeichnet. 

Aus unseren früheren Entwickelungen ($5, Nr.14) folgt, daß die 
Integration einer D,, auf die Bestimmung der Haupttangentenkurven des 
entsprechenden Linienkomplexes zurückgeführt werden kann. Die be- 
treffenden Charakteristiken sind ja reziproke Kurven hinsichtlich der 
Abbildungsgleichungen: 


—- (ZFH)z=-22r — (X +ıY), 
X-iN)z2=-2y—(Z+H); 





2 3 ie 
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wenn man also die allgemeine Gleichung des einen Kurvensystems kennt, 
so findet man diejenige des anderen durch Differentiation und Elimina- 
tion. 

Die partiellen Differentialgleichungen D,,, Dis, Dis (oder 
allgemeiner Dy„1, Dag; Das) bilden äquivalente Probleme, weil 
immer drei Aufgaben dieser drei Klassen derart zusammen- 
gehören, daß sie gegenseitig in einander transformiert wer- 
den können. 


816. Über Linienkomplexe, welche infinitesimale lineare Trans- 
formationen in sich selbst besitzen.!) 


42. Linienkomplexe, die sich durch eine Gleichung von der [194 


Form: 
Pi, LER 


darstellen lassen, bilden sich als die Kugeln ab, deren Mittelpunkte auf 
der Fläche: F (X, Y, Z) = 0 liegen. Dieser Kugelkomplex wird nun offen- 
bar durch eine beliebige Paralleltransformation oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, durch eine infinitesimale solche in sich selbst über- 
geführt, und also können wir nach $12, Nr.33 den Linienkomplex: 
F(X,Y,Z) =0 dadurch charakterisieren, daß er eine infinitesimale 
Transformation von der Form: 


1-2, habtasz+tb Y=yrez td 


gestattet. Nun ist es bekannt, daß die Aufgabe, die allgemeinste Fläche zu 
finden, deren Krümmungszentra des einen Systems auf einer gegebenen 
Fläche liegen, darauf hinauskommt, die geodätischen Kurven dieser Fläche 
zu finden. Unsere früheren Theorien geben also den folgenden interessanten 
Satz: 

Die Bestimmung der Haupttangentenkurven des Linien- 
komplexes F(X,Y,Z) =0 und die Auffindung der geodäti- 
schen Kurven auf der Fläche F (X, Y,Z) =0 sind äquivalente 
Probleme. 

Es ist zu bemerken, daß der Grad des Linienkomplexes gleich der 
Ordnung der Fläche ist; während aber die Fläche eine beliebige ist, muß 
der Komplex die besprochene infinitesimale Transformation in sich selbst 
besitzen. 





1) Cfr. Sur une certaine famille de courbes et de surfaces par Klein 
et Lie. Comptes rendus 1870. Über vertauschbarelineare Transformationen. 
Math. Ann. 1871. [Hier Abh. VI und XIV.] 
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Unter den linearen Tangentialkomplexen des Kugelkomplexes: 
F(X,Y,Z) = 0 betrachte ich den folgenden: 


dr, 


(Z HR, Zo) =(, 

dessen Kugeln eine Tangentialebene der Fläche: F (X, Y,Z) = 0 ortho- 
gonal schneiden ($ 9, Nr. 24). Eine beliebige Paralleltransformation führt 
sowohl den gegebenen Komplex wie den Tangentialkomplex in sich selbst 
über, und also sehen wir, daß diese Komplexe einander ın einfach unendlich 
vielen gemeinsamen Kugeln berühren. Der Komplex: F(X,Y,Z) =0 
läßt sieh infolgedessen als Enveloppengebilde von zweifach unendlich 
vielen linearen Komplexen auffassen. Wenden wir uns zu den Linien- 
vorstellungen, so können wir den entsprechenden Linienkomplex [195 
definieren als Enveloppengebilde von zweifach unendlich vielen linearen 
Komplexen, die mit einem gegebenen linearen Komplexe H = 0 in In- 
volution liegen und überdies eine gemeinsame Gerade (die Fundamental- 
gerade des Raumes r) enthalten (cfr. $ 9, Nr. 24). 

Zweifach unendlich viele lineare Komplexe, die mit 
einem gegebenen in Involution liegen und überdies eine 
Gerade dieses letzten Komplexes enthalten, umhüllen einen 
Linienkomplex, dessen Haupttangentenkurven sich dadurch 
bestimmen lassen, daß man die geodätischen Kurven einer 
gewissen Fläche aufsucht. 

Im nächsten Abschnitte werde ich auf den Inhalt dieser Nummer 
zurückkommen. 


43. Durch die Entwickelungen der vorangehenden Nummer wird man 
darauf geführt, sich die Frage zu stellen, ob sich die Bestimmung der 
Haupttangentenkurven immer vereinfachen läßt, wenn der betreffende 
Linienkomplex eine infinitesimale lineare Transformation gestattet. Die 
Antwort liegt unmittelbar in den obengenannten Arbeiten von Herrn 
Klein und mir. Wir haben nämlich überhaupt die Aufmerksamkeit darauf 
gerichtet, daß, wenn bei einem Gebilde eine infinitesimale Transformation 
bekannt ist, so läßt sich die Bestimmung von anderen Gebilden, die mit 
dem gegebenen in einer durch die betreffende Transformation unzerstör- 
baren Beziehung stehen, im allgeminen durch passende Koordinatenwahl 
vereinfachen. 

Hierbei muß man diejenigen Kurven anwenden, die den geometrischen 
Ort bilden für die infinitesimalen Wege, welche alle Punkte des Raumes 
während der besprochenen Transformation beschreiben. Setzen wir ins- 
besondere voraus, daß die bekannte Transformation eine lineare ist, so 
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werden diese Kurven eben die von Herrn Klein und mir unter der Be- 
zeichnung Raumkurven W untersuchten. Man ordne die betreffenden, 
zweifach unendlich vielen Kurven W auf zwei Weisen zusammen in 


Flächenscharen: 
U ee. 


Es geht alsdann jede Fläche U, oder U, durch die zugehörige Trans- 
formation in sich über. Man wähle ferner eine dritte Schar: die- [196 


jenigen Flächen: 
v=& 


nämlich, die aus einer beliebig gewählten durch kontinuierliche Anwendung 
der betreffenden Transformation hervorgehen, und hierbei soll C der Para- 
meter der Transformation sein. 

Führt man nun U,, U, und V als Punktkoordinaten ein, so nimmt bei- 
spielsweise die Gleichung einer jeden Fläche, die jene Transformation ge- 


stattet, die Form an: 
F(U,,D,) =0. 


Ebenso kann eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung, deren 
Inbegriff von elementaren Komplexkegeln ungeändert bleibt, folgender- 
maßen geschrieben werden: 


r(O,, u, Sa 


dU,’ dU, 


was bekanntlich ein Schritt vorwärts ist. Dieses ist insbesondere der 
Fall bei der D,, eines Linienkomplexes, der selbst ungeändert bleibt. 
Betrachten wir zum Beispiel die vier paarweise in Involution liegenden 
linearen Komplexe: (X =0),(Y =0), (Z=0), (H = 0) und einen Linien- 
komplex, dessen Gleichung die folgende ist: 


so ist es einleuchtend, daß eine jede Transformation unter den unendlich 
vielen: 
X] mX,, Ta are mY,, Zı = mZ,, H, = mFH, 


unseren Komplex in sich überführt, und also nimmt die zugehörige D,ı 
dıe obenstehende Form an. 

Hierher gehört, wie im nächsten Abschnitte gezeigt werden soll, ein 
Komplex zweiten Grades mit 17 Konstanten. Die Komplexe zweiten 
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Grades mit 18 und 19 Konstanten gestatten keine infinitesimale, lineare 
Transformation.!) 


44. Ebenso ist es für die Untersuchung von räumlichen Gebilden, [197 
welche zwei infinitesimale und permutable lineare Transformationen ge- 
statten, vorteilhaft, eine besondere Koordinatenwahl zu treffen. Erstens 
nimmt man die einfach unendlich vielen Flächen: 


VA, 


die durch unsere Transformationen ungeändert bleiben. Man wähle ferner 
zwei distinkte infinitesimale Transformationen , y aus unserem ge- 
schlossenen Systeme und endlich zwei Flächen B, und C,. Durch konti- 
nuierliche Anwendung der Transformation ß auf B, und y auf C, erhält 
man zwei Flächenscharen: 


Denn. 


und hier sollen B und © Transformationskonstanten bezeichnen. Wählt 
man nun V, U, und U, zu Punktkoordinaten, so nimmt die D,, eines 
Linienkomplexes, der bei unseren Transformationen ungeändert bleibt, 


die Form an: De 
| iv 
FU, au au) 9. 
Die Integration dieser Gleichung läßt sich bekanntlich auf eine Quadratur 
zurückführen. 


Wir treffen somit eine Klasse von Komplexen, deren Haupttangenten- 
kurven wir bestimmen können. Hierher gehört zum Beispiel der Komplex 
zweiten Grades, dessen Singularitätenfläche in zwei Flächen zweiten 
Grades zerfallen ist. 


$ 17. Trajektorienkreis. Trajektorienkurve. 


45. Sei gegeben ein Linienkomplex: F (X, Y,Z, H) =0 und eine 
Gerade desselben (X,, Yo, Zo, Ho). Nach Plücker gibt es einfach unend- 
lich viele lineare Komplexe, welche F (X, Y,Z, H) = 0 in der gegebenen 
Komplexlinie berühren, und alle diese Tangentialkomplexe haben mit dem 
gegebenen Komplexe diejenigen Geraden desselben gemeinsam, welche der 





1) Der Linienkomplex F(X :H, Y:H,Z:H)= 0 läßt sich auch definieren 
als Enveloppengebilde von zweifach unendlich vielen linearen Komplexen, die mit 
zwei gegebenen linearen Komplexen in Involution liegen, und zwar müssen diese 
beiden Komplexe in derselben Beziehung zu einander stehen. 
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Geraden (Xy, Yo; Zo, Ho) unendlich nahe sind und zugleich dieselbe 
schneiden. In unserer Koordinatenbestimmung ist einer dieser Tangential- 
komplexe ausgezeichnet, der folgende nämlich: 
iz, (4 — 2). : [198 
Dieses überträgt sich alles auf den Kugelkomplex F(X, Y,Z,H) =. 
Jetzt sind es diejenigen Kugeln dieses Komplexes, welche der gegebenen 
Kugel (X,, Yo; Zu; H,) zugleich unendlich nahe sind und sie berühren, 
welche allen Tangentialkomplexen angehören. Setzt man in der Gleichung 
unseres ausgezeichneten Tangentialkomplexes: 
dH, RA 
H—H= ax, X %0) H av, (7 Yo)+ dz, (Z— 2.) 
H gleich Null, so findet man bekanntlich ($ 9, Nr. 24) den geometrischen 
Ort der Berührungspunkte zwischen unendlich nahen Kugeln dieses 


linearen Komplexes. Es folgt hieraus, daß die Kugel (X,, Yo Zo, Ho) 
des Komplexes: F (X, Y,Z,H) =0 iin Punkten des Kreises: 


X —X)?+(Y —- Y)?+ (2 — 2)? = Ho, 


von unendlich nahen Kugeln desselben Komplexes berührt 
wird. Dieser Kreis befindet sich offenbar auf dem elementaren Komplex- 
kegel: 


(X IR X,) F [2 Yo)? 7 (Z Ko Zo)° Be 
dH, 


R Hs dH, 
vo KU Rs 


dH, 2 
X-X)+gy(Y-Y)+7z 2-2]: 


Erinnert man sich nun der geometrischen Bedeutung ($ 14, Nr. 38) 
einer Djs, so sieht man, daß eine jede Integralfläche!) unseres Kugel- 
komplexes, welche (X,, Yo;Zo, H,) als Hauptkugel besitzt, von der- 
selben in einem Punkte P des besprochenen Kreises berührt 
wird, und zwar behaupte ich, daß die zugehörige Tangente PT 
dieses Kreises jedesmal die entsprechende Trajektorien- 
richtung ist. 


Die Gerade PO —O ist der Mittelpunkt unserer Kugel — berührt 





1) Die Integralflächen einer D,, oder D,, bezeichne ich zuweilen der Kürze 
wegen als Integralflächen des zugehörigen Linien- oder Kugelkomplexes. 
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nämlich in O eine auf der Zentrafläche unserer Integralfläche gelegene 
geodätische Kurve, deren Tangenten die Integralfläche in den [199 
Punkten einer Charakteristik (Krümmungslinie) treffen. Bezeichnet nun 
P’ einen von diesen Punkten, der P unendlich nahe liegt, so oskuliert die 
Ebene OPP’ die besprochene geodätische 
Kurve inO, und steht infolgedessen senkrecht 
auf der Ebene OPT, die zugleich den elemen- 
taren Komplexkegel: 

(X er X)? T (Y Er: Yo)? us (Z — Z?= 

dH 


d Y, (Y | Yo) vr 








nach der Geraden OP und die Zentrafläche 
im PunkteO berührt. Die elementare Linie P P’, also die eine Krümmungs- 
richtung, schneidet PT orthogonal — PT ist die Trajektorienrichtung. 
Den besprochenen Kreis, der in Untersuchungen über Kugel- 
komplexe eine fundamentale Rolle spielen wird, nenne ich 
den Trajektorienkreis der Kugel (X,, Yo; Zu; H)- 

Eine sinnliche Vorstellung des Problemes, eine gegebene D,, zu 
integrieren, erhält man folgendermaßen. Eine jede partielle Differen- 
tialgleichung erster Ordnung: 


Fr (2, Y, 2, P,9) — N 


scheidet aus den fünffach unendlich vielen Flächenelementen des Raumes 
vierfach unendlich viele aus. Die einer D,, entsprechenden Flächenelemente 
verteilen sich insbesondere auf dreifach unendlich viele Scharen, deren 
jede von einfach unendlich vielen Elementen gebildet ist, die auf einer 
Kugel des gegebenen Komplexes liegen und sich an den Trajektorienkreis 
derselben anschließen. 

Hier mag die Bemerkung ihren Platz finden, daß man aus der Glei- 
chung eines Kugelkomplexes: H = F(X, Y,Z) folgendermaßen die Diffe- 
rentialgleichung zwischen X, Y,Z,dX,dY,dZ finden kann, welche die 
Trajektorien der zugehörigen D,, befriedigen. Aus den beiden Gleichungen 
des Trajektorienkreises: 


U=-(X + (7 -Y+ ZZ HR = 0, 


X—X)t+sy(Y-Y)+gz@-2)=0 
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und den re ee 


dl AU HERZ-E, 


dV ı x 


eliminiert man X,, Yo, Z,, und so geht die gewünschte Gleichung [200 
hervor. 

Um endlich die partielle Differentialgleichung D,, selbst aus der 
Gleichung des Kugelkomplexes zu finden, könnte man in folgender Weise 
vorgehen. Der Trajektorienkreis genügt der Gleichung: 


dH, 
VO H+ZR—X)+ 


ferner gelten für die Flächenelemente unserer Kugel, die sich an diesen 
Kreis anschließen, welche somit der Gleichung D,, genügen, die folgenden 
Relationen: 











x HP H,Q FA 
2) X- A, = ——— , Y— Yı= ——— , ZZ, = ——t—. 
N " yI+P+Q " ViI+R+Q " ViFP+o 
Bei Einsetzung dieser Werte in 4 findet man: 


vi+P+@ ne 


wo 














ix es 


und in diese Gleichung muß man für X,, Yo, Z, die aus (2) genommenen 
Werte dieser Größen einsetzen, ausgedrückt durch X, Y,Z, P und ®. 

In den letzten analytischen Entwickelungen dachten wir uns immer 
H, als eine gegebene Funktion von X,, Yo; Zo- 


46. Unter den elementaren Komplexkegeln einer D,,, deren Scheitel 
in einer Ebene liegen, gibt es einfach unendlich viele, welche diese Ebene 
berühren. Der Ort der betreffenden Scheitel ist eine Kurve c, deren Tan- 
gente (als Trajektorienrichtung) jedesmal senkrecht steht auf der Be- 
rührungsrichtung des entsprechenden Komplexkegels (der Richtung der 
Charakteristik). Die Kurve c ließe sich auch definieren als geometrischer 
Ort aller Flächenelemente unserer Ebene, welche der ge- 
gebenen D,, genügen. 

Man könnte ebenso alle elementaren Komplexkegel, deren Scheitel 
auf einer beliebigen Kugel liegen, betrachten und den Ort der Punkte 
suchen, deren zugehörige Kegel die Kugel berühren. 

Ich behaupte, daß auch jetzt die Tangente dieser Kurve und 
die entsprechende Berührungsrichtung des Kegels ortho- 
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gonal sind. Zum Beweis ist nur erforderlich, eine Transformation durch 
reziproke Radien auszuführen, in solcher Weise nämlich, daß die Kugel 
in eine Ebene, der Kugelkomplex in einen neuen Kugelkomplex [201 
übergeht. Die besprochene Kurvenennen wir die Trajektorienkurve unserer 
Kugel, und es ist klar, wenn die Kugel dem Komplexe angehört, daß dann 
die Trajektorienkurve in den Trajektorienkreis und eine zweite Kurve zer- 
fällt. Wir können auch sagen, daß die Trajektorienkurve einer Kugel 
der geometrische Ort für alle Flächenelemente derselben ist, 
welche der gegebenen D,, genügen. 

Wenn die Kugel infinitesimal wird, so umhüllen diejenigen Flächen- 
elemente derselben, die sich an die Trajektorienkurve anschließen, den 
betreffenden elementaren Komplexkegel. 

Der Kegel, dessen Spitze im Zentrum einer beliebigen Kugel liegt 
und welcher die Trajektorienkurve derselben enthält, geht, wenn die Kugel 
infinitesimal wird, in den entsprechenden Normalenkegel über. Denkt 
man sich beispielsweise, daß man eine D,, kennt, deren sämtliche Trajek- 
torienkurven Kreise sind, so läßt sich schließen, daß alle Normalenkegel 
und also zugleich alle elementaren Komplexkegel Umdrehungskegel 
sind. Alsdann hat unsere D,, die folgende Form: 


MIPRISIPRKTZDPEFIKLTDIOHFRITD-0. 





Über einige partielle Differentialgleiehungen zweiter Ordnung. 


Partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung teilen sich bekannt- 
lich in zwei Gruppen, da durch jeden Punkt einer Integralfläche entweder 
nur eine oder auch zwei Charakteristiken gehen können. Unter den Glei- 
chungen der ersten Gruppe betrachte ich diejenigen, deren Charakteristi- 
ken Haupttangentenkurven oder Krümmungslinien sind. Diese Glei- 
chungen haben die folgende Form: 


(D,,) r+2Fs+F2t=0, 
Ds) HH - NF-F - pe l+ArVI+P@+Q.F+ 
PIEREER-O, 





Ebenso betrachte ich unter den Gleichungen der zweiten Gruppe die- 
jenigen, deren beide Scharen von Charakteristiken Haupttangentenkurven 
oder Krümmungslinien sind. Die Form derselben ist: 


(Er. > rt = Pl(2,y,2;9,9); [202 


(D/,) N ET OR 
pq pq 
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Die vier obenstehenden Gleichungen sind, wie man sieht, Spezial- 
fälle der bekannten Differentialgleichung: 


(1) (rt —s)+Ar+Bs+Ct+D=0. 


Man weiß, daß Gleichungen von dieser Art zuweilen ein oder zwei all- 
gemeine erste Integrale besitzen, und es existiert sogar eine allgemeine 
Methode, um zu entscheiden, ob dies bei einer gegebenen Gleichung der 
Fall ist. Dagegen hat man sich, so viel ich wüßte, nicht damit beschäftigt, 
die allgemeinste Form der Gleichungen (1) anzugeben, welche ein erstes 
Integral oder zwei allgemeine erste Integrale besitzen. Es ist mir gelungen, 
diese Bestimmung für die Gleichungen D,, , Das, D5, , D;, durchzuführen, 
und ich möchte sogleich hervorheben, daß die Lösung dieser Fragen eine 
sehr einfache Form erhält, wenn man die Begriffe Linienkomplex, Linien- 
kongruenz, Kugelkomplex und Kugelkongruenz anwendet. 


$ 18. Partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, deren Integral- 
flächen nur eine Schar von Charakteristiken enthalten, und zwar 
solche, welche Haupttangentenkurven oder Krümmungslinien sind. 


47. Zunächst bestimme ich die allgemeine Form aller partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung, deren Integralflächen nur eine 
Schar von Charakteristiken enthalten, und zwar die Haupttangenten- 
kurven des einen Systems der betreffenden Fläche. Bezeichnet: 


Fi, 43,9, Ed 


die allgemeine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung und ferner, 
wie gewöhnlich, R, S, T die partiellen Derivierten von F hinsichtlich r, s 
und t£, so ist bekanntlich: 


Ray? — Sdaydz + Tax? = 0 
die Differentialgleichung der beiden Scharen von Charakteristiken. 
Andererseits bestimmt: 

rdz2? + 2sdzdy + tdy? = 0 [203 
die Richtungen der beiden Haupttangenten, und also drückt: 
(1) Rr+Ss+Tti=0 
die Forderung aus, daß die beiden Charakteristiken überall hinsichtlich der 


entsprechenden Haupttangenten harmonische Lage haben sollen. Es be- 
sagt ferner: 


(2) ART—S=0, 
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daß die beiden Charakteristiken immer zusammenfallen. Gilt also sowohl 
(1) als (2), so fallen die beiden Richtungen der Charakteristiken überall mit 
der einen Haupttangente zusammen, und das war unsere ursprüngliche 


Forderung. 
Die Gleichung (1) zeigt, daß F die Form: 


F(e, 442,0, —) =D 


besitzt, und nennen wir hier der Kürze wegen beiläufigr:s und t:s 

o und r, so geht (2) in die folgende über: 
dFdF dF dF\2 

(8) nr entin: 


eine Gleichung, die sich nach den allgemeinen Methoden integrieren läßt. 
Man findet so als allgemeine Form der Gleichungen D,,.: 


r+2Ns+Nt=0j) 


und hierbei genügt die Richtung der Charakteristik der Gleichung: 
ay _ 
de N(e, Y,2,P; q)- 


Aus dem Obenstehenden folgt, daß eine jede D,, der ana- 
lytische Ausdruck des folgenden Problems ist: die allge- 
meinste Fläche zu finden, deren Haupttangenten des einen 
Systems nach einem gegebenen Gesetze durch die Lage des 
entsprechenden Flächenelements (x, y,2, pP, g) bestimmt wer- 
den. 


48. Es ist bekannt, daß, wenn eine Differentialgleichung: 
(1) ar +bs +cei+d=0 
ein partikuläres erstes Integral: 
(2) u= 0 


besitzt, so sind auf einer Fläche, welche (2) und also auch (1) genügt, [204 
die Charakteristiken hinsichtlich (2) zugleich Charakteristiken des einen 
Systems hinsichtlich (1). Es folgt hieraus ($ 13), daß, wenn eine D,, 
ein erstes Integral: v=0 zugibt, so muß dasselbe eine D,ı 





1) Das singuläre Integral der Gleichung (3) gibt die bekannte Differential- 


leichung: 
® ® rtt—2=(, 


Dieselbe besitzt bekanntlich ein allgemeines erstes Integral. 
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sein, und hierbei muß man sich erinnern, daß es zwei distinkte Klassen 
D;ı gibt. 

Wir wissen, daß eine D,, oder die äquivalente Gleichung dy : de =N 
jedem Flächenelemente eine Richtung zuordnet. Betrachten wir nun die 
Elemente einer Ebene, so bildet offenbar die kontinuierliche Aufeinander- 
folge dieser Richtungen eine Kurvenschar c, die in diesem Paragraphen 
eine wichtige Rolle spielen wird. 

Man denke sich, daß unserer D,, als partikuläres Integral eine D,, 
entspricht, und zwar eine, deren Charakteristiken die Geraden einer 
Kongruenz sind. In jeder Ebene des Raumes liegen einige Gerade dieser 
Kongruenz, und offenbar müssen dieselben in der dieser Ebene zugehörigen 
Kurvenschar c enthalten sein. 

Man setze andererseits voraus, daß unsere D,, als partikuläres Inte- 
gral eine D,,, welche einem Linienkomplexe entspricht, zugibt. In einer 
beliebigen Ebene liegen einfach unendlich viele Komplexlinien, welche 
eine Kurve K umhüllen. Es ist einleuchtend, daß K eine von den Kurven c 
dieser Ebene sein muß. 

Einfach unendlich viele Linienkomplexe bestimmen in jeder Ebene 
des Raumes eine Schar von Komplexkurven K. Man wähle, was immer 
möglich ist, die Funktion N in solcher Weise, daß diese Kurven K eben 
die zugeordneten Kurven c sind. Alsdann erhält man eine D,,, die ein 
erstes Integral mit [einer] arbiträren Konstanten besitzt. 

Es ist andererseits leicht zu erkennen, daß eine D,, höchstens einfach 
unendlich viele erste Integrale von dieser Art besitzen kann. Man betrachte 
nämlich in einer beliebigen Ebene unter den einfach unendlich vielen Kur- 
ven c eine bestimmte, ferner eine Tangente g derselben und endlich eine 
zweite Ebene E’, welche ebenfalls die Gerade g enthält. In E’ liegen ein- 
fach unendlich viele Kurven c’, und unter denselben wähle man eine, welche 
9 berührt. In dieser Weise kann man nun unbegrenzt weitergehen, [205 
und wir finden somit, daß eine gewählte Kurve ce zur Konstruktion des 
betreffenden Linienkomplexes hinreicht, vorausgesetzt natürlich, daß 
diese Konstruktion möglich ist. Meine Behauptung ist also erwiesen: 

Soll eine Gleichung von der Form: r+2Ns + N?t=0 ein 
erstes Integral besitzen, welches keine lineare partielle 
Differentialgleichung ist, so kann dasselbe zwar eine arbi- 
träre Konstante, dagegen keine arbiträre Funktion ent- 
halten. 

49. Wenn die Kurven ce krumme Linien sind, so können nur erste 
Integrale von der eben besprochenen Art auftreten. Sind dagegen alle c 
gerade Linien, so existiert zuweilen ein allgemeines erstes Integral. Dies 
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ist der Fall, wenn die allen Ebenen zugeordneten Geradenscharen einen 
Komplex und nicht den Inbegriff von allen Geraden des Raumes bilden. 
Alsdann ist jede in dem betreffenden Komplexe enthaltene Linienfläche 
eine Integralfläche, und demzufolge entspricht jeder, diesem Komplexe 
angehörigen Kongruenz eine D,,, die ein erstes Integral darstellt.!) 

Soll die Gleichung: r+2Ns+ N?2ti=0 ein allgemeines 
erstes Integral besitzen, so muß sich die gewöhnliche Diffe- 
rentialgleichung zwischen x und y: 


d 
7 N@,y,pa+gy+k,p,g) 
in der Form: SSEERE TI) 


integrieren lassen, und überdies muß zwischen den vier 
Linienkoordinaten der Geraden: 


y=-nı+f[(a, z2=px+qy+k 


eine Relation stattfinden. Der hierdurch definierte Linien- 

komplex bestimmt nach dem Obenstehenden sowohl ein all- 

gemeines erstes Integral, wie das allgemeine zweite [206 

Integral mit zwei arbiträren Funktionen. In diesem Falle 

existiert nach $3, Nr.9 zugleich ein singuläres erstes Inte- 

gral, die unserem Linienkomplexe zugehörige D,, nämlich. 
Wenn endlich die Differentialgleichung: 


da ey pa tgqy+k,p.g 


eine Anzahl partikuläre Lösungen von der Form: y= xx + ß zugibt, und 
ferner zwei Relationen stattfinden zwischen den Linienkoordinaten der 
(reraden: a) RA 

so besitzt die gegebene D,, als partikuläres Integral die der hervorgehenden 
Linienkongruenz zugehörige D;;. 


50. Alles, was wir über Gleichungen D,, gefunden haben, überträgt 


sich nun unmittelbar auf Differentialgleichungen D,,. Wir beschränken 
uns auf das folgende: 





1) Man sagt gewöhnlich, glaube ich, daß, wenn die Integralflächen einer 
Gleichung: 
ea Art—s)+ BBtCs+ DIL E=0 


nur eine Schar von Charakteristiken enthalten, höchstens ein allgemeines erstes 
Integral existiert. Dieses ist nicht korrekt. Beispielsweise besitzt die einem 
Linienkomplexe zugehörige D/, unbegrenzt viele allgemeine erste 
Integrale, die wesentlich verschieden sind. 
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Eine jede Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren 
Integralflächen nur eine Schar von Charakteristiken ent- 
halten, und zwar solche, welche Krümmunsslinien sind, läßt 
sich als analytischer Ausdruck des folgenden Problems auf- 
fassen: die allgemeinste Fläche zu finden, deren Haupt- 
krümmungsradius des einen Systems von der Lage des 
Flächenelements nach einem gegebenen Gesetze abhängt. 

Wir schließen hieraus, daß die Gleichung der Hauptkrümmungs- 
radien: 


(rt 8°) R—[(1+ PP) —2pgs+ +) r]VI+ pP+@.R+(1+p°+P)?=0, 
vorausgesetzt, daß man in derselben R als eine beliebig gegebene Funk- 
tion von (&, Y, 2, p, q) auffaßt, eben die allgemeine Form einer D,, ist. 

Wenn eine D,, dreifach unendlich viele Kugeln als parti- 
kuläre Integrale besitzt, dann und nur dann existiert ein 
allgemeines erstes Integral. Dasselbe entspricht den in dem 
besprochenen Kugelkomplexe enthaltenen Kugelkongruen- 
zen. Die dem Komplexe zugehörige D,, ist ein singuläres 
erstes Integral. / 

Endlich möchte ich ausdrücklich aussprechen — was freilich in dem 
Obenstehenden implizite liegt —, daß jeder Linien- oder Kugelkomplex 
eine D,, oder D,, bestimmt, welche ein allgemeines erstes Integral be- 
sitzt. 


819. Über partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, deren [207 
Integralflächen zwei Scharen von Charakteristiken, und zwar 
eben die Krümmungslinien enthalten. 


51. Herr du Bois-Reymond findet!), daß die allgemeinste partielle 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren beide, und zwar distinkte, 
Scharen von Charakteristiken Krümmungslinien auf den Integralflächen 
sind, die folgende ist: 


(1) (Ss +(Es-N)F=0. 


Man überzeugt sich leicht, daß sich diese Gleichung auch folgendermaßen 
schreiben läßt: 


(2) pt-— A+MJP+ + IE - A+Mrf+ 
+[1+P9)s — par] =0, 


1) Partielle Differentialgleichungen, S. 130. 
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vorausgesetzt, daß f wie F eine willkürliche Funktion von (z, Y, 2, P, q) 
bezeichnet. Wenn man aber in (2) f durch d,y ersetzt, so erhält man eben 
die Differentialgleichung der Krümmungslinien einer Fläche, und also 
können wir sagen: 

Eine jede D, läßt sich als analytischer Ausdruck des 
folgenden Problems auffassen: die allgemeinste Fläche zu 
finden, deren Krümmungsrichtungen nach irgend einem ge- 
gebenen Gesetze durch die Lage des entsprechenden Flächen- 
elements bestimmt sind. 


Man bemerke wohl, daß eine jede D,, in der eben angegebenen Be- 
deutung jedem Flächenelemente zwei orthogonale Richtungen zuordnet. 
Betrachtet man nun alle Elemente einer Fläche, so bildet die kontinuier- 
liche Aufeinanderfolge der zugeordneten Richtungen zwei orthogonale 
Kurvenscharen, die ich mit den Symbolen s und o bezeichnen werde. 
Eine Integralfläche unserer D,, läßt sich dadurch charakterisieren, daß die 
zugeordneten Kurven s und o eben Krümmungslinien der Fläche sind. Im 
folgenden werden die einer beliebigen Kugel zugehörigen 
Kurven s und o eine wichtige Rolle spielen. 


52. Aus der Form der Differentialgleichungen D);, ($ 18, Nr. 48) folgt, 
daß, wenn eine solche Gleichung ein partikuläres erstes Inte- 
gral besitzt, so muß dasselbe eine D,, sein, und hierbei hat 
man sich zu erinnern, daß es zwei distinkte Klassen D,, gibt. 


Setzen wir zunächst voraus, daß unser erstes Integral D,, einer |208 
Kugelkongruenz entspricht. Eine jede Kugel dieser Kongruenz wırd 
von den unendlich nahen Kugeln derselben Kongruenz nach einfach 
unendlich vielen Kreisen geschnitten, und offenbar bilden diese Schnitt- 
linien in Verbindung mit den zugehörigen Orthogonalkurven das un- 
serer Kugel durch die gegebene D,, zugeordnete Orthogonalsystem (s, 0). 


Es ist leicht zu erkennen, daß es D,, gibt, welche einfach unendlich 
viele partikuläre Integrale von dieser Art besitzen. Man denke sich näm- 
lich einfach unendlich viele Kugelkongruenzen und auf jeder Kugel einer 
solchen Kongruenz die besprochenen Kreise mit den zugehörigen Ortho- 
gonalkurven. Es werden in dieser Weise jedem Flächenelemente des 
Raumes zwei orthogonale Richtungen zugeordnet, und es ist klar, daß 
die D,,, welche eben diese Zuordnung bestimmt, durch die gegebenen 
einfach unendlich vielen D,, befriedigt wird. 


Wir setzen nun die Existenz eines allgemeinen ersten Integrals von 
dieser Art: 
u—f(v) =0 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 12 
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‘voraus, wobei wir der Bequemlichkeit wegen Linienvorstellungen an- 
wenden werden. Es bezeichnet alsdann jede der Gleichungen: 


u = Const., v = ÜOonst. 


einfach unendlich viele lineare Differentialgleichungen D,,, deren zuge- 
hörige Linienkongruenzen jedesmal einen Komplex bilden, und zwar 
werden wir erstens den Fall erledigen, daß die beiden Kongruenzscharen 
demselben Komplexe angehören. 

Ein in dem allgemeinen Integrale enthaltenes partikuläres: u —f,(v) =0 
ordnet jedem Werte von u einen entsprechenden Wert von v zu: (Uy, ©); 
(Ur, %)s + 5 (Un, %n). Nun repräsentiert sowohl u, als v„ eine dem Kom- 
plexe angehörige Kongruenzt), und also stellt die Gruppe (u,„, v„) eine [209 
in dem Komplexe enthaltene Linienfläche dar; demzufolge ıst auch: 
u — fu(v) = 0 eine lineare D,,, deren zugehörige Linienkongruenz unserem 
Komplexe angehört. Die Integralflächen der Differentialgleichungen: 
u —f(v) = 0 sind somit Linienflächen des Komplexes. Es ıst aber nach 
$18, Nr. 49 die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche 
diese Flächen befriedigen, eine D,, und nicht eine D,,. 

Seien nun die beiden Komplexe (u) und (v) verschieden. Es enthalten 
alsdann im allgemeinen zwei Kongruenzen u, und v, nur eine endliche 
Anzahl gemeinsame Gerade, und also durchziehen die gemeinsamen 
Elemente der Differentialgleichungen «u, und v, den ganzen Raum. Wir 
können somit sagen, daß die Gruppe (u,, v,) Jedem Punkte ein Flächen- 
element zuordnet. Man erhält zweifach unendlich viele solche Zuordnungen, 
und, wenn man unter denselben nach einem beliebigen Gesetze einfach 
unendlich viele auswählt, so werden jedem Punkte einfach unendlich viele 
Elemente zugeordnet, und zwar muß die hierdurch definierte partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung eine lineare D,, sein. Da nun der 
Inbegriff dieser D,, ein allgemeines erstes Integral bilden soll, so muß 
jede Zuordnung zu unbegrenzt vielen D,, gehören können, und demzufolge 
muß dieselbe durch einen linearen Komplex vermittelt sein; dieser Linien- 
komplex ist nämlich der einzige, der die Eigenschaft besitzt, daß die 
dureh einen Punkt gehenden Geraden ein ebenes Büschel bilden. Den 
zweifach unendlich vielen Zuordnungen entsprechen somit zweifach 
unendlich viele lineare Komplexe, und zur Existenz eines allgemeinen 





1) Man hat sich zu erinnern, daß jede partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung vierfach unendlich viele Flächenelemente bestimmt. Einer linearen D,, 
entsprechen insbesondere Elemente, die sich auf zweifach unendlich viele Gruppen 
verteilen; die Elemente jeder Gruppe schließen sich an eine Gerade der zugehörigen 
Linienkongruenz an. 
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ersten Integrals ist notwendig, daß jedesmal einfach unendlich viele dieser 
Komplexe, die beliebig gewählt sind, eine Kongruenz gemein haben, daß 
ferner diese Kongruenz mit der Komplexschar varıiert. Dieses ist aber 
absurd. ' 

Fine D,, gestattet niemals als allgemeines erstes Inte- 
gral lineare Differentialgleichungen D,,. 

Fine D,, gestattet niemals als allgemeines erstes Integral 
Differentialgleichungen D,,, welche Kugelkongruenzen ent- 
sprechen. 


53. Setzen wir nun voraus, daß eine gegebene D,, als partikuläres [210 
erstes Integral eine D,, zugibt, die einem Kugelkomplexe entspricht, 
und betrachten wir eine Kugel dieses Komplexes. Es ist nach $ 17, Nr. 45 
klar, daß der entsprechende Trajektorienkreis sich unter den 
dieser Kugel dureh die gegebene D,, zugeordneten Kurven 
(s, o) befindet. Existieren einfach unendlich viele Integrale dieser Art, 
so muß, weil einfach unendlich viele Kugelkomplexe alle Kugeln des 
Raumes umfassen, das einer beliebigen Kugel zugeordnete Orthogonal- 
system (s, o) einen oder einige Kreise enthalten. 

Soll endlich ein allgemeines erstes Integral dieser Art existieren, so 
wären a priori zwei Fälle denkbar. Unter den einer Kugel zugeordneten Kur- 
ven (s, 0) befinden sich entweder nur eine endliche Anzahl oder auch unend- 
lich viele Kreise. Ich werde beweisen, daß der erste Fall unmöglich ist. 

Setzen wir denselben voraus. Bezeichnet alsdann: 7 =F(X, Y,Z) 
einen Kugelkomplex, dessen zugehörige D,, ein erstes Integral ist, so liegt 
der Trajektorienkreis einer Kugel dieses Komplexes in der Ebene ($ 17, 
Nr. 45): 





5 dH, 
FY)+S 2-2). 


Andererseits läßt sich die Gleichung dieser Ebene auch folgender- 
maßen schreiben: 


—H,=fF,(X =) TB,ir X) +2 —2,), 


und hierbei bezeichnen F,,F,,F, Funktionen von X,, Yo; Zo; H,, die 
nach dem Obenstehenden durch die gegebene D,, bestimmt sind. Es gelten 
also die Gleichungen: 


dH, 


dH, dH, 
ar: 


EERE 


P;; F3, #2, ja8s F;, 
die — vorausgesetzt, daß sie nicht kontradiktorisch sind — ein Integral 
mit arbiträrer Konstanten gestatten. 


12* 
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Wenn eine D,, ein allgemeines erstes Integral gestatten 
soll, so muß das einer beliebigen Kugel zugeordnete Ortho- 
gonalsystem (s, o) aus einer Schar von Kreisen und den zu- 
gehörigen Orthogonalkurven bestehen. 

Soll eine D,, zwei allgemeine erste Integrale besitzen, so 
muß das einer beliebigen Kugel zugeordnete Orthogonal- [211 
system (s, o) aus zwei Kreisscharen bestehen. Es gehen als- 
dann, nach einer Bemerkung des Herrn Bonnet, die Kreise 
jeder Schar durch zwei feste Punkte. 

Es ist in jedem gegebenen Falle leicht, zu verifizieren, ob diese Be- 
dingungen erfüllt sind. Ich muß hier zufügen, daß ich die Frage, ob die 
obenstehenden notwendigen Forderungen auch hinreichend sind, nicht 
entschieden habe. Da es mir jedoch, wie ich später zeigen werde, gelungen 
ist, die allgemeinste D,, anzugeben, welche ein oder zwei allgemeine erste 
Integrale besitzt, so scheint mir diese Frage von untergeordneter Be- 
deutung. 


„ 


$ 20. Über einige Gleichungen D/, und D/,. 


54. Um nicht im folgenden die Darstellung abbrechen zu müssen, 
schicke ich hier einige Entwickelungen voraus, auf welche ich mich später 
mehrmals stützen werde. 


Die Gleichung: 
F{X, I, ZB =0 


definiert, wenn 4 ein Parameter ist, X, Y,Z, H Linien- oder Kugel- 
koordinaten bezeichnen, einfach unendlich viele Komplexe, die linear 
sein sollen. Denselben entspricht in gewöhnlicher Bedeutung des Wortes 
ein Enveloppengebilde A, dessen Gleichung man findet, wenn man 
zwischen F = 0 und dF : dA = 0 die Größe 4 eliminiert. 

Um eine geometrische Vorstellung von der dem Komplexe A zuge- 
hörigen D,, oder D,, zu erhalten, kann man die folgenden Betrachtungen 
anstellen. 

Ein Linienkomplex ordnet im allgemeinen jedem Punkte des Raumes 
einfach unendlich viele Flächenelemente zu, die den betreffenden Kom- 
plexkegel umhüllen. Eine Ausnahme macht nur der lineare Komplex, 
dessen Gerade bekanntlich dreifach unendlich viele ebene Büschel bilden. 
Dagegen ordnet der Inbegriff von einfach unendlich vielen linearen Kom- 
plexen jedem Punkte einfach unendlich viele Elemente zu, und zwar um- 
hüllen dieselben, wie eine einfache Überlegung zeigen wird, jedesmal den 
Komplexkegel des Enveloppenkomplexes. Zwei konsekutive lineare [212 
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Komplexe schneiden einander nämlich nach einer linearen Kongruenz, 
und dem zufolge läßt sich der Enveloppenkomplex A auffassen als ge- 
bildet von einer Schar Kongruenzen, aus denen immer zwei konsekutive 
demselben Komplexe angehören. Betrachtet man nun insbesondere unter 
den Geraden von A solche, die durch einen Punkt gehen, so ist klar, daß 
zwei unendlich nahe unter denselben jedesmal einem von den gegebenen 
linearen Komplexen angehören, und also ist meine Behauptung er- 
wiesen. 

Andererseits wissen wir, daß die vierfach unendlich vielen Flächen- 
elemente einer D,, sich an die dreifach unendlich vielen Trajektorienkreise 
($ 17, Nr.45) anschließen. Nun schneiden die Kugeln eines linearen 
Komplexes die zugehörige Fundamentalsphäre S ($9, Nr. 24) unter 
konstantem Winkel und zwar jedesmal nach den Trajektorienkreisen. Es 
gibt alsdann nur dreifach unendlich viele ausgezeichnete Flächenelemente, 
die sich in zweifach unendlich viele elementare Umdrehungskegel von 
derselben Winkelöffnung zusammenfassen lassen, und hierbei liegen die 
Kegelspitzen auf S, ferner sind die Kegelachsen Radien dieser Sphäre. 
Betrachten wir nun einfach unendlich viele lineare Kugel- 
komplexe, so liegen also auf jeder der zugehörigen Funda- 
mentalsphären die Spitzen von zweifach unendlich vielen 
Umdrehungskegeln, und der Inbegriff aller dieser Kegel gibt 
die geometrische Definition der dem Enveloppenkomplexe 
zugehörigen D;5». 

Es ist auch bemerkenswert, daß eine jede solche D,, der analytische 
Ausdruck des folgenden Problems ist: alle Flächen zu finden, die 
eine Schar von Kugeln unter gegebenen Winkeln schneiden; 
hierbei sind die Schnittkurven Krümmungslinien des einen Systems. 

Die elementaren Kegel unserer D,, sind im allgemeinen, haben wir 
gesagt, Umdrehungskegel, und also besitzen diese Gleichungen die fol- 
gende Form: 





Fyi+P+@+Fop+rfga+ F=0; 


hier bezeichnen alle F Funktionen von &, y, 2, die indessen gewisse Rela- 
tionen befriedigen müssen. Wir werden später beweisen ($ 21, Nr. 58), daß, 
wenn eine D,, ein allgemeines erstes Integral besitzt, so gehören die [213 
betreffenden Differentialgleichungen erster Ordnung zu der hier be- 
sprochenen Kategorie. 

Wir setzen nun voraus, daß die gegebenen einfach unendlich vielen 
linearen Komplexe € mit dem linearen Komplexe H = 0 in Involution 
liegen. Jeder © wird alsdann bekanntlich von den Orthogonalkugeln einer 
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gegebenen Sphäre gebildet, und also degenerieren alle elementaren Um- 
drehungskegel in Ebenenbüschel. Die dem Enveloppenkomplexe zuge- 
hörige D,, ist somit eine lineare partielle Differentialgleichung, deren zwei- 
fach unendlich viele Charakteristiken die gegebenen Fundamentalsphären 
orthogonal schneiden. Eine solche Gleichung entspricht dem von Herrn 
Bonnet gelösten Probleme: alle Flächen zu finden, welche einfach un- 
endlich viele gegebene Kugeln orthogonal schneiden.t) 


55. Wir fordern, daß in der Gleichung einer D,,: 
N) pe-A+ASPF+A+Pt- Ar rFHLA+ Pp)s—pqr) =0 


{nur die Variabeln x und y enthält, und suchen dabei die 
allgemeinste Form dieser Größe, für welehe unsere D,, zwei 
allgemeine erste Integrale zugibt. 

Die Differentialgleichung der Chärakteristiken des einen Systems: 

I = fie, y) 
besitzt ein Integral mit [einer] arbiträren Konstanten: @ (x, y) = Const., 
welches eine Schar Zylinder darstellt, und nach $19, Nr. 51 ist es klar, 
daß die Gleichung (1) alle Flächen bestimmt, deren Krümmungslinien | 214 
des einen Systems auf diesen Zylindern liegen. 

Das einer beliebigen Kugel ($ 19, Nr. 51) zugeordnete Orthogonal- 
system (s, o) wird nun offenbar von den Durchschnittskurven mit den 
Zylindern: @ = Const. in Verbindung mit den zugehörigen Orthogonal- 
kurven gebildet. Es muß aber nach $ 19, Nr. 53 das System (s, 0) aus zwei 
Kreisscharen bestehen. Unsere Zylinder müssen also eine jede Kugel und 
also zugleich eine jede Ebene nach Kreisen schneiden, und demzufolge 
sind sie selbst Ebenen. Ferner müssen die Kreise der beiden Scharen s und o 
jedesmal durch zwei feste Punkte gehen, und also enthalten die Ebenen: 





1) Es ist bemerkenswert, daß es sonst keine linearen D,, gibt. 

Betrachten wir nämlich zweifach unendlich viele Kurven c, die, nach einem 
arbiträren Gesetze zu Flächen zusammengefaßt, immer Krümmunsgslinien derselben 
sind, und ferner das simultane System: 


dz _ _dy _dz 

A ET 
dessen Integrale eben die Kurven c bestimmen. Es läßt sich beweisen, daß Xdz 
+ Ydy+ Zdz=0 der Integrabilitätsbedingung genügt, daß also die Kurven c 
eine Flächenschar S orthogonal schneiden. Nun bilden einfach unendlich viele c 
immer eine Fläche, die eine jede S orthogonal schneidet, und zwar nach einer gemein- 
samen Krümmungslinie beider Flächen. Hieraus folgt, daß eine jede auf S gelegene 
Kurve eine Krümmungslinie derselben ist, daß also alle S Kugeln sind. 
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9 = Const. eine gemeinsame Achse. Wir werden somit auf das von 
Joachimsthal gelöste Problem geführt: alle Flächen zu fin- 
den, deren Krümmungslinien des einen Systems In einem 
Ebenenbüschel liegen. 

Joachimsthal hat gezeigt, daß in diesem Falle zwei allgemeine 
erste Integrale existieren, und wir werden finden, daß dieselben zu der ın 
der letzten Nummer besprochenen Kategorie gehören. 

Man ordne jeder Ebene des Büschels : = Const. nach einem be- 
liebigen Gesetze einen Winkel zu und betrachte alle linearen Kugel- 
komplexe, deren Kugeln jedesmal eine Ebene @ unter dem betreffenden 
Winkel schneiden. Dem Enveloppenkomplexe entspricht eine D,,, die 
nach Nr. 54 ein erstes Integral ist. 

Man betrachte andererseits einfach unendlich viele Sphären, deren 
Mittelpunkte auf der Achse des Ebenenbüschels liegen. Es ist geometrisch 
evident, daß die Kurven, welche diese Sphären orthogonal schneiden, in 
den Ebenen g liegen, und also ist die lineare D,,, deren Charakteristiken 
(Nr. 54, Schluß) diese Kurven sind, ein erstes Integral. 

Es ist leicht zu sehen, daß jedes der beiden allgemeinen ersten Inte- 
grale in einer gewissen Beziehung zu zweifach unendlich vielen linearen 
Komplexen steht. Wenn L, + AL, = 0 alle Ebenen des Büschels  dar- 
stellt, so definiert die Gleichung: 


L,n,+/L,+uHf=0, 


in welcher A und u Parameter bezeichnen, die zweifach unendlich vielen 
Komplexe, deren Kugeln jedesmal eine Ebene p unter konstantem [215 
Winkel schneiden, deren Punktkugeln also in dieser Ebene liegen. Alle 
diese Komplexe bilden eine dreigliedrige Gruppe!) und enthalten also 
einfach unendlich viele gemeinsame Kugeln, nämlich die Punkt- 
kugeln der Achse des Ebenenbüschels: 


vet 2a. BE0. 


Andererseits gibt es zweifach unendlich viele Sphären, deren Mittel- 
punkte auf der Achse: L, = 0, L, = O liegen. Die zugehörigen Orthogonal- 
kugeln bilden zweifach unendlich viele lineare Komplexe, welche die 
Ebenen @ als gemeinsame Kugeln enthalten. Auch hier treffen 
wir somit eine dreigliedrige Gruppe. 

Die Beziehung zwischen den beiden Gruppen wird vielleicht noch 
anschaulicher, wenn wir zum Linienraume r übergehen, und uns dabeı 
erinnern, daß einer Geraden in R, aufgefaßt einmal als Punktgebilde, 


1) Plücker, Neue Geometrie (1868—69), S. 112. 
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das andere Mal als Ebenengebilde, im Raume r die beiden Geradenscharen 
eines Hyperboloids entsprechen. Unsere beiden dreigliedrigen 
Gruppen von linearen Komplexen stehen also in der Bezie- 
hung, daß die gemeinsamen Geraden der einen Gruppe eine 
Fläche zweiten Grades bilden, deren Erzeugende des zweiten 
Systems allen Komplexen der anderen Gruppe angehören. 
Solche Gruppen werde ich als konjugiert bezeichnen.!) 

Die Joachimsthalsche Theorie gibt somit die folgenden für die 
(Geometrie der Komplexe bemerkenswerten Resultate: 

Es seien gegeben zwei konjugierte dreigliedrige Gruppen 
linearer Komplexe. Man wähle in jeder Gruppe einfach un- 
endlich viele und suche die beiden zugehörigen Enveloppen- 
komplexe; denselben entsprechen zwei partielle Differential- 
gleichungen D,, (oder Dj), welche immer einfach unendlich 
viele gemeinsame Integrale besitzen. Alle D,, der einen [216 
Gruppe bilden das allgemeine erste Integral einer D,, 
welche noch ein allgemeines erstes Integral zugibt, und 
zwar steht dieses in derselben Beziehung zu der zweiten 
Gruppe. 

Wählt man in der einen Gruppe die Komplexe eines Büschels, so 
degeneriert der Enveloppenkomplex in eine lineare Kongruenz.?) Die 
zugehörige lineare D,, ist natürlich ein partikuläres erstes Integral, und 
offenbar findet man in jedem allgemeinen ersten Integrale zweifach un- 
endlich viele solche. 

Der obenstehende Satz über gemeinsame Integrale zeigt insbesondere, 
daß, wenn man aus jedem allgemeinen Integrale eine lineare D,, nimmt, 
dieselben einfach unendlich viele gemeinsame Integralflächen besitzen, 
und dieses ist a priori geometrisch evident; unsere beiden linearen D,, 





1) Seien (x, = 0), (%=0), ..., (£ = 0) Herrn Kleins sechs Fundamental- 
komplexe (Zur Theorie ..., Math. Annalen, Bd. II, S. 198). Die beiden Gruppen: 
+0 +ß=0), (u +Yy2+62%—=0) stehen in der hier besprochenen 
Beziehung. Ein Komplex der ersten Gruppe liegt nach Herrn Kleins Ausdruck 
immer in Involution mit einem jeden Komplexe der zweiten Gruppe. Klein, Die 
allgemeine lineare Transformation der Linienkoordinaten, Nr. 5. 

2) Die Gruppe: & + x2,+ ßzx, = 0 enthält zweifach unendlich viele solche 
lineare Kongruenzen K, deren Direktrizen auf der zugehörigen Fläche zweiten 
Grades liegen. Ebenso bestimmt: 2, +Yy2,+ 62,—= 0 zweifach unendlich viele 
lineare Kongruenzen K’, deren Direktrizen der zweiten Erzeugung der besprochenen 
Fläche angehören. Zwei Kongruenzen K und K’ stehen somit immer in der Be- 
ziehung, daß die beiden Direktrizenpaare ein räumliches Vierseit bilden. Zwei 
solehe Kongruenzen liegen, werde ich sagen, in Involution. 
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entsprechen ja nämlich linearen Kongruenzen, deren Direktrizenpaare ein 
räumliches Vierseit bilden, und es gibt bekanntlich einfach unendlich viele 
Flächen zweiten Grades, die ein solches enthalten. 


56. Der Fall, daß in der Gleichung einer D);: 
Pt -A+AI PA - Ar NT + 
+ [1 + 9%)s — pr] = 0 


{nur p und q enthält, daß also die Richtungen der Krümmungslinien 
jedesmal nur von der Richtung des Flächenelements abhängen, ent- 
spricht dem bekannten Probleme: alle Flächen zu finden, die eine 
gegebene sphärische Abbildung besitzen. Das Orthogonalsystem 
(s, o) einer beliebigen Kugel ist jetzt mit dem gegebenen sphärischen Bilde, 
auf diese Kugel übergeführt, identisch, und also ergeben unsere früheren 
Resultate (Nr. 53) den folgenden Satz: 

Die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, die 
alle Flächen von einer gegebenen sphärischen Abbildung 
definiert, kann nur unter der Voraussetzung ein allgemeines 
erstes Integral gestatten, daß jene Abbildung aus einer [217 
Schar von Kreisen und den zugehörigen Orthogonalkurven 
besteht; zwei allgemeine erste Integrale können nur auf- 
treten, wenn auch diese letzten Kurven Kreise sind.) 

Herr Bonnet hat gezeigt, daß in den angegebenen Fällen ein be- 
ziehungsweise zwei allgemeine erste Integrale existieren, und wir werden 
nun dieselben etwas näher untersuchen. 

Wir betrachten die Ebene eines Kreises, der dem gegebenen sphäri- 
schen Bilde angehört, und ferner alle Kugeln, welche diese Ebene unter 
demselben Winkel wie die Bildkugel schneiden. Auf den hervorgehenden 
linearen Kugelkomplex führen wir alle möglichen Translationen aus und 
_ erhalten so einfach unendlich viele Komplexe. Indem wir in derselben 
Weise mit allen Kreisen des sphärischen Bildes verfahren, bekommen wir 
zweifach unendlich viele lineare Kugelkomplexe C, und es ist 
einleuchtend, daß, wenn man unter denselben nach einem beliebigen Ge- 
setze einfach unendlich viele auswählt, so entspricht dem Enveloppen- 
komplexe eine D,,, die ein erstes Integral ist. 

Wir setzen nun insbesondere voraus, daß die sphärische Abbildung 
aus zwei Kreisscharen besteht, und betrachten die durch zwei feste Punkte 
p, und p, gehenden Kreise der einen Schar, die offenbar Trajektorienkreise 





1) Es ließe sich sogar sehr leicht beweisen, daß auch partikuläre Integrale nur 
in den angegebenen Fällen existieren. 


186 XI. Über eine Klasse geometrischer Transformationen. Christ. Forh. 1871 


sind für alle Komplexe C, welche unsere Bildkugel Q enthalten. Diese 
Komplexe haben außer Q alle Punktkugeln der Geraden p,p, gemein; sie 
enthalten also zugleich die hierdurch bestimmte lineare Kongruenz und 
bilden ein Büschel, dessen Gleichung sei: 


L,+Al, =). 


Gibt man nun 7 einen bestimmten Wert und versteht unter u eine Kon- 
stante, so ist 


() L+Al,+n=0 


die Gleichung eines Komplexes, in den der gewählte durch eine Translation 
übergeführt wird. Wir finden somit, daß die Komplexe € eine dreigliedrige, 
durch (1) dargestellte, Gruppe bilden. Wir werden beweisen, daß diese 
Gruppe eine partikularisierte ist, und hierbei wird es vorteilhaft [218 
sein, Linienvorstellungen anzuwenden. Die Gleichungen 1, =0 und 
L, = 0 sınd hinsichtlich X, Y,Z, H linear, und somit ($ 9, Nr. 24) ent- 
halten die entsprechenden Linienkomplexe als gemeinsame Gerade die 
Fundamentalgerade des Raumes r. Ferner stellt: Const. = 0 alle Geraden 
dar, welche die letztgenannte Linie schneiden, und wir finden so, daß die 
gemeinsamen Geraden aller Komplexe (1) eine zerfallende Fläche 
zweiten Grades, das heißt, zwei ebene Büschel bilden. 

Die hier auftretenden Gebilde sind also ein Degenerationsfall von 
den in der vorangehenden Nummer untersuchten. Die beiden konju- 
gierten dreigliedrigen Gruppen werden jetzt durch zwei 
Punkte p,, f und zwei durch dieselben gehende Ebenen 
E,, E, bestimmt. Die Komplexe der einen Gruppe enthalten sämtlich 
die beiden Strahlenbüschel (p,, Ei), (Pa, Es); ebenso enthalten die Kom- 
plexe der zweiten Gruppe die Büschel (p,, E,), (Ps, £ı)- 

Die Bonnetsche Differentialgleichung zweiter Ordnung zur 
Bestimmung aller Flächen, deren sämtliche Krümmungs- 
linien eben sind, läßt sich als ein Degenerationsfall auffas- 
sen von der Joachimsthalschen, welche alle Flächen gibt, 
deren Krümmungslinien des einen Systems in einem ge- 
gebenen Ebenenbüschel liegen.!) 

57. Als letztes Beispiel betrachte ich die Aufgabe, alle Flächen zu fın- 
den, deren Krümmungslinien des einen Systems einer gegebenen Relation 


von der Form: 
71(2,9,2,4%, dy, a = 0 





1) Dieses steht keineswegs in Widerspruch mit dem von Herrn Bonnet ge- 
gebenen Satze, daß die betreffenden Integralflächen durch eine Transformation 
durch reziproke Radien in einander übergeführt werden können. 
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genügen. Zur Existenz von zwei allgemeinen ersten Integralen ist es, werde 
ich beweisen, notwendig und hinreichend, daß x hinsichtlich der Diffe- 
rentiale linear ist, daß ferner z = 0 integrabel ist, daß endlich die Integral- 
flächen dieser totalen Differentialgleichung eine Kugelschar: S, + 485, —=0 
sind. . 

Wir setzen die Existenz eines allgemeinen ersten Integrals: 


u—f() = 0 


voraus und betrachten für eine partikuläre Wahl der Funktion / den 
einem Punkte zugehörigen elementaren Komplexkegel, der ein [219 
Umdrehungskegel sein muß.t) Die konstanten Krümmungsriehtungen 
aller Flächenelemente, welche diesen Kegel umhüllen, sind die Berührungs- 
richtung des Elements mit dem Kegel und die zugehörige Orthogonal- 
richtung, und zwar ist es geometrisch evident, daß diese letzten Rich- 
tungen ein ebenes Büschel bilden, dessen Achse zugleich die 
Mittellinie des Umdrehungskegels ist. Die Gleichung: m = 0 ist 
also hinsichtlich dx, dy, dz linear, und ferner ist klar, daß alle elemen- 
taren Rotationskegel, die für eine verschiedene Wahl der arbiträren 
Funktion f einem gegebenen Punkte entsprechen, dieselbe 
Achse haben. 
Man betrachte nun zwei partikuläre Integrale: 


“-hW)=0, up) =0 


und zwei Integralflächen derselben I, und I,, welche eine gemeinsame, 
r = 0 befriedigende Kurve c enthalten. Alsdann ist e eine Krümmungs- 
linie auf den beiden Flächen, die sich infolgedessen unter konstantem 
Winkel schneiden. Für einen jeden Punkt der Kurve c ist aber der be- 
sprochene Winkel gleich der Differenz zwischen den Winkelöffnungen der 
beiden zugehörigen elementaren Umdrehungskegel, und also hat diese 
Differenz denselben Wert für alle Punkte unserer Kurve. 
Läßt sich nun z = 0 nicht integrieren, so kann man zwischen zwei be- 
liebigen Punkten des Raumes eine Kurve ziehen, welche 7 = 0 befriedigt, 
und in diesem Falle existiert also höchstens ein Integral mit einer arbi- 
trären Konstanten. 

Es bleibt der Fall zu untersuchen, daß x = 0 ein Integral: S (x, y, 2) = 
Const. besitzt. 

Das einer beliebigen Kugel zugeordnete Orthogonalsystem (s, o) besteht 
Jetzt aus den Durchschnittskurven mit allen Flächen S zusammen mit den 





1) Der Beweis dieser Behauptung liegt in den Schlußbemerkungen des Para- 
graphen 17. Vgl. auch Nr. 53. 
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zugehörigen Orthogonalkurven. Es ist aber die Kugel die einzige Fläche, 
welche eine beliebige Kugel nach Kreisen schneidet, und also sind die 
Flächen S, wie oben behauptet, Kugeln. Sollen ferner immer sowohl die 
Kurven s als o Kreise sein, die jedesmal durch zwei feste Punkte gehen, [220 
so müssen die Kugeln S unendlich viele Punkte gemein haben, das heißt, 
sie bilden ein Büschel: S +48’ =0. Wir werden also auf die Aufgabe 
geführt: alle Flächen zu finden, deren Krümmungslinien 
des einen Systems auf einem Büschel von Kugeln liegen, und 
bekanntlich führt eine Transformation durch reziproke Ra- 
dıen dieses Problem in das von Joachimsthal gelöste über. 


Nach Herrn Bonnet bestimmt unsere Aufgabe alle Flächen, deren 
sämtliche Krümmungslinien sphärische Kurven sind. 


$ 21. Bestimmung aller D,, und D,,, welche allgemeine erste Integrale 
besitzen. 


58. Es hat sich gezeigt, daß, wenn eine D,, ein allgemeines erstes 


Integral: 
ee EUER. 


zugibt, dasselbe zuweilen durch zweifach unendlich viele lineare Komplexe 
definiert werden kann, und ich behaupte, daß dieses immer der Fall 
ist. Der Beweis gründet sich darauf, daß ein jedes in dem allgemeinen 
Integrale enthaltenes partikuläres eine D,, (Nr. 52, 53) sein muß, und 
zwar eine, welche einem Linienkomplex — ich nenne denselben in der 
folgenden Entwickelung einen Integralkomplex — entspricht. 


Eine jede der Gleichungen: 
u = Const., v® = Const. 


bestimmt [nämlich] einfach unendlich viele solche Integralkomplexe, 
welche wir auf alle möglichen Weisen in Paare (u,, v,) zusammenfassen 
und dabei bemerken, daß eine beliebige Gruppe (u,, v,) jedem Punkte!) 
des Raumes ein oder einige Flächenelemente zuordnet — entsprechend 
den gemeinsamen Tangentenebenen von Komplexkegeln, welche dieselbe 





1) Die dreifach unendlich vielen gemeinsamen Flächenelemente zweier par- 
tieller Differentialgleichungen erster Ordnung brauchen nicht den ganzen Raum 
zu durchziehen; es ist nämlich möglich, daß zweifach unendlich viele elementare 
Komplexkegel zugleich beiden Gleichungen angehören. Dieser Fall kann hier nicht 
eintreten; zweifach unendlich viele Komplexkegel bestimmen nämlich einen Linien- 
komplex, und unsere D,, entsprechen ja Linienkomplexen. 
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Spitze haben. Wählt man unter den zweifach unendlich vielen [221 
Gruppen (u,, v,) nach einem beliebigen Gesetze einfach unendlich viele, 
so ordnet diese Gruppenschar jedem Punkte einfach unendlich viele Ele- 
mente zu, und zwar wissen wir, daß dieselben jedesmal den Komplexkegel 
eines Integralkomplexes umhüllen. 

Zwei konsekutive Gruppen (u,, d%,);, (Up+ap; Ya+a.) Ordnen jedem 
Punkte eine oder einige Richtungen zu, und dieselben gehören offenbar 
unbegrenzt vielen Integralkomplexen an. Es folgt hieraus, daß der geome- 
trische Ort der besprochenen dreifach unendlich vielen Richtungen eine 
Linienkongruenz sein muß, und esist nicht schwer, zu erkennen, daß 
wir, wenn (u,, d,) konstant bleibt, (uU,+ap> Ya+a.) dagegen varliert, allen 
Werten der Größe Au, : Av, entsprechend, einfach unendlich viele 
Kongruenzen erhalten, deren Inbegriff einen Komplex C bildet. Die 
Geraden dieses Komplexes, die durch einen Punkt gehen, 
liegen nun immer in einer Ebene, derjenigen nämlich, die durch 
die Gruppe (u,, v,) dem betreffenden Punkte zugeordnet wird, und also 
ist C ein linearer Komplex. Wir können somit den folgenden Satz aus- 
sprechen: 

Wenn eine D,, ein allgemeines erstes Integral besitzt, 
so entsprechen demselben zweifach unendlich viele lineare 
Komplexe (C, und zwar in solcher Weise, daß einfach unend- 
lich viele © immer einen Enveloppenkomplex geben, dessen 
zugehörige D,, ein partikuläres erstes Integral ist. 

Wir erledigen nun die Frage, ob zweifach unendlich viele lineare 
Komplexe immer eine Differentialgleichung zweiter Ordnung mit einem 
allgemeinen ersten Integrale bestimmen, und hierbei wird es vorteilhaft 
sein, Kugelvorstellungen anzuwenden. 

Einem jeden linearen Kugelkomplexe entsprechen, wissen wir (Nr.54), 
dreifach unendlich viele Flächenelemente, die sich an die betreffende Fun- 
damentalsphäre anschließen. Betrachten wir also zweifach unendlich viele 
lineare Kugelkomplexe C, so gehört jedes Element des Raumes nur einem 
oder einigen C als ausgezeichnetes Element an. Man ordne nun einem jeden 
Flächenelemente die Durchschnittsrichtung mit der Fundamentalsphäre 
des zugehörigen C zu und betrachte diejenige D,,, welche eben diese [222 
Zuordnung ($ 19, Nr. 51) bestimmt. Dieselbe wird offenbar von einer jeden 
D;s befriedigt, die dem Enveloppenkomplexe von einfach unendlich vielen 
C entspricht. 

Zweifach unendlich viele lineare Linien- oder Kugel- 
komplexe bestimmen immer eine D,, oder D,, mit einem all- 
gemeinen ersten Integrale. 
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Unsere zweifach unendlich vielen linearen Komplexe, deren Gleichung 
mit zwei Parametern A und u sich folgendermaßen schreiben läßt: 


BXK YZHÄN-0, 


bestimmen einen Enveloppenkomplex A, dessen Gleichung man findet, 
indem man zwischen: 
do dd _ 


®—0, ——h, du 


d) u 


die Parameter eliminiert. 


Es liegt nahe, zu vermuten, daß die dem Komplexe A zugehörige D;, 
ein singuläres erstes Integral darstellt, und das ıst in der Tat auch der 
Fall. Betrachten wir nämlich eine in A enthaltene Kugel Q und zugleich 
den entsprechenden linearen Komplex €, der sich offenbar unter den 
einfach unendlich vielen linearen Tangentialkomplexen von A in Q be- 
findet, so ist es klar, daß dieser Kugel @ derselbe Trajektorienkreis 
hinsichtlich A wie hinsichtlich eines beliebigen unter den 
früher betrachteten Enveloppenkomplexen, der von © umhüllt 
wird, entspricht. Es zeigt sich also, daß die Integralflächen von A unserer 
D,, genügen. 

Eine D,, mit einem allgemeinen ersten Integrale besitzt 
im allgemeinen überdies ein singuläres erstes Integral. 

Ich werde nun andeuten, wie man durch analytische Operationen 
entscheidet, ob eine gegebene D,, ein allgemeines erstes Integral besitzt, 
wie man ferner in diesem Falle dasselbe bestimmt. 

Man untersucht zuerst, ob die einer beliebigen Punktkugel durch die 
D,, zugeordneten Kurven s oder o Kreise sind, und bestimmt unter dieser 
Voraussetzung die elementaren Umdrehungskegel, welche diese Kreise 
enthalten (Nr. 46). Sei: 

F(2,9,2,9,4,»)=0 


die allgemeine Gleichung der besprochenen Kegel mit einer arbiträren [223 
Konstanten » außer den Scheitelkoordinaten x, y, 2. Man sucht nun den 
analytischen Ausdruck erstens von der Winkelöffnung: 


=D, 9, 


ferner von der Richtung der Kegelachsen: 


a at Wat 
ee 


In den Funktionen X, Y, Z, die von x, y, 2, v abhängen, setzt man statt v 
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den Wert dieser Größe, genommen aus der Gleichung: W, = © (tx, y, 2, v) 
und bildet die Gleichung: 


Xdz + Ydy+Zd2 =0. 
Wenn sich diese Gleichung integrieren läßt, und zwar in der Form: 
Barmer tn A FE — TAN —= HN 


dann und nur dann existiert ein allgemeines erstes Integral. 

Die letzte Gleichung enthält zwei Parameter W, und H und stellt also 
die zweifach unendlich vielen Fundamentalsphären unserer linearen 
Kugelkomplexe C dar. Hieraus findet man leicht die allgemeine Gleichung: 


iX. 8. Z2.H 0) —=0 


dieser Komplexe, und damit ist das allgemeine erste Integral bestimmt. 
Endlich gibt die Elimination von } und u zwischen: 


dr dr 
nel, Pr 0 
das singuläre erste Integral. 
Wenn eine D, ein allgemeines erstes Integral zuläßt, so 
läßt sich dasselbe wie auch das zugehörige singuläre erste 


Integral immer angeben. 


59. In der folgenden Untersuchung, deren Zweck ist, alle D,, mit 
zwei allgemeinen ersten Integralen zu bestimmen, werde ich mich auf 
den früher (Nr. 55) besprochenen Begriff: Involution zwischen linearen 
Kongruenzen stützen. Wir müssen uns dabei erinnern, daß, wenn zwei 
Linienkongruenzen in dieser Beziehung stehen, die beiden Direktrizen- 
paare ein räumliches Vierseit bilden. Es sei andererseits Q) die eine gemein- 
same Kugel der entsprechenden linearen Kugelkongruenzen und ferner 
Pı, Pa die beiden auf Q gelegenen Punktkugeln der einen Kongruenz, |224 
7%, 7, die entsprechenden Punktkugeln der anderen Kongruenz. Die vier 
Punkte 9,, Pa, 7%, 7, unserer Kugel stehen alsdann in der Beziehung, daß 
ein jeder durch p} und p, gehende Kreis einen beliebigen Kreis, der durch 
rc, und x, geht, orthogonal schneidet. 

Dieses vorausgesetzt, betrachten wir die durch unsere D,, einer be- 
liebigen Kugel Q zugeordneten (Nr. 51) orthogonalen Kreisscharen, die 
beziehungsweise durch zwei Punkte p,, p, oder durch zwei andere z,, 7%; 
gehen. Alle Integralkomplexe, welche Q enthalten, teilen sich in zwei 
Systeme, und zwar ist es klar, daß der Trajektorienkreis eines jeden 
Komplexes des einen Systems durch p, und p, geht, während die Kom- 
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plexe des zweiten Systems in derselben Beziehung zu den Punkten z, 
und x, stehen. Hieraus läßt sich schließen, daß einem Integralkom- 
plexe des ersten Systems, der die Kugel @ enthält, überdies 
die beiden unendlich nahen Kugeln Q und Q” angehören, 
welche Q@ bezüglich in p, und p, berühren. Indem wir in derselben 
Weise hinsichtlich 9’ und Q” räsonnieren, sehen wir, daß alle Komplexe 
des einen Systems, welche eine gegebene Kugel enthalten, überdies 
wenigstens zweifach unendlich viele Kugeln gemein haben. Mehr können 
es auch nicht sein; denn sonst wären sie identisch, und dann hätten wir 
kein allgemeines Integral. Es zeigt sich also, daß eine jede Kugel des Rau- 
mes eine Kugelkongruenz bestimmt, und zwar gibt es zweifach unendlich 
viele solche, die, wenn man sie nach einem arbiträren Gesetze zu Kom- 
plexen zusammenfaßt, immer Integralkomplexe geben. 

Ich werde zeigen, daß diese erzeugenden Kongruenzen — ich nenne 
die des einen Systems S, diejenigen des zweiten & — lineare Kongruenzen 
sind. 

Zu diesem Zwecke betrachte ich noch einmal die Kugel Q mit den 
Punkten p, und p,, in denen Q’ und Q” die gegebene Kugel berühren. 
Einer jeden dieser letzten Kugeln ordnet unsere D,, gewisse ausgezeichnete 
Punkte p,, p, und p,, p, zu, und zwar erkennt man leicht, daß p/ mit 
P1; Ps mit p, identisch sein muß. Hieraus folgt durch eine einfache 
Überlegung, daß alle einfach unendlich vielen Kugeln, welche 
Q in p, oder p, berühren, unserer Kongruenz S angehören; [225 
diese Kongruenzen lassen sich also in einfach unendlich viele Scharen 
von Kugeln, die jedesmal einen gemeinsamen Berührungspunkt haben, 
zusammenfassen, und hierbei gehört jede Kugel zwei solchen Scharen an. 
Die entsprechenden Linienkongruenzen ordnen sich also in einfach un- 
endlich viele ebene Büschel, und zwar gehört eine jede Kongruenzlinie 
zwei solchen Büscheln an. Dieses ist aber für die lineare Kongruenz 
charakteristisch. 

Wenn eine D, zwei allgemeine erste Integrale besitzt, 
so entsprechen derselben zwei Scharen von zweifach unend- 
lich vielen linearen Kongruenzen $ und 2. Einfach unend- 
lich viele S oder & bilden immer einen Integralkomplex. 

Mit Berücksichtigung des Anfangs dieser Nummer findet man nun, 
daß zwei beliebige Kongruenzen S und 2 immer in Involution liegen, 
daß also die beiden Direktrizenpaare der betreffenden Liniensysteme 
jedesmal ein räumliches Vierseit bilden. 

Hieraus folgt, daß die Direktrizen aller S keine zweifach unendliche 
Mannigfaltigkeit, sondern nur eine Linienfläche bestimmen. Sonst exi- 
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stierten ja nämlich zwei Linienkongruenzen — alle Direktrizen unserer 
beiden Systeme —, deren gegenseitige Beziehung eine solche wäre, daß 
eine jede Gerade der einen Kongruenz alle Linien der zweiten träfe. Dieses 
ist aber unmöglich. 

Die Direktrizen bilden also die beiden Erzeugungen einer Linien- 
fläche, die bekanntlich eine Fläche zweiten Grades sein muß, und also 
werden wir auf die in Nr. 56 untersuchten Gebilde geführt. 

Zwei konjugierte dreigliedrige Gruppen linearer Kom- 
plexe definieren die allgemeinste D,, (oder D,) mit zwei all- 
gemeinen ersten Integralen. 


Ehe ich diesen Abschnitt schließe, möchte ich noch beweisen, daß, 

wie früher behauptet, die allgemeine Form einer D,, die folgende ist: 
rt — = ©(z,y,2,9, 9). 

Die Differentialgleiehung der Charakteristiken einer partiellen Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung: F (x, y, 2, P, 9, r, s, t) = 0 schreibt sich 
|nämlich] bekanntlich: 

dF dF dF 
ar —- Ziydar za. [226 
Andererseits befriedigen die Haupttangentenkurven die Relation: 
tdy +2sdyde +rd? =. 


Sollen also die Haupttangentenkurven beider Systeme Charakteristiken 
sein, so müssen die folgenden Gleichungen gelten: 

BE. de. ar 

dr Be dt 

BI I ET 


’ 


und, wenn man hier nach den gewöhnlichen Methoden integriert, so findet 
man die obenstehende Form. 


Vierter Abschnitt. 
Zur Theorie der Komplexe. 


In den beiden ersten Paragraphen dieses Abschnitts beschäftige ich 
mich mit den Haupttangentenkurven des Komplexes zweiten Grades. 
In $ 24 zeige ich, daß mehrere bekannte Theorien, die sich auf zwei zuerst 
von Herrn Kummer untersuchte Flächen vierter Ordnung — die mit 
sechzehn Knotenpunkten und die mit einem Doppelkegelschnitt — be- 
ziehen, durch meine Kugelabbildung in einander übergeführt werden 
können. Endlich beabsichtige ich mit den Entwickelungen des letzten 
Paragraphen, den Zusammenhang zwischen den Ideen dieser Abhandlung 


und einigen Arbeiten des Herrn Klein darzulegen. 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 13 
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$ 22. Über einen Linienkomplex zweiten Grades. 


60. In $ 16 haben wir gefunden, daß die Haupttangentenkurven des 
Linienkomplexes: F(X, Y,Z) = 0 immer durch Differentiation und El- 
mination bestimmt werden können, wenn zuerst die geodätischen Kurven 
der Fläche: F = 0 gefunden sind. Die hier auftretenden Linienkomplexe 
charakterisierten wir dadurch, daß sie eine infinitesimale Transformation 
von der Form: 


(1) =, he taz +b, yayırteyz+d 


gestatten; es folgt hieraus, daß auch die zugehörigen Singularitäten- - 
flächen, deren Beziehung zu den Komplexen bekanntlich eine durch line- 
are Transformationen unzerstörbare ist, durch die besprochene infini- [227 
tesimale Transformation in sich übergeführt werden. Demzufolge müssen 
sie jedesmal von einfach unendlich vielen Kurven W des entsprechenden 
Transformationszyklus erzeugt sein. Nun bestimmen die Gleichungen (1) 
in jeder Ebene: z = Const. eine Parallelverschiebung, und also sind die 
betreffenden Kurven W die Geraden einer speziellen linearen Kongruenz, 
deren Direktrizen in die unendlich weit entfernte Gerade der &, y- Ebene 
zusammengefallen sind. Die Singularitätenfläche eines jeden 
Linienkomplexes: F(X, Y,Z) =0 ist eine Linienfläche, deren 
Erzeugende dieser speziellen linearen Kongruenz angehören. 

Wir setzen nun insbesondere voraus, daß F = 0 eine Regelfläche ist, 
und betrachten unter den Kugeln des Komplexes F = 0 alle, deren Mittel- 
punkte auf einer geradlinigen Erzeugenden unserer Fläche liegen. Da nun 
diese Kugeln durch zwei lineare Gleichungen zwischen X, Y,Z darge- 
stellt werden, so bilden die entsprechenden Geraden im Raume r eine 
lineare Kongruenz, und also enthält der Linienkomplex F = 0 einfach 
unendlich viele lineare Kongruenzen, deren Direktrizen offenbar der ent- 
sprechenden Singularitätenfläche angehören und dabei im allgemeinen 
einen reduktiblen Teil 7 derselben bilden. Es ist hier zu bemerken, daß 7 
das Bild der imaginären Developpablen ist, welche zugleich um die 
Linienfläche F=0 und den unendlich weit entfernten imaginären Kreis 
umgeschrieben ist.!) 





1) Die Gleichungen: 
aX+bY+cZ+d=0, aX+ßBY+yZ+ö=0 


bestimmen [nämlich] eine lineare Linienkongruenz, deren beide Direktrizen sich im 
Raume R als diejenigen Ebenen des Büschels: 


aX+bY+cZ+d+40oX+BY+YyZ+6)=0 


abbilden, welche den imaginären Kreis berühren. 
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Eine Fläche zweiten Grades: F, =0 kann bekanntlich auf zwei 
Weisen durch eine gerade Linie erzeugt werden, und also enthält der 
Linienkomplex: F, = 0 zwei Scharen linearer Kongruenzen. Es ist aber 
zu bemerken, daß die eben besprochene imaginäre Developpable nicht 
zerfällt, daß also die beiden Direktrizensysteme eine irreduktible Fläche r 
bilden. Nun gehört jede Linie unseres Komplexes zwei linearen Kon- 
gruenzen an — einer aus jeder Schar — und schneidet infolgedessen [228 
die Fläche 7 wenigstens in vier Punkten. Andererseits wissen wir, daß 
die Singularitätenfläche des allgemeinen Komplexes zweiten Grades von 
vierter Ordnung ist, und somit bildet der Ort der Direktrizen in unserem 
Falle die vollständige Singularitätenfläche. 

Die Singularitätenfläche des Komplexes: F, = 0 ist eine 
Linienfläche vierten Grades mit zwei zusammenfallenden 
Doppellinien; alle Komplexlinien, die eine Erzeugende 
schneiden, treffen überdies die eine von zwei zugeordneten 
Erzeugenden. 

Aus einer früheren Bemerkung in Verbindung mit dem bekannten 
Satze: die Flächen eines irreduktiblen Orthogonalsystems sind in eine 
gemeinsame imaginäre Developpable eingeschrieben, folgt, daß, wenn 
F,(X, Y,Z,i) =0 eine Schar konfokaler Flächen zweiten Grades dar- 
stellt, die Linienkomplexe F,(X, Y,Z,A) =0 eine gemeinsame 
Singularitätenfläche besitzen. 

61. Es ist bekannt, daß Jacobi die geodätischen Kurven auf der 
Fläche zweiten Grades mittels elliptischer Transzendenten bestimmt hat, 
und also können die Haupttangentenkurven des Linienkomplexes: 
F, = 0 mittels elliptischer Transzendenten gefunden werden. Im folgen- 
den werde ich alle hierher gehörigen Komplexe aufzählen und dabei aus 
den Eigenschaften der verschiedenen Flächen zweiten Grades ent- 
sprechende Eigentümlichkeiten des Bildkomplexes schließen. Zum leich- 
teren Verständnisse schicke ich einige Bemerkungen voraus. 

In $12 dachte ich mir den Raum r einer linearen Transformation 
unterworfen und betrachtete die entsprechenden Umformungen von R, 
unter denen ich alle Bewegungen, Semblablitätstransformation und Par- 
alleltransformation fand. Es ist nun einleuchtend, daß, wenn eine ge- 
gebene Fläche oder Komplex des einen Raumes durch eine infinitesimale 
Transformation in sich übergeführt wird, so ist dasselbe mit der ent- 
sprechenden Figur der Fall. Eine Rotationsfläche des Raumes R gestattet 
zum Beispiel eine infinitesimale Rotationsbewegung, und also können wir 
schließen, daß die Bildfläche eine gewisse infinitesimale lineare Trans- 
formation zugibt. 

13* 
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Ferner ist klar, daß, wenn ein Gebilde zwei unabhängige, in- [229 
finitesimale und zugleich permutable Transformationen gestattet, dieses 
auch mit der entsprechenden Figur der Fall ist. 

In diese Kategorie gehört zum Beispiel einerseits der Inbegriff aller 
Kugeln, deren Mittelpunkte auf einer beliebigen Schraubenfläche liegen 
— die betreffenden permutablen Operationen sind Schraubenbewegung 
und Paralleltransformation!) —, andererseits der entsprechende Linien- 
komplex, wie auch die zugehörige Singularitätenfläche, welche also nach 
Herrn Kleins und meinen Untersuchungen entweder durch die Glei- 
chung: xy? # = Const. dargestellt wird, oder sich als Degeneration einer 
solchen Fläche auffassen läßt. 

Als letztes Beispiel betrachte man endlich alle Kugeln, deren Zentra 
auf einem Rotationskegel liegen. Dieser Komplex gestattet drei unab- 
hängige infinitesimale Transformationen: 1. eine Semblablitätstrans- 
formation, deren Zentrum die Kegelspitze ist, 2. eine Rotationsbewegung 
um die Kegelachse, 3. eine Paralleltransformation, und zwar ist die zweite 
Operation sowohl mit der ersten wie mit der letzten permutabel, während 
dieses nicht mit der ersten und letzten der Fall ist. Der Linienkomplex 
und die zugehörige Singularitätenfläche besitzen die entsprechenden 
Eigenschaften. 


62. Im Raume R ist bei unserer Abbildung der unendlich weit ent- 
fernte, imaginäre Kreis und sonst nichts ausgezeichnet — das heißt, für 
eine projektivische Auffassung. Wenn wir also alle Spezialformen des 
Linienkomplexes: F,(X, Y,Z) = 0 suchen, so müssen wir uns zunächst 
erinnern, daß die projektivische Punktgeometrie nur eine Partikulari- 
sation der Fläche zweiten Grades kennt — den Kegel nämlich; ferner 
fragt es sich, wie viele verschiedene Lagen diese beiden Flächen hin- 
sichtlich des genannten Kreises haben können. Nun sind es eben diese 
Gesichtspunkte, nach denen die metrische (Geometrie die Flächen 
zweiten Grades ordnet; hierbei muß man indessen wohl bemerken, [230 
daß die gewöhnlichen Aufzählungen keine Fläche mitnehmen, die nicht 
reell sein kann. 

Zunächst stellen wir zwei Gruppen auf, je nachdem die unendlich 
weit entfernte Ebene eine Tangentenebene ist oder nicht. 





1) Es folgt hieraus, daß man die geodätischen Kurven auf einer 
jeden Fläche, die eine infinitesimale Schraubenbewegung gestattet, 
bestimmen kann. (316, Nr.43). Die Krümmungslinien und Haupttangenten- 
kurven dieser Flächen lassen sich nach einer Bemerkung von Herrn Klein und mir 
ebenfalls finden. 
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A. Wenn F, nicht von der unendlich weit entfernten Ebene berührt 
wird, so schreibt sich die entsprechende Gleichung in der folgenden Form: 


(1) a2 +? +0 =d, 


vorausgesetzt, daß (£E = 0), (n = 0), (© = 0) die Hauptebenen sind. Durch 
eine Bewegung läßt sich die Fläche (1) im allgemeinen in: 


(2) aX2 +bY2+022=d 


überführen, und zwar können wir uns aaf die Betrachtung dieser letzten 
Fläche beschränken; einer Bewegung des Raumes R entspricht nämlich 
eine lineare Transformation des anderen Raumes. 

Es sind nun: (X =0), (Y =), (Z=0) allgemeine lineare Kom- 
plexe, (Const. = 0) dagegen ein spezieller Komplex; ferner liegen diese 
Komplexe (89, Nr. 24) paarweise in Involution, und also hängt ihr 
System von dreizehn Konstanten ab; wir finden somit, daß der Linien- 
komplex F, sechzehn wesentliche Konstanten enthält. Setzt man in (2) 
statt X, Y,Z (89, Nr.22) die entsprechenden Ausdrücke durch die 
Plückerschen Linienkoordinaten r, 0,8, o: 


Ze +8, 3 =0 8, Zee —r, 


so findet man nach der gewöhnlichen Methode die Gleichung der Singu- 
larıtätenfläche, und zwar in der folgenden Form: 


4abce (yz — xt)? + de(a — b) (2 +1) — d(4ab — 2ac — 2bc)2?t? = 0.) 


1. Wenn die Koeffizienten a, b, c, d allgemein sind, so ist die Singu- 
laritätenfläche, wie wir schon von früher her wissen (Nr. 60), eine Linien- 
fläche vierter Ordnung; dieselbe, wie auch der Komplex, gestattet eine 
infinitesimale lineare Transformation. 


2.Seia=b; die Fläche F, ist dann ein Rotationsfläche, und also 
besitzt der Linienkomplex F, zwei permutable infinitesimale lineare 
Transformationen — Rotationsbewegung und Paralleltransformation ent- 
sprechend. Die Singularitätenfläche: 


(24 — xt ya) (24 — xt-+ Ve.) 0 [231 


zerfällt in zwei Flächen zweiten Grades, die einander nach einer gemein- 
samen Erzeugenden: 2=0, t=0 berühren. 











1) Es soll die Größe t eine homogene vierte Koordinate bezeichnen. 
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3. Seid =0;F, ist ein Kegel. Der Kugelkomplex besitzt zwei infini- 
tesimale Transformationen, die nicht permutabel sind: Paralleltrans- 
formation und Semblablitätstransformation. Die Singularitätenfläche des 
Linienkomplexes ist eine doppeltzählende Fläche zweiten Grades: 


(yze — tl? =0. 


4.Beid=0,a=b; F, ist ein Rotationskegel; der Kugelkomplex 
gestattet drei infinitesimale Transformationen: Paralleltransformation, 
Rotationsbewegung und Semblablitätstransformation. Die beiden ersten 
wie auch die beiden letzten sind permutabel; dies ist dagegen nicht der 
Fall mit der ersten und letzten. Der Linienkomplex besitzt die entsprechen- 
‘den Eigenschaften. Die Singularitätenfläche ist auch jetzt eine doppelt- 
zählende Fläche zweiten Grades. 


5.Seic=0; F, ist ein Zylinder. Der Kugelkomplex besitzt zwei 
permutable Transformationen: Translationsbewegung und Paralleltrans- 
formation. Die Singularitätenfläche des Linienkomplexes wird von zwei 
doppeltzählenden Ebenen gebildet: 221? — 0. 


6.5eia =b,c=0;F, ist ein Rotationszylinder. Der Kugelkomplex 
gestattet drei permutable, infinitesimale Transformationen: Translation, 
Rotation und Paralleltransformation. Infolgedessen ist der Linienkomplex 
eine Degeneration desjenigen, dessen Gerade ein Tetraeder nach kon- 
stantem Doppelverhältnisse schneiden. Die Singularitätenfläche wird von 
zwei doppeltzählenden Ebenen: 221? = 0 gebildet. 


7.Seı a=b=c; F, ist eine Kugel. Der Kugelkomplex gestattet: 
drei unabhängige infinitesimale Rotationen, die indessen nicht permu- 
tabel sind. Die Singularitätenfläche ist eine doppeltzählende Fläche zwei- 


ten Grades: 
@y— ii? =0. 


In diese Gruppe gehören noch zehn Komplexe, die in der folgen- [232 
den vollständigen Aufzählung mitgenommen sind: 


a) Sei F, eine allgemeine Fläche zweiten Grades; der Durchschnitts- 
kegelsehnitt mit der unendlich entfernten Ebene kann entweder eine all- 
gemeine Lage hinsichtlich des imaginären Kreises haben (1), oder den- 
selben in zwei verschiedenen Punkten berühren (2), oder in einem Punkte 
berühren und in zwei Punkten schneiden, oder in einem Punkte drei- 
punktig berühren und in einem Punkte schneiden, oder in einem Punkte 
vierpunktig berühren, [oder endlich mit dem imaginären Kegelschnitte 
identisch sein (7)]. 


Abschn. IV; $ 22; Nr. 62. Spezialfälle des Komplexes: F,(X,Y,Z)=0 199 


b) Sei F, ein Kegel, dessen Spitze im endliehen Raume gelegen ist. 
Der Durchschnittskegelsehnitt mit der unendlich entfernten Ebene kann 
dieselben sechs verschiedenen Lagen haben. Hierher gehören (3) und (4). 


e) Sei F, ein Kegel, dessen Spitze in der unendlich weit entfernten 
Ebene liegt. Der Durchschnittskegelschnitt zerfällt jetzt in zwei distinkte 
Gerade g. Es können diese Linien entweder eine allgemeine Lage hin- 
sichtlich des imaginären Kreises haben (5), oder beide denselben be- 
rühren (6), oder es berührt nur die eine; es können ferner die Linien g 
einander in einem Punkte des imaginären Kreises schneiden, und dabei 
kann die eine Linie eine Tangente sein. 


B. Wenn die unendlich weit entfernte Ebene die Fläche F', berührt, 
so nimmt die Gleichung derselben die folgende Form an: 


aX?+bY?2 +2cZ =0. 
1. Die Singularitätenfläche: 
Sab zt(xt — y2) — (a — b)e(zt +1) —2la + b)c2?t? = 0 


ist, wenn a, b, c allgemein sind, eine Linienfläche vierten Grades. 


2.Sei a=b; F, ist ein Rotationsparaboloid. Die Singularitäten- 
fläche besteht aus einer Fläche zweiten Grades und zwei Tangenten- 
ebenen derselben. 


3. Seia=0;F, ist ein parabolischer Zylinder. Die Singularitäten- 
fläche wird von zwei doppeltzählenden Ebenen gebildet. 


In diese Gruppe gehören noch sechs Komplexe, die in der folgenden 
vollständigen Aufzählung mitgenommen sind. 


d) Sei F, eine allgemeine Fläche zweiten Grades, welche die un- [233 
endlich entfernte Ebene berührt und also dieselbe nach zwei distinkten 
Geraden schneidet. Diese Linien können fünf verschiedene Lagen hin- 
sichtlich des imaginären Kreises haben (vgl. €). 


e) Sei F, ein Kegel, der die unendlich weit entfernte Ebene berührt, 
und zwar nach einer doppeltzählenden Geraden g. Wenn die Kegelspitze 
außerhalb des imaginären Kreises liegt, so kann g entweder denselben 
schneiden oder berühren. Wenn endlich die Kegelspitze auf dem imagi- 
nären Kreise liegt, so sind ebenso diese beiden Lagen möglich. 

Es gibt also sechsundzwanzig verschiedene Komplexe zweiten Grades, 


deren Haupttangentenkurven von elliptischen Transzendenten oder eıin- 
facheren Funktionen abhängen. 
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$ 23. Über die Haupttangentenkurven des allgemeinen Komplexes 
zweiten Grades, 


63. Ein jeder Linienkomplex bestimmt ($3, Nr. 9; $ 13) eine par- 
tielle Differentialgleichung erster Ordnung D,,, deren Charakteristiken von 
den Geraden des Komplexes umhüllt werden, und insofern existiert für 
einen gewissen Gesichtspunkt ein Zusammenhang zwischen der Plücker- 
schen Liniengeometrie und der Mongeschen Theorie der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen. Diese Bemerkung macht es a priori plausibel, bei 
dem Studium der Komplexe den Haupttangentenkurven derselben eine 
besondere Aufmerksamkeit zu widmen, und hoffentlich wird der Inhalt 
des dritten Abschnitts bewiesen haben, daß eine solche Riehtung der 
Untersuchung in der Tat fruchtbar ist. 

Insbesondere schien es mir wahrscheinlieh, daß die Bestimmung der 
Haupttangentenkurven des allgemeinen Komplexes zweiten Grades Inter- 
esse darbieten würde, dies um so mehr, weil diese Kurven für den Kom- 
plex, dessen Singularitätenfläche ein Tetraeder ist, mit den von Herrn 
Klein und mir unter der Bezeichnung Kurven W untersuchten identisch 
sind, und diese letzten Kurven — als ein räumliches Analogon der log- 
arıthmischen Spirale — höchst merkwürdige Eigenschaften besitzen. 

Für einen Komplex mit sechzehn Konstanten führte ich, wie im [234 
‘vorangehenden Paragraphen auseinandergesetzt, die betreffende Diffe- 
rentialgleichung auf das von Jacobi gelöste Problem zurück: die geo- 
dätischen Kurven einer Fläche zweiten Grades zu finden. Endlich fand 
ich, daß auch der allgemeine Fall von der Integration eines bestimmbaren 
algebraischen Differentials abhing; die Form dieses Differentials zu be- 
stimmen war mir aber noch nicht gelungen, als eine briefliche Mitteilung 
des Herrn Klein hinsichtlich seiner elliptischen Linienkoordinaten mir 
es möglich machte, dasselbe hinzuschreiben.t) | 


64. Die folgenden Betrachtungen waren der Ausgangspunkt für den 
geometrischen Weg, der mich zu dem obenstehenden Resultate führte. 


a) Herr Klein hat gefunden, daß die Kummersche Fläche vierten 
(Grades mit sechzehn Knotenpunkten gemeinsame Singularitätenfläche 
ist für einfach unendlich viele Komplexe zweiten Grades, deren allge- 
meine Gleichung: 





1) In einer bald erscheinenden Abhandlung wird Herr Klein eine elegante und 
vollständige algebraische Lösung des hier betrachteten Problems geben. 
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derjenigen konfokaler Flächen zweiten Grades analog ist. Diese Komplexe 
werde ich mit Herrn Klein als konfokale Komplexe zweiten Grades 
bezeichnen. 


b) Die Kugeln, deren Zentra auf einer beliebigen Fläche zweiten 
Grades aus einem gegebenen konfokalen System liegen, bilden sich 
(8 22, Nr. 60) als einfach unendlieh viele Linienkomplexe ab, die eine 
Linienfläche vierten Grades als gemeinsame Singularitätenfläche besitzen. 


ec) Der bekannte Satz, daß, wenn man auf einer Fläche zweiten 
Grades die Tangenten einer geodätischen Kurve zieht, so berühren die- 
selben eine konfokale Fläche, oder, was auf dasselbe hinauskommt, daß 
zwei konfokale Flächen zweiten Grades die vollständige Zentrafläche für 
eine Schar paralleler Flächen bilden, transformiert sich durch meine 
Kugelabbildung in das folgende Theorem: Den unter b) untersuchten [235 
konfokalen Linienkomplexen entsprechen Differentialgleichungen D,, , die 
paarweise einfach unendlich viele gemeinsame Integrale besitzen. 


d) Aus Herrn Kleins und meinen Untersuchungen über Flächen W 
folgt, daß zwei Komplexe zweiten Grades, deren gemeinsame Singu- 
laritätenflä>he ein Teetraeder ist, jedesmal einfach unendlich viele gemein- 
same Integralflächen besitzen. 

Es schien mir wahrscheinlich, daß die beiden letzten Sätze, die sich 
auf verschiedene Komplexe beziehen, Spezialfälle des folgenden 
Theorems waren: 

Zwei konfokale Komplexe zweiten Grades besitzen ein- 
fach unendlich viele gemeinsame Integralflächen. 


65. Indem ich meine Aufmerksamkeit auf die entsprechenden Kugel- 
komplexe und die zugehörigen D,, richtete, sah ich, daß, wenn meine 
Vermutung richtig war, für jedes der dreifach unendlich vielen ge- 
meinsamen Flächenelemente zweier D,, die beiden zugehörigen 
charakteristischen Richtungen orthogonal sein mußten. Daß 
diese notwendige Forderung auch genügt, folgt aus dem bekannten Satze: 
Zwei partielle Differentialgleiehungen erster Ordnung besitzen einfach 
unendlich viele gemeinsame Integrale, wenn für jedes der dreifach un- 
endlich vielen gemeinsamen Flächenelemente die charakteristische Rich- 
tung jeder Gleiehung mit der Trajektorienriehtung der anderen zu- 
sammenfällt. | 

Es war also notwendig und hinreichend, zu beweisen, daß die einer 
beliebigen Kugel durch unsere einfach unendlich vielen D,, zugeordneten 
Trajektorienkurven ($ 17, Nr. 46) ein Orthogonalsystem bilden, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, daß dieses mit den einem beliebigen Punkte 
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zugehörigen einfach unendlich vielen Normalenkegeln der Fall ist ($ 17, 
Nr. 46). Wenn nun: H = 0 ein linearer Komplex des konfokalen Systems 
ist, so sind die besprochenen Kegel, wie man leicht sieht, vom zweiten 
Grade, und also müssen sie vier gemeinsame Tangentenebenen, welche 
zugleich den imaginären Kreis berühren, besitzen. Alsdann müssen die 
einem beliebigen Punkte zugehörigen elementaren Komplexkegel vier 
gemeinsame Erzeugende haben, deren Länge gleich Null ist. 

Dieses letzte ist aber, wie wir sogleich beweisen werden, durch [236 
unsere Kugelabbildung eine Konsequenz davon, daß die betreffenden 
Linienkomplexe dieselbe Singularitätenfläche haben. 

Man betrachte nämlich im Raume R einen Kugelkomplex des kon- 
fokalen Systems und einen beliebigen Punkt P, andererseits in r den ent- 
sprechenden Linienkomplex und die Bildlinie ! von P. Die Kugeln unseres 
Komplexes, deren Trajektorienkreise durch P gehen, umhüllen den zu- 
gehörigen elementaren Komplexkegel und bilden sich in r als Gerade g!) 
ab, welche ! schneiden und zugleich in diesem Schnittpunkte einen Kom- 
plexkegelschnitt berühren, dessen Ebene die Linie / enthält. Wenn zwei 
konsekutive Gerade g einander in einem auf ! gelegenen Punkte p schnei- 
den — was nur in den vier Schnittpunkten p,, Pa, P3, pa von l mit der 
Singularitätenfläche eintritt —, so berühren sich die Bildkugeln, deren 
Durchschnittskurve somit zerfällt, und zwar in eine durch P gehende 
Gerade L zusammen mit einer anderen imaginären Linie, die hier nicht 
in Betracht kommt. Nun sind die Geraden L,, L,, Lz;, Lı einerseits das 
Bild der Punkte p,, Pa, Pa, Pa, andererseits liegen sie auf dem elemen- 
taren Komplexkegel, und also enthalten, wie früher behauptet, die einem 
Punkte zugehörigen elementaren Komplexkegel vier gemeinsame Linien, 
die den imaginären Kreis schneiden. 

Zwei konfokale Linienkomplexe zweiten Grades bestim- 
men immer einfach unendlieh viele Flächen, deren beide 
Systeme von Haupttangenten beziehungsweise den beiden 
Komplexen angehören. Wenn die gemeinsame Singulari- 
tätenfläche ein Tetraeder ist, so sind die eben besprochenen 
Flächen mit denen identisch, welche Herr Klein und ich 
unter der Bezeichnung: Flächen W untersucht haben.) 





1) Die Komplexlinien g gehören zu der Polarkongruenz der Geraden I hin- 
sichtlich unseres Komplexes. Cfr. Plücker, Neue Geometrie des Raumes, Nr. 304. 
2) Wenn ein Komplex zweiten Grades aus unserem konfokalen Systeme kon- 
tinuierlich in einen doppeltzählenden linearen Komplex übergeht, so wird die zu- 
gehörige D,, eine lineare Differentialgleichung, und zwar entspricht dieselbe der, 
dem linearen Komplexe angehörigen Kongruenz zweiter Ordnung und Klasse, 
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Mit Berücksiehtigung dieses Satzes, wie der Entwicekelungen in [237 
Nr. 43 würde es nieht schwer sein, zu beweisen, daß die Haupttangenten- 
kurven eines Komplexes zweiten Grades mit siebzehn Konstanten: 


a.X2+b5.Y?+c.2+d.H?=0 


durch Quadratur eines algebraischen Differentials bestimmt werden 
können; ich gehe aber darauf nicht näher eın. 


66. Eine Schar konfokaler Kugelkomplexe zweiten Grades ordnet 
nach dem Obenstehenden jedem Punkte P einfach unendlich viele kon- 
fokale Kegel zweiten Grades zu!), und offenbar befinden sich unter den- 
selben drei paarweise orthogonale Ebenen, entsprechend den drei?) Kom- 
plexen, welche die Punktkugei P enthalten. Man erkennt leicht, daß diese 
Ebenen in P drei Flächen berühren, diejenigen nämlich, die den geo- 
metrischen Ort für die Punktkugeln unserer Komplexe bilden. Berück- 
sichtigt man nun, daß diese Flächen, als das Bild einer Schar von Linien- 
kongruenzen zweiter Ordnung und Klasse, von vierter Ordnung sind und 
dabei den unendlich weit entfernten, imaginären Kreis zweifach ent- 
halten, so kann man den folgenden Satz aussprechen: 

Die Punktkugeln konfokaler Kugelkomplexe zweiten 
Grades bilden einfach unendlich viele Flächen vierter Ord- 
nung, die einem irredaktiblen Orthogonalsysteme, und zwar 
dem Darboux-Moutardschen angehören. 

Wählt man nun, wie sich von selbst darbietet, dieses Orthogonal- 
system zum Koordinatensysteme und zu Punktkoordinaten die Para- 
meter A}, Ag, A, der durch einen Punkt gehenden Flächen, so läßt sich [238 





welche von den Doppeltangenten der betreffenden Kummerschen Fläche gebildet 
wird. Setzen wir nun voraus, daß in dem Satze des Textes der eine Komplex ein 
allgemeiner, der zweite ein linearer ist, so werden also die gemeinsamen Integral - 
flächen Linienflächen. 

Unter den Integralflächen eines Komplexes zweiten Grades be- 
finden sich im allgemeinen sechs Scharen Regelflächen, deren Er- 
zeugende die Singularitätenfläche zweifach berühren. 

Wenn beide Komplexe linear sind, so erhält man den folgenden Satz: Zwei 
beliebige unter den sechs Kongruenzen zweiter Ordnung und Klasse, die einer 
Kummerschen Fläche angehören, bestimmen einfach unendlich viele Hyperbolo- 
ide, deren Erzeugende beziehungsweise den beiden Kongruenzen angehören. Diese 
Hoyperboloidscharen zerfallen übrigens jedesmal in zwei Gruppen. 

1) Wenn die konfokalen Kugelkomplexe von Kugeln gebildet werden, deren 
Mittelpunkte auf konfokalen Flächen zweiten Grades liegen, so sind die im Texte 
besprochenen konfokalen Kegel Tangentenkegel der genannten Flächen. 

2) Überdies gehört die Punktkugel P dem linearen Komplexe: H = 0 an. 
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die Gleiehung D,, eines Komplexes, dessen Parameter e ist, folgender- 
massen schreiben: 


U Fly ds 3s,0)(G%) + FOvr Ass A1s0) (FE) + Fer An A 0)(GE) = 0: 


Dieses liegt daran, daß die früher besprochenen drei orthogonalen Tan- 
gentenebenen jedesmal Hauptebenen des elementaren Komplexkegels sind. 


Wenn nun A,, Aa, A; konstant bleiben, ce dagegen varliert, so müssen 
wir bekanntlich eine Schar von Kegeln erhalten, welche vier Erzeugende 
gemein haben, und zwar solche, die den imaginären Kreis schneiden. Die 
Gleichung dieser Kegel in Ebenenkoordinaten hat dieselbe Form wie 
diejenige der konfokalen Kegel in Punktkoordinaten, und also kann 
f(A\, Ag; As, €) auf die Form: 


F(}1, 22, )s) 
P(}1, Ag, Ass C) — P(A1 3 Ag; Ag, Aı) 





gebracht werden. Der Nenner darf nur unter der Voraussetzung ce =}, 
verschwinden, und also muß Pd; Ag, Ag, c) eine ganze und lineare Funk- 
tion der Größe c sein): 


9 = yıldı, Ag, As)E + Yaldı, Ag, As). 


Bei Einsetzung und Reduktion erhält f(A,, Ag, As, ec) die folgende Form: 


II(,, ig, LI 


c—4h 





Wenn nun unter den drei Funktionen // die eine gleich Null wird, 
so zerfällt jeder dem betreffenden Punkte zugehörige elementare Kom- 
plexkegel in zwei ebene Büschel, deren Achsen in einer gemeinsamen 
Ebene liegen. Dieses kann nur eintreten, wenn der Punkt (A) auf einer 
unter den fünf Sphären, die unserem Orthogonalsysteme angehören, ge- 
jegen ist. 

Wenn andererseits unter den Funktionen // die eine unendlich wird 
(oder, was auf dasselbe hinauskommt, zwei zur selben Zeit verschwinden), 
so gehen alle elementaren Komplexkegel in dasselbe doppeltzählende 
Ebenenbüschel über. Dieses kann nur eintreten, wenn sich der [239 





1) Es wäre auch denkbar, daß @ eine ganze und lineare Funktion eines Aus- 
drucks von der folgenden Form: (a+ ce) : (b+ c) wäre, dabei vorausgesetzt, daß a 
und b nur von den Variabeln A,, A,, A, abhingen. Dieser Fall wird leicht auf den im 
Texte besprochenen zurückgeführt. 


Abschn. IV; 8 23; Nr. 66. Konfokale Komplexe zweiten Grades 205 
Punkt A auf der dem Orthogonalsysteme zugehörigen imaginären Deve- 


loppablen befindet. 


In dieser Weise läßt sich beweisen, daß // (A,, Ag, A;) auf die folgende 
Form gebracht werden kann: 


F (4,) 
P(i2)—-P(A,)’ 


daß sich also (1) folgendermaßen schreiben läßt: 











F (},) (32) F (is) (5) 
et ae. et 
d®d\2 
F(3,) (43, 


RR EFT ng RE 


Ich betrachte nun die einfach unendlich vielen gemeinsamen In- 
tegralflächen der beiden Gleichungen: 





(2) Ulc)=0, Ule) = 0 


und die entsprechenden Durchschnittskurven mit einer gewählten Fläche 
}). Diese Kurvenschar wird bestimmt durch eine Differentialgleichung 
zwischen A, und },, die sich aus (2) herleiten läßt, und zwar findet man, 
daß die Variabeln unmittelbar separiert werden können. Es werden aber 
die besprochenen Integralflächen dreifach von solchen Durchschnitts- 
kurven erzeugt, und also gibt die allgemeine Gleichung der Kurven zu- 
gleich die Gleichung der zugehörigen Integralflächen. 


Läßt man endlich c, variieren, c, dagegen konstant bleiben, so erhält 
man ein vollständiges Integral der Differentialgleichung: U (c,) =, und 
also können wir behaupten, daß die Bestimmung der Haupttangen- 
tenkurven des allgemeinen Komplexes zweiten Grades auf 
die Quadratur eines algebraischen Differentials zurück- 
geführt werden kann. 


Im Anschluß an das Vorangehende möchte ich hier anführen, daß 
ich durch ähnliche Betrachtungen den folgenden interessanten Satz ge- 
funden habe: 


Wenn zwei beliebige Linienkomplexe eines irreduktı- 
blen Systems jedesmal einfach unendlich viele gemeinsame 
Integralflächen besitzen, so haben die Komplexe die- [240 
selbe Singularitätenfläche: sie sind nach Herrn Kleins Aus- 
druck konfokal. 
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$ 24. Zusammenhang zwischen der Theorie zweier Flächen vierter 
Ordnung. 


67. Unsere Kugelabbildung führt bekanntlich eine im Raume R ge- 
gebene Fläche vierter Ordnung F,, die den unendlich weit entfernten 
imaginären Kreis zweifach enthält, in eine Kummersche Fläche vierter 
Ordnung fı mit sechzehn Knotenpunkten über. Es gründet sich hierauf 
ein sehr bemerkenswerter Zusammenhang zwischen der Theorie 
dieser beiden, zuerst von Herrn Kummer untersuchten 
Flächen.) 

Eine jede auf F', gelegene Kurve n-ter Ordnung schneidet den ima- 
ginären Kreis in n Punkten, und bildet sich also ($ 8, Nr. 21) in r als eine 
Linienfläche n-ter Ordnung ab, die f, nach einer Kurve 2n-ter Ordnung 
berührt. Beispielsweise geben die sechzehn Geraden von F,, deren jede 
fünf andere schneidet, sechzehn ebene Strahlenbüschel, die f, nach Kegel- 
schnitten berühren, und hierbei hat jedes Büschel eine Gerade mit fünf 
anderen gemein ($ 7, Nr. 17). Ferner gehen die auf F, gelegenen zehn 
Kreisscharen über in zehn Hyperboloidscharen, die f, nach Kurven vierter 
Ordnung berühren, und so weiter.?) 

Aus den allgemeinen Entwickelungen in Nr.20 folgt, daß die auf F, 
gelegenen Kurven Ü, deren Länge gleich Null ist, sich als Kurven c auf f, 
abbilden, deren Tangenten diese Fläche zweifach berühren. Nun hat einer- 
seits Herr Darboux (nach einer mündlichen Mitteilung) gefunden, daß 
die Auffindung der Kurven Ü sich auf Quadratur zurückführen läßt, 
andererseits hat Herr Klein dieselbe Bemerkung hinsichtlich derjenigen 
auf f, gelegenen Kurven gemacht, deren Tangenten singuläre Linien eines 
zugehörigen Komplexes zweiten Grades sind. Setzt er insbesondere [241 
voraus, daß der Komplex ein linearer ist, so findet er die Kurven c, und 
offenbar ist diese letzte Bestimmung durch meine Abbildung mit der- 
jenigen des Herrn Darboux äquivalent. 

68. Die Herren Darboux und Moutard haben bekanntlich ge- 
funden, daß eine F,, auf fünf Weisen als vollständige Enveloppe von zwei- 
fach unendlich vielen Kugeln, die jedesmal eine Sphäre S orthogonal 





1) In $ 11 bestimmte ich die Haupttangentenkurven von f, mittels der Krüm- 
mungslinien von F‘,. 

2) Die hier angedeutete Methode zur Diskussion der Kummerschen Fläche 
und einer zugehörigen Kongruenz zweiter Ordnung und Klasse gründet sich auf die 
Abbildung des linearen Komplexes in einem Punktraume. Einfacher ist es, den Aus- 
gangspunkt in der Abbildung desjenigen Komplexes zu nehmen, dessen Singulari- 
tätenfläche ein Tetraeder ist. (Lie, Repr. der Imag., Akademie zu Christiania 
1869, S. 107, 122—130.) [Hier Abh. IV, S. 33, 46—53.] 
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schneiden, aufgefaßt werden kann. Diese fünf Sphären S schneiden ein- 
ander paarweise orthogonal; ferner führt eine Transformation durch rezi- 
proke Radien hinsichtlich einer Sphäre S jedesmal F‘, in sich selbst über. 

Andererseits hat Herr Kummer gezeigt, daß die Doppeltangenten 
einer f, sechs Kongruenzen zweiter Ordnung und Klasse bilden, und hierbei 
liegen die sechs entsprechenden linearen Komplexe C nach Herrn Klein 
paarweise in Involution. Die Fläche transformiert sich in sich selbst einer- 
seits durch eine jede reziproke Umformung hinsichtlich eines linearen 
Komplexes C, andererseits durch die fünfzehn reziproken Punkttrans- 
formationen, zu denen die eben besprochenen Transformationen sich 
paarweise zusammensetzen lassen. 

Diese letzte Theorie geht, wenn für H = 0 einer der Komplexe C ge- 
wählt wird, durch meine Kugelabbildung unmittelbar in die erste über. 


Herrn Kleins Darstellung eines Systems konfokaler Linienkom- 
plexe mittels seiner sechs Fundamentalkomplexe: (2, =0), (&, =0), 


„Eu. 0): 

) ee er) 

wobei die Linienkoordinaten einer Bedingungsgleichung: 
++: +.=0 


genügen, gibt eine elegante Form!) für die allgemeine Gleichung eines 
Darboux-Moutardschen Orthogonalsystems, die folgende nämlich: [242 
RES 
(2) anken 
Die fünf Punktkoordinaten s,,$3,...,$;, zwischen denen eine Be- 
dingungsgleichung: 
+54: +82=0 


stattfindet, bezeichnen die mit gewissen Koeffizienten multiplizierten 
Potenzen eines Punktes hinsichtlich der fünf paarweise orthogonalen 
Sphären $. 

Herr Klein hat aus der Gleichung (1) geschlossen, daß die Geraden 
eines Komplexes zweiten Grades sich in Gruppen von je 32 zusammen- 





1) Es ist mir nicht bekannt, daß diese Form veröffentlicht worden ist. Nach 
einer Mitteilung des Herrn Darboux über Gruppen von sechzehn zusammen- 
gehörigen Punkten auf einer F\, halte ich es jedoch für wahrscheinlich, daß er dieselbe 
gefunden hat. 
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fassen lassen, und zwar in solcher Weise, daß eine jede unter den früher 
besprochenen Transformationen eine beliebige Gruppe in sich selbst über- 
führt. Ebenso zeigt (2), daß die Punkte einer F', sich zu sechzehn zusammen- 
ordnen dergestalt, daß eine jede Transformation durch reziproke Radien 
hinsichtlich einer Sphäre S die Gruppe ungeändert läßt. Auf die Existenz 
dieser Punktgruppen hat mich Herr Darboux aufmerksam gemacht.!) 


Hier mag noch die Bemerkung ihren Platz finden, daß Herrn Mou- 
tards Untersuchungen über Flächen, die von zweifach unendlich vielen 
ÖOrthogonalkugeln einer Sphäre umhüllt werden, durch meine Abbildung 
einem Studium solcher Linienkongruenzen entsprechen, die einem linearen 
Komplexe angehören. 


$ 25. Zur Theorie des linearen Komplexes. Über Herrn Kleins metrische 
Liniengeometrie. 


69. Im Raume r treten bei unserer Kugelabbildung ein linearer 
Komplex: H = 0 und eine (Grerade desselben: Const. = 0 als ausgezeich- 
nete Gebilde auf; andererseits ist der unendlich weit entfernte imagi- [243 
näre Kreis ein Fundamentalgebilde in R, und zwar das einzige. Es folgt 
hieraus, daß die gewöhnliche metrische Geometrie, die sich ja überhaupt 
mit auf den genannten Kreis bezüglichen projektivischen Beziehungen 
beschäftigt, in eine Geometrie?) übergeht, deren Gegenstand kovarlante 
Beziehungen hinsichtlich eines linearen Komplexes und einer Geraden 
desselben sind. Ohne diesen Gesichtspunkt weiter zu entwickeln, werde 
ich einige Theorien, die sich hierauf beziehen, darstellen. 


a) Es läßt sich die Aufgabe stellen, alle Gruppen linearer Transfor- 
mationen anzugeben. Ich sage dabei, daß eine kontinuierliche oder dis- 
kontinuierliche Schar |von] Transformationen eine Gruppe bildet, wenn 
die Kombination einiger dieser Transformationen jedesmal mit einer 





1) Bemerkenswert ist auch, daß die Aufgaben: alle Spezialformen der Flächen 
F, und f, anzugeben, äquivalente Probleme sind. Die Untersuchungen des Herrn 
Korndörfer (Math. Ann. I, S.592, II, S.41) lassen sich also für die Theorie 
der Kummerschen Fläche vierter Ordnung mit sechzehn Knotenpunkten ver- 
werten. 

2) Bemerkenswert ist, daß dem Winkelbegriffe des Raumes R im anderen 
Raume ein Begriff entspricht, der sich nur auf den linearen Komplex: H = 0, da- 
gegen nicht auf die Gerade: Const. —= 0 bezieht. Der Beweis liegt darin, daß einer 
jeden Transformation des Raumes r, die den Komplex: H = 0 in sich überführt, 
eine Umformung von R entspricht, bei welcher alle Winkel ungeändert bleiben ($ 12, 
Nr. 33). 
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Transformation der gegebenen Schar äquivalent ist. Herr Jordan hat 
insbesondere alle Gruppen [von] Bewegungen bestimmt. 

Erinnert man sich nun ($12, Nr. 31), daß den Bewegungen des 
Raumes R lineare Transformationen des anderen Raumes entsprechen, 
und zwar solche, bei denen einfach unendlich viele lineare Kom- 
plexe, die sich nach einer gemeinsamen Geraden berühren, 
insich übergeführt werden, so sieht man, daß unsere Abbildung, auf 
die Jordansche Theorie angewandt, alle Gruppen unter den eben be- 
sprochenen linearen Transformationen gibt. 


b) Die Flächen eines irreduktiblen Orthogonalsystems in R sind be- 
kanntlich in eine imaginäre Developpable eingeschrieben; demzufolge 
bilden sie sich in r als Kongruenzen C ab, deren Brennflächen!) einander 
nach einer gemeinsamen Haupttangentenkurve berühren. Der be- [244 
kannte Satz, daß die Flächen eines Orthogonalsystems einander nach 
Krümmungslinien schneiden, zeigt mit Berücksichtigung des Theorems 
in $11, Nr. 28, daß die gemeinsamen Geraden zweier Kongruenzen Ü eine 
Linienfläche bilden, welche die beiden zugehörigen Brennflächen nach 
Haupttangentenkurven berührt. Nun gibt es bekanntlich unbegrenzt viele 
Orthogonalsysteme?), und also kann ein linearer Komplex auf un- 
begrenzt viele Weisen zerlegt werden in Kongruenzen, welche 
die Eigenschaft besitzen, daß die zwei Kongruenzen gemein- 
same Linienfläche jedesmal die zugehörigen Brennflächen 
nach Haupttangentenkurven berührt. 


70. Endlich werde ich andeuten, in welchem Verhältnisse dıe Ideen 
dieser Abhandlung zu einer Note von Herrn Klein stehen, die derselbe 
in den Göttinger Nachrichten 1871, Nr. 1 veröffentlicht hat. 





1) Wenn das gegebene Orthogonalsystem das Darboux-Moutardsche ist, 
so sind die Brennflächen ($ 23, Nr. 66) eine Schar von Kummerschen Flächen 
vierter Ordnung mit sechzehn Knotenpunkten, die einander nach einer gemeinsamen 
Haupttangentenkurve achter Ordnung und Klasse berühren und sonst keinen 
Schnittpunkt haben. 

Es ist bemerkenswert, daß, wenn man unter diesen Flächen eine beliebige 
nimmt und alle zugehörigen konfokalen Komplexe zweiten Grades betrachtet, 
sich die im Texte besprochene Kongruenzschar immer als Durchschnitt zwischen 
diesen Komplexen und einem HOBISERIGEN, linearen Komplexe desselben 
Systems auffassen läßt. 

2) Bei dieser Gelegenheit möchte ich darauf aufmerksam machen, daß die 
Kombination zweier Theorien, die Herr Darboux (Comptes Rendus, Aug. 1869) 
und ich (Götting. Nachrichten, Mai1871 [hier Abh. XIII, S. 215]) gegeben haben, dazu 
dienen kann, unbegrenzt viele neue Orthogonalsysteme eines Raumes von 
n Dimensionen aufzufinden. 

' Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 14 
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Der eben aufgestellte Satz kann die Frage veranlassen, ob die be- 
sprochene Eigenschaft für den linearen Komplex charakter istisch ist, oder 
ob dieselbe einem jeden Komplexe zukommt. 

Andererseits führt die von Herrn Klein gegebene Gleichungsform 
konfokaler Komplexe zweiten Grades in Verbindung mit den Theorien 
des $ 23 [ganz] natürlich darauf, diese Komplexschar im Linienraume als 
ein Analogon zu den Orthogonalsystemen des gewöhnlichen Punktraumes 
aufzufassen. | 

Es liegt hier zugleich nahe, eine Erweiterung des Dupinschen Theo- 
rems, und zwar in der folgenden Form, zu vermuten: die Linienfläche, 
welche dreien der Komplexe gemeinsam ist, berührt die Brennfläche der 
zweien dieser drei Komplexe gemeinsamen Kongruenz nach einer [245 
Haupttangentenkurve. 

Ist dieser Satz bewiesen, so fragt es sich, ob noch mehrere Systeme 
von Linienkomplexen in dieser Beziehung stehen. Herr Klein hat nun 
gefunden!), daß diesen unbestimmten Spekulationen, die sich auch mir 
dargeboten hatten, eine Realität entspricht. Beim Beweise benutzt er 
zur Bestimmung der geraden Linie vier Koordinaten, welche mit den von 
mir in dieser Abhandlung und auch in früheren Arbeiten als Linien- oder 
Kugelkoordinaten?) benutzten vier Größen X, Y,Z, H identisch sind. 
Er knüpft daran die weitere Bemerkung, daß unter Zugrundelegung 
dieser Koordinaten die Liniengeometrie mit der metrischen Geometrie 
zwischen vier Variabeln identisch wird, insofern nämlich bei ihrer Zu- 
grundelegung das Moment zweier Geraden sich darstellt, wie die Ent- 
fernung zweier Punkte im Raume von vier Dimensionen, und die Bedin- 
gung für die involutorische Lage zweier Komplexe, wie die Bedingung 
für die Orthogonalität zweier Flächen in diesem Raume. 

Es ist dieses offenbar etwas anderes als der schon früher von 
mir hervorgehobene Zusammenhang zwischen gewissen Theorien der 
Plückerschen Liniengeometrie und einigen Problemen der gewöhnlichen 
metrischen (reometrie. 





1) Göttinger Nachrichten, März 1871. 

2) Ich muß hinzufügen, daß die Koordinaten X, Y,Z, H als ein Degenerations- 
fall der von Herrn Klein 1868 eingeführten sechs homogenen Linienkoordinaten, 
zwischen denen eine Bedingungsgleichung von der Form: + 23 +. +2%=0 
stattfindet, aufzufassen sind ($ 9, Nr. 24). 
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XIlIa. 
Selbstanzeigen von XI und XII. 
1. Bulletin des Sciences math&matiques et astronomiques, Bd. III, S. 365—367, 
Paris, Decembre 1872. 

En dehors des transformations qui font correspondre un point [365 
& un point, il existe, comme on sait, une classe etendue de transforma- 
tions g&ometriques qui font correspondre a des surfaces qui se touchent 
des surfaces ayant la m&me relation. Chaque transformation de ce genre, 
qu’on peut appeler, avec l’auteur, une transformation de contact, s’ex- 
prime par eing 6quations entre ©, 9,2,9,q et X, Y,Z,P,Q ,q, P,® 
sont les derivees de 2,Z par rapport & x, y, X, Y respectivement). 91, 
entre ces eing 6quations, on elimine p,q, P,Q, on obtient, suivant les 
cas, soit une, soit deux, soit trois &quations entre les coordonnees x, Y, 2, 
X, Y,Z. Reciproquement, on sait que toute &quation: 


(1) F(x,y,2,X,Y,2) =0, 


que Plücker appelle une equation direetrice, definit une transformation 
de contact, et l’on voit bien ici la nature de ces transformations. A chaque 
point (x, y, z) correspondent une infinite de points X, Y, Z, situes sur [366 
une surface representee par l’&quation (1), et quand le point (x, y, 2) 
decerit une surface, la surface correspondante enveloppe une surface cor- 
respondant & la premiere. 

On ne paralt pas, au contraire, avoir remarqu6 que deux equations: 


(2) F.(2,y,,X,Y,Z)=0, F,(&,y,,X,Y,Z) =0 


definissent aussi une transformation de la nature des precedentes, en ce 
sens qu’& tous les points de l’une des figures correspondent dans l’autre 
des courbes en nombre triplement infini. Par suite, si un point de la 
premiere figure deerit une surface, la courbe correspondante enveloppe la 
surface correspondante. Et, d’apres cela, on reconnait que toute transfor- 
mation de contact conduit soit a un nouveau systeme de coordonne&es, soit 
&-l’introduetion, dans le sens de Plücker, d’une courbe nouvelle comme 
element de l’espace. C’est A ce point que serapportent quelques developpe- 
ments generaux sur la theorie des &quations aux derivees partielles. 

Sı les &quations (2) sont lineaires, aussi bien par rapport a &, y, 2 que 
par rapport a X, Y,Z, alors les courbes de chaque figure qui correspon- 
dent aux points de l’autre sont les lignes droites d’un complexe. 

Les formules de substitution: 


— 22=22 —- (X+ıY), (KX-1iY)z=2y—Z 


sont partieulierement importantes. 
14* 
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Si l’on considere les droites de l’espace (x, y, 2) comme des eylindres 
infiniments petits, elles se transforment dans les spheres du deuxieme 
espace, et de telle maniere que deux droites qui se coupent se trans- 
forment en spheres qui se touchent. Il suit de la que les courbes asympto- 
tiques d’une surface dans le premier espace se transforment ‘dans les 
lignes de courbure de la surface correspondante du deuxieme. On dötermine 
ainsi les lignes asymptotiques de la surface de Kummer ä seize points 
singuliers, en s’appuyant sur la determination, faite par MM. Moutard 
et Darboux, des lignes de courbure des surfaces du quatrieme ordre A 
conique ‘double. Si l’on soumet alors l’espace primitif (z, y,2) a une 
transformation homographique, la transformation correspondante [367 
du deuxieme espace est la transformation de contact la plus generale, 
dans laquelle les lignes de courbure demeurent invariables. En s’appuyant 
sur ces döveloppements, on etablit un rapport tondamental entre la geo- 
metrie des lignes droites et celle des spheres, et par consequent entre la 
geometrie projective et les relations metriques. 


2. Bulletin des Sciences math&matiques et astronomiques, Bd. III. S. 367, Paris, 
Decembre 1872. 


La deuxieme partie du travail a pour but d’etablir un lien entre [367 
les idees nouvelles introduites en G&omeötrie et les th6ories anciennes re- 
latives aux equations aux differentielles partielles. Les equations pour 
lesquelles les caracteristiques sont des lignes asymptotiques ou des lignes 
de courbure, et une classe d’equations dont les caracteristiques sont des 
lignes geodösiques, sont comparees et transformees les unes dans les 
autres. Toutes les &quations du second ordre dont les caracteristiques 
sont des lignes de courbure ou des lignes asymptotiques, et qui admettent 
des integrales intermediaires, sont etudiees et döterminees. L’auteur pour- 
suit les recherches connues sur les surfaces ä lignes de courbure planes ou 
spheriques, sur les surfaces ayant une reprösentation sphörique donnee, 
etc. Enfin le dernier Chapitre eontient plusieurs propositions sur la theorie 
des complexes de lignes du second degre et l’e&tude approfondie de la 
relation indiqu&e plus haut entre deux surfaces du quatrieme ordre. 


3. Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik, Bd.III, Jahrg. 1871, S. 420 bis 
422. Berlin 1874. 


I. Außer den Punkttransformationen gibt es bekanntlich eine [420 
ausgedehnte Klasse räumlicher Umformungen, bei denen Flächen, die sich 
berühren, in ebensolche übergehen. Jede solche Transformation, die eine 
Berührungstransformation heißen soll, drückt sich durch fünf Gleichungen 
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zwischen x, y,2,p,q und X, Y,Z, P,Q aus. Eliminiert man hier p,gq, 
P und Q, so erhält man entweder eine oder zwei oder drei Gleichungen 
zwischen den Punktkoordinaten der beiden Räume. 

Umgekehrt weiß man, daß jede Gleichung F (x, y,2,X, Y,Z) =, 
die Plücker als eine aequatio direetrix bezeichnet, eine Berührungs- 
transformation definiert. Es bestimmen ferner jedesmal drei solche Glei- 
chungen eine Punkttransformation. Dagegen scheint man früher [421 
nicht bemerkt zu haben, daß zwei Gleichungen: 


(1) FIELEN DEN. Bi, X, Y,2)= 0 


immer eine Berührungstransformation bestimmen, welche geometrisch 
darauf hinauskommt, daß den Punkten des einen Raumes im zweiten 
die Kurven einer dreifach unendlichen Schar entsprechen. Beschreibt 
ein Punkt eine Fläche, so umhüllt die dem Punkte zugeordnete Kurve 
die Bildfläche. 

Man findet also, daß jede Berührungstransformation entweder auf der 
Anwendung eines neuen Koordinatensystems oder auf der Einführung 
(im Plückerschen Sinne) von einem neuen Raumelemente beruht. 
Hieran schließen sich einige allgemeine Entwickelungen, die sich auf 
partielle Differentialgleichungen beziehen. 

Sind die Gleichungen (1) sowohl hinsichtlich &, ys; z, wie hinsichtlich 
X, Y,Z linear, so sind die in beiden Räumen auftretenden Kurvensysteme 
Plückersche Linienkomplexe. 

Wichtig ist insbesondere das System: 


ges KtiY), X -We=dy 2. 


Faßt man hier die Geraden des Raumes (x, y, z) als unendlich dünne 
Zylinder auf, so transformieren sich dieselben in die Kugeln des zweiten 
Raumes, und zwar so, daß sich schneidende Gerade in sich berührende 
Kugeln übergehen. Hieraus folgt, daß die Haupttangentenkurven einer 
Fläche im ersten Raume sich als die Krümmungslinien der entsprechen- 
den Fläche abbilden. 

Dieser Satz gibt beispielsweise eine Bestimmung der Haupttangenten- 
kurven auf der Kummerschen Fläche vierter Ordnung mit 16 Knoten- 
punkten, da ja die Herren Darboux und Moutard die Krümmungs- 
linien der Kummerschen Fläche vierter Ordnung mit zweifachem ima- 
ginären Kugelkreise gefunden haben. 

Unterwirft man den Raum (x, y, 2) einer linearen Transformation, 
so ist die entsprechende Umformung des zweiten Raumes die allgemeinste 
Berührungstransformation, bei weleher Krümmungslinien kovariante 
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Kurven sind. Ferner geben die linearen Transformationen, welche einen 
gewissen linearen Komplex in sich überführen, alle konformen Punkt- 
transformationen, usw. Auf diese Entwickelungen gründet sich ein [422 
fundamentaler Zusammenhang zwischen Liniengeometrie und Kugelgeo- 
metrie, und demzufolge zwischen projektivischen und metrischen Pro- 
blemen. 

II. Der zweite Teil sucht einerseits die erweiterten Begriffe der neue- 
ren Greometrie, andererseits die früher gegebenen Theorien für partielle 
Gleichungen zu verwerten. 

Gleichungen, deren Charakteristiken Haupttangentenkurven oder 
Krümmungslinien sind, und eine Klasse, deren Charakteristiken geodä- 
tische Kurven sind, können paarweise in einander transformiert werden. 
Hierher gehörige Gleichungen erster Ordnung lassen sich in übersicht- 
licher Weise als Linien- oder Kugelprobleme auffassen. Alle Gleichungen 
zweiter Ordnung, deren Charakteristiken Haupttangentenkurven oder 
Krümmungslinien sind, und welche intermediäre Integrale besitzen, wer- 
den bestimmt. Auch diese Probleme beziehen sich in einfacher Weise auf 
Linien- und Kugelsysteme. Man trifft hier beispielsweise die bekannten 
Untersuchungen über Flächen mit ebenen oder sphärischen Krümmungs- 
linien, über Flächen mit einem gegebenen sphärischen Bilde, anderer- 
seits Theorien, die sich auf lineare Linienkomplexe beziehen. 

Der letzte Abschnitt endlich gibt mehrere Beiträge zur Theorie der 
Komplexe zweiten Grades und verfolgt ferner den schon früher be- 
sprochenen Zusammenhang zwischen zwei bekannten Kummerschen 
Flächen vierter Ordnung. 


X. Fısı 


Über diejenige Theorie eines Raumes mit beliebig vielen 
Dimensionen, die der Krümmungstheorie des gewöhnlichen 
Raumes entspricht. 

Von Sophus Lie in Christiania. 


Gött. Nachr. 1871, Nr.7, vom 17.5.1871, S. 191—209. Vorgel. von A. Clebsch. 


1. Die nachstehenden Betrachtungen, auf welche ich durch eine Note!) 
von Herrn Klein geführt worden bin, die sich übrigens auch an meine ei- 
genen früheren Arbeiten anschließen, können teilweise als Verallgemeine- 
rung des Inhaltes der genannten Note auf n Dimensionen betrachtet 
werden. 

Unter meinen Resultaten hebe ich sogleich hervor, daß ich aus der 
bekannten Jacobischen Theorie des Systems: 


1... 2 


re 


D 





die Existenz einer ausgedehnten Familie algebraischer Flächen mit al- 
gebraischen Krümmungskurven erschließe. 


$1. Konfigurationen. Normalkonfiguration. Richtungen. 


2. Seien &,, X, - - -, &, absolute (das heißt nichthomogene) Ko- [192 
ordinaten eines Raumes R,„ mit n Dimensionen. Es bestimmt alsdann 
eine Gleichung: | 

EEE RE AR RN, 


eine (n — 1)-fache Mannigfaltigkeit, die ich mit dem Symbole M„_, be- 
zeichne. Die durch eine lineare Gleichung: 


L.5,% 
u, 
Da;; = Const. 
i 





1) Göttinger Nachrichten, März 1871: Über einen Satz aus der Theorie der 
Linienkomplexe, welcher dem Dupinschen Theorem analog ist, von Felix Klein. 
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dargestellte M„_, soll, wie gewöhnlich, eine ebene Mannigfaltigkeit heißen, 
und insbesondere nenne ich: 


die ebene Tangentialmannigfaltigkeit von F —=0, wobei vorausgesetzt 
wird, daß die Koordinaten (&,;) der Gleichung: F = 0 genügen. 


3. Das Wort Konfiguration brauche ich, um eine beliebige, einfach 
unendliche Mannigfaltigkeit zu bezeichnen. Beispielsweise könnte man 
eine Kurve eine Punktkonfiguration, wie auch eine Linienfläche eine 
(reradenkonfiguration nennen. In dem Raume R,„ wird eine Konfigu- 
ration durch n —1 Gleichungen dargestellt, und, wenn dieselben linear 
sind, geschieht dies am einfachsten folgendermaßen: 


a nt da 


a a; Ad, 








Die eben geschriebene Konfiguration nenne ich, wenn die Größen (x;) [193 
die Gleichung: 


IE 
Da;x; = Const. 
i 


befriedigen, die Normalkonfiguration dieser ebenen Mannigfaltig- 
keit. Ferner soll die Konfiguration: 











in De te 
dF dF dF 
dz, dz da. 


die der M„-ı: F =0 im Elemente (x,) zugehörige Normalkonfiguration 
heißen. 


4. Wenn ich von Richtung spreche, so verstehe ich darunter einen 
Übergang von einem Elemente zu einem unendlich benachbarten. Zwei 
Richtungen da”, dx‘” heißen orthogonal, wenn die Gleichung: 


1...n 
Dde” da” = 0 
i 


gilt; ebenso schneiden zwei M„_ı: F = 0 und ® = 0 einander orthogonal, 
wenn die Relation: 
1... dF dd 


a dr; de, 
% 4 


—=/AF + u® 
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stattfindet, das heißt, wenn das linke Glied für die gemeinsamen Ele- 
mente der beiden Mannigfaltigkeiten gleich Null ist. 

Es ist zu bemerken, daß die Orthogonalitätsbeziehungen bei [194 
einer jeden orthogonalen Transformation: 


1...n 
8; = Da,:0» 
® 


1.9 EURE 


Da;,= 3; DD’ 9;:4;x = 0 


j j 


ungeändert bleiben. 


$ 2. Die Hauptkonfigurationen einer M,„_ı. 


5. Schneiden sich die beiden Normalkonfigurationen, welche zwei 
unendlich benachbarten Elementen einer M„_, entsprechen, so nenne 
ich die Richtung, die vom ersten Elemente zu dem benachbarten führt, 
eine Hauptrichtung, und es läßt sich zeigen, daß von jedem Ele- 
mente im allgemeinen n —1 Hauptrichtungen ausgehen. 

Differentiiert man nämlich die Gleichungen der Normalkonfiguration, 
die ich folgendermaßen schreibe: 


dF dF 
a ‚ eu,, 
a FT (2, —- in), = op (in in), 
da, dt, 


hinsichtlich aller x,, indem die Größen x; als konstant betrachtet werden, 
so erhält man n — 1 Gleichungen: 


fı: da, + fo: d, 6 2 ee + fnı dt, —(, 


die hinsichtlich aller dx linear sind, welche ferner in linearer Weise die 
Größe x, — x, (in den Koeffizienten f) enthalten. Die Elimination aller 
dx zwischen diesen Gleichungen und der folgenden: 


SYar 
de, 
: 


da; = 0 


gibt eine Gleichung (n — 1)-ten Grades zur Bestimmung von &, — &, , [195 
und also ist meine Behauptung bewiesen. 

Die Koordinaten &,,%,..., x, bestimmen auf der Normalkonfigu- 
ration n — 1 Elemente, die ich als Hauptelemente derselben oder als 
Krümmungszentra der M„_ı bezeichne. 


218 XII. Theorie eines Raumes mit bel. vielen Dimensionen. Gött. Nachr. 1871 


6. Daß jedem Elemente einer M„_ı im allgemeinen n — 1 Haupt- 
richtungen entsprechen, läßt sich auch folgendermaßen einsehen, und 
hierdurch wird zugleich bewiesen, daß diese Richtungen paarweise 
orthogonal sind. | 

Man führe eine orthogonale Transformation aus und wähle ein Ele- 
ment unserer M„_, und die zugehörige ebene Tangentialmannigfaltig- 
keit beziehungsweise als Koordinatenanfang: ( = == m =) 
und als Koordinatenmannigfaltigkeit: (&, = 0). Die Gleichung der be- 
treffenden M„_ı schreibt sıch alsdann, wenn man sich auf Größen zweiter 
Ordnung beschränkt, folgendermaßen: 


1...n 
+ Io. at: =0. 
ik 


Es läßt sich bekanntlich diese Gleichung durch eine neue orthogonale 
Transformation der Größen &,, &3, . . ., &„ auf die Form: 


1.48 2. 
a + 2b, + Dem +: -=0 
D i 


bringen, und wenn man hier die Hauptrichtungen im Koordinatenanfange 
sucht, findet man, daß dieselben jedesmal n —2 dern — 1 Gleichungen: 


1 N RT En | PER RU < [196 
befriedigen.t) 

7. Eine jede in einer M„-ı enthaltene Konfiguration, deren Rich- 
tungen sämtlich Hauptrichtungen sind, werde ich eine Hauptkonfigu- 
ration der Mannigfaltigkeit nennen, und es ist einleuchtend, daß eine 
M„_ı im allgemeinen (n — 2)-fach unendlich viele Hauptkonfigurationen 
besitzt, daß ferner n — 1 solche durch jedes Element gehen. 


$ 3. Verallgemeinerung des Dupinschen Theorems. 


8. Das Dupinsche Theorem läßt sich folgendermaßen auf beliebig 
viele Dimensionen verallgemeinern: 
Es seien gegeben n Scharen M,„-ı: 


ER LET N 





1) Die bis hierher auseinandergesetzte Verallgemeinerung der Theorie der 
Krümmung der Flächen ist bereits von Herrn Kronecker gegeben worden in 
dem Aufsatze: „Über Systeme von Funktionen usw.‘ Berl. Monatsberichte, 
August 1869. 
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deren Konstituenten eine jede M„_-ı der anderen Scharen 
orthogonal schneiden, dergestalt, daß die Gleichung: 





EAN 
Fer ua) tr) 


für eine jede Kombination a, b stattfindet. Wählt man nun 
aus jeder Schar eine M,„_:: 


' ’ [4 ' 
YET FARBEN | uch, 


j» 
so behaupte ich, daß A,immer n—2% von diesen Mannigfaltig- 
keiten nach einer Konfiguration schneidet, die für alle [197 
n —1M,„_-,, welche dieselbe enthalten, eine Hauptkonfigu- 
ration ist. 

9. Nimmt man nämlich ein gemeinsames Element der n gewählten 
Mannigfaltigkeiten zum Koordinatenanfang und die zugehörigen ebenen 
Tangentialmannigfaltigkeiten, welche paarweise orthogonal sind, zu 
Koordinatenmannigfaltigkeiten, so erhalten die Gleichungen unserer 
n M„-ı die folgende Form: 


T; + I Da,,%%% +. =/(, 


und es läßt sich zeigen!), daß, wenn jedesmal zwei von diesen M,„_, sich 
auch in benachbarten Elementen orthogonal schneiden sollen, so können 
die Koeffizienten a,, nur unter den Voraussetzungen: 


i=k, ji, j=k 


von Null verschieden sein. Man wird somit auf die Form: 
a RR‘ 
“| 


4..,8 
+ Da. + 3b,2,% +. =0 


0 


geführt, oder, wenn man bemerkt, daß x, eine Größe zweiter Ordnung 
ist, auf die folgende: 


15, 
+ Zaua+-.-=0, 
{} 


und also ist unser Satz bewiesen. 


10. Für eine jede Mannigfaltigkeit M,„_,, die einem [1% 
OÖrthogonalsysteme angehört, ordnen sich nach dem Öben- 





1) Vgl. Salmons Raumgeometrie (II, S.51 der Übersetzung von Fiedler), 
wie auch Kleins oben zitierte Note. 
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stehenden die Hauptkonfigurationen auf eigentümliche 
Weise. Es läßt sich nämlich eine solche M„_, auf n—1 Weisen in einfach 
unendlich viele M„_, teilen, dergestalt, daß jede M„_, (n — 2)-fach von 
Hauptkonfigurationen der gegebenen Mannigfaltigkeit erzeugt wird. 
Ebenso teilt sich jede M„_, auf n — 2 Weisen in einfach unendlich viele 
M,„_s, deren jede (n—3)-fach von Hauptkonfigurationen erzeugt wird, usw. 
Es läßt sich dieses folgendermaßen aussprechen: 
Seien: 
(nr a 


u.) (dm), ..., (de) 

dien — 1 Hauptrichtungen einer M„_,, welche einem Orthogonalsysteme 
angehört. Es können alle dx als bekannte Funktionen von &,,.. ., &%-ı 
betrachtet werden. Man bestimmen — 1 Größen X, durch die Gleichungen: 
"SEHV 0 "Sx de*-» 

2442, EEE 3 Ka 78, 

L} ı 


1...n—1 l...n—1 


PT N BD. 5, DI Xdar’— 0. 


Esläßt sich alsdann die Gleichung: 


1...n—1 


SI X;,de; ae 0 


in der Form: D(x,,...,2%_-,) = Const. integrieren. 

Wenn umgekehrt die Hauptrichtungen einer M„-ı [199 
diese Bedingung befriedigen, so kann man beweisen, worauf 
ich hier nicht eingehe, daß die betreffende M„_, wenigstens 
einem Orthogonalsysteme angehört. 


$ 4. Die Hauptkugeln einer M,„_ı. 
11. Die Mannigfaltigkeit: 


1.8 

Pit: a a 
besitzt, wie man sich leicht überzeugt, die Eigenschaft, daß alle in der- 
selben enthaltenen Konfigurationen Hauptkonfigurationen sind; es 
schneiden sich nämlich alle Normalkonfigurationen in dem Elemente 
Yıs Yas =» => Yn. Ich nenne diese M„_, die Kugel des Raumes AR, und 
das Element %Y,,..., %, das Zentrum derselben. Eine orthogonale Trans- 
formation unseres Raumes führt die Kugeln desselben in ebensolche über. 
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. L 4 £ ' „ [20 „ 
12: Wenn zwei Kugeln; %,, %Yss » : +5 Yns Yyıı und Yyı,Yar: -u, Yazı 
einander in einem gemeinsamen Elemente &,, %,..., 2, berühren, so 
finden die Gleichungen statt: 











1...n+1 
Sy - y,) 2: 0, 
: Mitkese ARRSER TEN Yn— En _ Ynzı 
yı — ı Ymn— In  Yazı 
Wenn eine dritte Kugel y\ ,..., Y,..ı die beiden genannten in dem 
Elemente &,,..., &, berührt, so gelten die Gleichungen: 
nr .n+1 


Iw-wr 0, le ht. 








und überdies die folgenden: [200 
NM ee ae PR EN, ir Ins 3 
Yyı y—yY Ynrı — Ynr+ı 


13. Unter den einfach unendlich vielen Kugeln, die eine gegebene 
M„-ı in einem gegebenen Elemente derselben berühren, sind n — 1 aus- 
gezeichnet und sollen Hauptkugeln heißen. Es sind dies diejenigen 
Kugeln, deren Zentra Hauptelemente der betreffenden Normalkonfigu- 
ration sind. Jede Hauptkugel berührt die Mannigfaltigkeit M,„_, in zwei 
unendlich nahen Elementen einer Hauptkonfiguration, und also berühren 
zwei konsekutive der einfach unendlich vielen Hauptkugeln, die einer 
Hauptkonfiguration entsprechen, immer unsere M„_, In einem gemein- 
samen Elemente. 

Demzufolge kommt die Aufgabe: die Hauptkonfigurationen einer 
M„-ı zu bestimmen, darauf hinaus, die Hauptkugeln derselben auf alle 
möglichen Weisen in Konfigurationen zu ordnen, dergestalt, daß zwei 
konsekutive ein gemeinsames Berührungselement mit der M„_, haben. 


$5. Die orthogonale Transformation des R,., als Transformation des R,. 


14. Die Kugel des Raumes R,„ hängt von n + 1 Parametern: 


Yı» Yas + + +» YUn+ı 


ab; führt man also die Kugel als Element ein, so erhält der 
Raum, den ich alsdann mit dem Symbole R,„;ı bezeichnen 
werde, n +1 Dimensionen; als Koordinaten wähle ich hierbei 
die Größen: y,, Ya, : : +; Ynz+ı- 
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15. Ich unterwerfe nun den R„;, einer durch n +1 Gleichungen 
zwischen den Kugelkoordinaten y, ausgedrückten Transformation, und 
indem ich mich zunächst auf orthogonale Transformationen: 


l1...n+1 


yı = Sa; N; [201 
ö 


l...n+1 1...2+1 
a; —1, PAR = 0 
beschränke, behaupte ich, daß dabei alle Kugeln, die einander in 
einem gemeinsamen Elemente berühren, in ebensolche über- 
gehen. 
Die Berührungsbedingung: 


1...n+1 


2 Yy—-yYy=0 


transformiert sich nämlich in die entsprechende Gleichung: 


l...n+1 


Den - =; 


9 


ebenso gehen die Gleichungen: 


’ [73 ’ ’ [73 
YrTlr er Ta  Aae 
7 2 ag ’ 77 m 


YyıYı y—% a SR Yarı "Unrı 





in die folgenden: 


ee RN ar! 


TE as EN, 77 


m—nı mn. Mn Nari 





über, und also ist meine Behauptung bewiesen. 


16. Es läßt sich infolgedessen die orthogonale Transfor- 
mation des Raumes R,„., als eine Transformation des R, auf- 
fassen, und zwar haben die betreffenden Transformations- 
gleichungen die folgende Form: 

e | dr, dm  ,, dm \, 
& = IN,(2, Lg, 2. +, Inn da’ aut "+ dn .) 

In dieser Auffassung führt eine orthogonale Transformation [202 
des Raumes R,„;, eine im Raume R,„ gegebene Mannigfaltigkeit: 


in eine neue über: 


D(E,, Ei; „eo. &,) ua 0; 


% 
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und hierbei entsprechen sich, wie ich sogleich beweisen 
werde, die Hauptkonfigurationen der gegebenen und der 
transformierten Mannigfaltigkeit. 


Der Inbegriff der Kugeln, die F = 0 in zwei konsekutiven Elementen 
berühren, das heißt, die Hauptkugeln von F =0, geht nämlich in die 
Hauptkugeln von ® = 0 über; es transformiert sich ferner eine jede kon- 
tinuierliche Aufeinanderfolge von Hauptkugeln, von denen immer zwei 
konsekutive ein gemeinsames Berührungselement mit F = 0 haben, in 
Kugeln, welche zu ® = 0 in demselben Verhältnisse stehen. 


17. Man denke sich gegeben (n — 1)-fach unendlich viele Kugeln, 


die durch zwei Relationen: 


h(Yı; Yay-++, Yn+1) —0, f2(yı, Yayı-+ + Yn+1) =) 


definiert werden. Dieses Kugelsystem bestimmt als Enveloppengebilde 
eine Mannigfaltigkeit M„_,, deren Gleichung: 


Pig .2,...0)20 


man findet, wenn man die Relationen: 


1: 
(uw + Yard; h=0, a=0 


hinsichtlich aller y, differentiiert und darnach diese Größen eliminiert. 


Eine orthogonale Transformation des R,„;, führt unser Kugel- 
system und das zugehörige Enveloppengebilde F = 0 in ein neues [203 
Kugelsystem mit seinem Enveloppengebilde ® = 0 über, und es ist nach 
dem Obenstehenden einleuchtend, daß Kugeln des gegebenen Systems, 
welche F = 0 in Elementen einer Hauptkonfiguration berühren, sich in 
Kugeln, die zu® =0 in demselben Verhältnisse stehen, transformieren. 


$ 6. Orthogonalsystem des R,, abgeleitet aus einem des R,..ı. 


18. Ich betrachte nun im Raume R,;,, ein Orthogonal- 
system: 


Fir U on e..n F=4,... Farı = Anıı 


und alle Kugeln, welche zwei bestimmten Mannigfaltig- 
keiten (A,) und (A,,,) zugleich angehören. Dieses Kugelsystem, 
welches nach $3 (n —1)-fach von gemeinsamen Hauptkon- 
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figurationen der Mannigfaltigkeiten (A) und (A,,,) erzeugt 
wird, bestimmt ein Enveloppengebilde: 


EEE PR Rn 


und zwar berühren die besprochenen Hauptkonfigurationen 
dieses Gebilde nach seinen Hauptkonfigurationen. 


19. Um dieses merkwürdige Theorem zu beweisen, führe man eine 
orthogonale Transformation des R„,, aus, durch welche y, =0, 9 —=0, 
.., Yn+ı = 0 ebene Tangentialmannigfaltigkeiten von n + 1 bestimm- 
ten Mannigfaltigkeiten: 
Du 


für ein gemeinsames Element derselben werden. Es lassen sich alsdann 
die Gleichungen F, =; mit Vernachlässigung von Größen dritter [204 
Ordnung folgendermassen schreiben: 


.n+1 


ut Sanyt+ st. 


Die gemeinsamen Kugeln der beiden Mannigfaltigkeiten F, und F„;ı 
werden mit der genannten Genauigkeit durch die Gleichungen: 


+ Sanyt4 =o, 


Yn+1 + Sagem +, =D 


bestimmt, und es ist nicht schwer, zu erkennen, daß allen diesen Kugeln 
ein Enveloppengebilde entspricht, dessen Gleichung mit derselben Ap- 
proximation die Form besitzt: 


N 
F=un+23bur+ 0. 


Es zeigt sich also, daß die Hauptrichtungen von F = 0 im Elemente: 
%ı =%=''"=7,=0 mit denjenigen übereinstimmen, die unser 
Theorem angibt, und wenn man die früheren Betrachtungen berück- 
sichtigt, sieht man, daß hiermit unser Satz bewiesen ist. 


Die Hauptkonfigurationen der Mannigfaltigkeit F=0 
haben, wie man leicht sieht, die früher besprochene Grup- 
pierung, und also gibt es im Raume R, wenigstens ein Or- 
thogonalsystem, welches F =0 enthält. 
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$ 7. Verallgemeinerungen. 


20. An das Vorstehende schließt sich der allgemeinere Satz an: [205 

Wenn man im Raume R, eine Mannigfaltigkeit M,„_, und 
ihre Hauptkonfigurationen kennt, so kann man, voraus- 
gesetzt, daß diese Konfigurationen die charakteristische 
Gruppierung haben, für einen jeden Raum R,„_,, dessen Di- 
mensionenzahl kleiner ist, Mannigfaltigkeiten M,„_,-ı an- 
geben, deren Hauptkonfigurationen bestimmbar sind und 
die betreffende Gruppierung haben. Die einzigen ÖOpera- 
tionen, welche hierbei zur Anwendung kommen, sind Diffe- 
rentiation und Elimination. 

Der Beweis liegt fast unmittelbar in unseren früheren Betrachtungen; 
wir haben nämlich diesen Satz für den Fallp = 1 bewiesen, und der all- 
gemeine Satz ist wesentlich mit diesem Falle, mehreremal angewandt, 
ıdentisch. 


21. Die folgenden Andeutungen können vielleicht dazu dienen, dieses 
und das bisher Auseinandergesetzte geometrisch zu versinnlichen. 

Als Element des Raumes R,„ mit drei Dimensionen wähle ich den 
Punkt und als Koordinaten die Cartesischen &,, X, £3. Die Gleichung: 


ER 
PA u Eh 
stellt in gewöhnlicher Bedeutung des Wortes eine Kugel dar, für welche 
Yı, Ya, Y; die Zentrumskoordinaten sind, %,? der Radius. Als Element 
eines Raumes R, mit vier Dimensionen wähle ich die Kugel des gewöhn- 
lichen Raumes und als Koordinaten die Größen Yı, Yg, Y3, Yı oder, wie 
ich nun schreibe: &,, &g, £3, %,.!) Die Gleichung: [206 
2%..% 


Zu —y® +y = 0 


® 


stellt ein Kugelsystem dar, und zwar dasjenige, welches ich in der eben 
zitierten Abhandlung als einen linearen Kugelkomplex bezeichnet habe. 
Als Element des Raumes R, wähle ich dieses Kugelsystem und als Ko- 
. ordinaten die Größen %,, Ya, Ya; Ya, Ys, und so weiter. 


22. Den vier Koordinaten &,, &,, 23, &, kann man auch, wie dieses 
aus der von mir untersuchten Abbildung?) des linearen Komplexes auf 





1) Vgl. „Über eine Klasse geometrischer Transformationen“ von Lie, Aka- 
demie zu Christiania, 1870 und 1871. [Hier Abh. IX, XI, XII] 
2) Vgl. Monatsberichte der Berliner Akademie. Dez. 1870. [Hier Abh. X.] 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd.I 15 
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den Punktraum hervorgeht, wie dies von einem andern Ausgangspunkte 
aus auch Herr Klein in der öfter zitierten Note getan hat, die Bedeutung 
von Linienkoordinaten geben. Element des Raumes R, wird dann ver- 
möge der genannten Abbildung der lineare Komplex, und entspricht 
dieses der Einführung des linearen Komplexes als Raumelement, welche 
Herr Klein an einem anderen Orte!) auseinandergesetzt hat. 


$ 8. Konstruktion algebraischer Flächen mit algebraischen 
Krümmungslinien oder Haupttangentenkurven. 
23. Jacobi hat bekanntlich gezeigt, daß die einfach unendlich vielen 
Mannigfaltigkeiten, die durch die Gleichung: 
17:0 92 


EN 
Ir 


i 





dargestellt werden, in unserer Terminologie ein Orthogonalsystem [207 
bilden. Es lassen sich also für jeden Raum R, algebraische Mannigfaltig- 
keiten angeben, deren Hauptkonfigurationen algebraisch sind und die 
charakteristische Gruppierung haben. 

Wenn man auf diese Mannigfaltigkeiten die früher angegebenen Ope- 
rationen anwendet, erhält man zum Beispiel unbegrenzt viele alge- 
braische Flächen mit algebraischen Krümmungskurven, oder, 
durch die oben erwähnte Abbildung, unbegrenzt viele algebraische 
Flächen mit algebraischen Haupttangentenkurven. Man erhält 
ferner beliebig viele algebraische Linienkomplexe mit alge- 
braischen Hauptkonfigurationen, welche die besprochene 
Gruppierung haben (vgl. die Note des Herrn Klein). Man sieht in- 
folgedessen die Möglichkeit ein, unbegrenzt viele algebraische 
Systeme von Linienkomplexen, die paarweise in Involution 
liegen, anzugeben, und so weiter. 


89. Die konformen Transformationen des AR, als Transformationen 
des R,„_ı. Orthogonalsysteme. 


24. Es mögen noch die folgenden Sätze ausgesprochen werden: 
a) Die allgemeinste Transformation des Raumes R,: 


&, ee II,(&,, KLpyeee, 2), 
die den Ausdruck: d&? + --- + d£} in ein Multiplum: 
Fix), 29... )(da? +--- + de}) 


1) Math. Ann. Bd. II. Über die allgemeine lineare Transformation der Linien- 
koordinaten. Vgl. auch: Plücker, Neue Geometrie, Nr. 19. 
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überführt, ist zugleich die allgemeinste Transformation von der angegebe- 
nen Form, welche Hauptkonfigurationen des Raumes R,„ in ebensolche 
überführt. Hierher gehört die orthogonale Transformation, wie auch [208 
eine, die der Transformation durch reziproke Radien entspricht. 


b) Die besprochene Transformation läßt sich zugleich 
als eine Transformation des Raumes R,„_, auffassen, und 
zwar erhalten wir in dieser Weise die allgemeinste Umwand- 
lung dieses Raumes, die sich folgendermassen ausdrücken 
läßt: 

d&n-ı dan-ı dan-ı 
BE er 2 AR, 





= B, (21; Io, SE In-1> 


und welche die Eigenschaft besitzt, Hauptkonfigurationen 
des Raumes R,„_, in ebensolche überzuführen. 


ce) Es lassen sich für den Raum R,„ n + 2 homogene Koordinaten, 
die eine Bedingungsgleichung: 
1...n+2 


Det 


befriedigen, anwenden. Die Bedingung für Orthogonalität zwischen zwei 
Mannigfaltigkeiten: f=0 und ®=0 drückt sich hierbei folgender- 


maßen aus: 
1...n+2 
dF dad _ 
dx,dz, eur 
i 


uF+v®. 


Wenn n gleich drei ist, trifft man eine Koordinatenbestimmung des 
Punktraums, die darauf zurückkommt, den Punkt durch seine Potenz 
hinsichtlich fünf paarweise orthogonaler Kugeln zu bestimmen. 

Wenn n gleich vier ist, so erhält man für die Plückersche Linien- 
geometrie die von Herrn Klein eingeführte Koordinatenbestimmung!) 
hinsichtlich sechs linearer Komplexe, die paarweise in Involution [209 
liegen. 

d) Die Gleichungen: 


1...n+2 
Fi 1...n+2 


25-0 





stellen, wenn man alle x als homogene Koordinaten und ferner die letzte 





1) Math. Ann. Bd. II. „Zur Theorie der Komplexe des ersten und zweiten 
Grades.‘ 


15* 
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Relation als eine Bedingungsgleichung zwischen diesen Koordinaten auf- 
faßt, ein Orthogonalsystem des Raumes R, dar, und zwar eins, welches 


das Jacobische: 
Ir. ,98 


u _ 
an! 
als Grenzfall enthält. Wenn n gleich drei ist, erhält man zum Beispiel das 
Darboux-Moutardsche ÖOrthogonalsystem, welches bekanntlich als 
eine Verallgemeinerung der konfokalen Flächen zweiten Grades aufge- 
faßt werden kann. 


25. Als nachträgliche Bemerkung muß ich noch hinzufügen, was ich 
leider erst neuerdings nach Abschluß der vorstehenden Note gesehen habe, 
daß Herr Darboux bereits in den Comptes Rendus, August 1869, eine 
Methode angegeben hat, nach welcher man aus jedem Orthogonalsysteme 
des Raumes von n Dimensionen ein solches im Raume von n — 1 Dimen- 
sionen erhalten kann. Indes scheint die dabei angewandte Methode von 
der in $6 auseinandergesetzten wesentlich verschieden zu sein. 


Christiania, 24. April 1871. 


XIV. [50, 424 


Über diejenigen ebenen Kurven, welche durch ein 
geschlossenes System von einfach unendlich vielen‘) ver- 
tauschbaren linearen Transformationen in sich übergehen. 


Von Felix Klein in Göttingen und Sophus Lie in Christiania. 


Math. Ann. Bd. IV, Heft 1, S. 50—84; ausgeg. 19. 6. 1871. Abgedruckt in den Ges. 
math. Abh. von F. Klein, Bd. I (1921), S. 424—459. 


In dem nachstehenden Aufsatze wird eine geometrische Schlußweise 
mit Konsequenz angewandt werden, die wir, obwohl sie durchaus nicht 
neu ist, gleich hier beim Eingange unserer Arbeit mit Bestimmtheit be- 
zeichnen wollen. 

Dieselbe findet bei der Untersuchung aller solchen geometrischen Ge- 
bilde ihre Stelle, bei welchen man Transformationen kennt, durch die 
diese in sich selbst übergeführt werden. 

Sie läßt sich in dem allgemeinen Satze zusammenfassen: daß ein 
beliebiges anderes Gebilde, welches zu dem ursprünglichen 
in irgend einer durch die zugehörigen Transformationen un- 
zerstörbaren Beziehung steht, durch diese Transformationen 
in solche Gebilde übergeht, welche dieselbe Beziehung zu 
dem ursprünglichen haben .?) 

Zum Beweise wende man auf beide Gebilde gleichzeitig diese Trans- 
formationen an; ihre gegenseitige Beziehung bleibt dabei, nach Voraus- 
setzung, unverändert dieselbe. Ob man aber auf beide Gebilde oder nur 
auf das hinzutretende die Transformationen anwendet, macht keinen 
Unterschied, weil ja das ursprüngliche durch dieselben in sich übergeht. 
Unser allgemeiner Satz ist also bewiesen. 

Wir betrachten nun diesen Satz in den einzelnen Fällen, auf die er 
Anwendung findet, und geben ihm, wenn dies angeht, eine den speziellen 
Voraussetzungen entsprechende Form. 





1) Unter ‚einfach unendlich viel‘ sei hier, wie auch immer im folgenden, eine 
kontinuierliche Mannigfaltigkeit von einer Dimension verstanden. 

2) Diese Schlußweise ist seither wohl besonders bei kinematischen Unter- 
suchungen angewandt worden. Vgl. Schell, Theorie der Bewegung und der Kräfte. 
Teil I, Kap. III. 
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Um dies völlig klar zu stellen, folge hier ein möglichst einfach [425 
gewähltes Beispiel. 

Betrachten wir eine Schraubenlinie A. Dieselbe geht durch eine [51 
kontinuierliche Bewegung (die zugehörige Schraubenbewegung) in sich 
über. Hieraus schließt man, daß der Ort der Mittelpunkte der Schmie- 
gungskugeln eine Schraubenlinie ist, die mit A die Achse und die Höhe der 
Schraubengänge gemein hat. Man konstruiere nämlich in einem beliebigen 
Punkte von A die zugehörige Schmiegungskugel und deren Mittelpunkt. 
Wenn man auf das so gebildete System die zu A gehörige Bewegung 
anwendet, so bleibt A selbst unverändert, während die Schmiegungs- 
kugel in die Schmiegungskugel in einem anderen Punkte von A, ihr 
Mittelpunkt in den Mittelpunkt dieser Kugel übergegangen ist: da Be- 
rührungs- und metrische Relationen bei der Bewegung unverändert 
bleiben. Man erhält also die Mittelpunkte aller Schmiegungskugeln, wenn 
man einen auswählt und auf ihn die zu A gehörige Schraubenbewegung 
anwendet, was der zu beweisende Satz ist. 

Die hiermit dargelegte Schlußweise erscheint um so fruchtbarer, je 
einfacher die Transformationen, durch welche das ursprüngliche Gebilde 
in sich übergeht, an sich und in ihrer gegenseitigen Beziehung sind, sowie, 
je größer ihre Zahl ist. 

Zwei Arbeiten, in denen wir von dieser Schlußweise als Hilfsmittel 
Gebrauch machten, waren geeignet, uns ihre Fruchtbarkeit in solchen 
Fällen zu zeigen. 

In der einen Arbeit!) behandelte der eine von uns (Lie) den Linien- 
komplex, dessen Linien ein festes Tetraeder nach konstantem Doppel- 
verhältnisse schneiden. Ein derartiger Komplex geht durch die dreifach 
unendlich vielen linearen Transformationen, welche sein festes Tetra- 
eder unverändert lassen, in sich selbst über. Von dieser fundamentalen 
Eigenschaft ausgehend ließen sich nun eine Reihe weiterer Eigentüm- 
lichkeiten desselben unmittelbar ableiten. Übrigens werden wir eine aus 
dieser Arbeit entstandene gemeinsame ausführlichere Arbeit bei einer 
nächsten Gelegenheit in dieser Zeitschrift veröffentlichen. 

In der anderen Arbeit?) betrachtete der andere von uns (Klein) in- 
sonderheit die Kummersche Fläche vierten Grades mit 16 Knoten- 
punkten. Die Untersuchungsmethode ging davon aus, daß diese Fläche 
durch 16 lineare und 16 reziproke Transformationen, welche unter einander 





1) Über die Reziprozitätsverhältnisse des Reyeschen Komplexes. Gött. Nach- 
richten 1870, Nr. 4. [Hier Abh. V.] 

2) Zur Theorie der Linienkomplexe des ersten und zweiten Grades. Math. Ann. 
Bd. II, Heft 2. 
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vertauschbar sind, in sich selbst übergeht. Diese Transformationen lassen 
sich — was übrigens hier nicht in Betracht kommt — durch den Über- [426 
gang von Punkt- und Ebenenkoordinaten zu Linienkoordinaten im Raume 
in sehr einfacher Weise untersuchen; ist das geschehen, so erhält man, 
gemäß der auseinandergesetzten Schlußweise, eine Reihe weiterer Eigen- 
schaften der Kummerschen Fläche. 

Hiernach lag es uns nahe, überhaupt solche geometrische Gebilde [52 
aufzusuchen, welche durch möglichst einfache und möglichst viele Trans- 
formationen in sich übergehen, und nachzusehen, welche Eigenschaften 
solche Gebilde gemäß der in Rede stehenden Schlußweise besitzen. 

Anknüpfend an die genannte Arbeit über den Linienkomplex, dessen 
(Gerade ein festes Tetraeder nach konstantem Doppelverhältnisse schnei- 
den, wandten wir unsere Aufmerksamkeit solchen Kurven und Flächen 
zu, welche durch geschlossene Systeme von einfach beziehungsweise 
zweifach unendlich vielen unter sich vertauschbaren linearen Transfor- 
mationen in sich übergehen. So entstand ein gemeinsamer Aufsatz, der 
unter dem Titel: Sur une certaine famille de courbes et de sur- 
faces in den Comptes Rendus des vergangenen Jahres (6. und 13. Juni) 
erschienen ist.!) | 

In der gegenwärtigen Abhandlung wollen wir nun den Inhalt dieser 
Arbeit, soweit er sich auf ebene Kurven bezieht, ausführlicher dar- 
legen. Indem wir uns auf die Betrachtung ebener Kurven beschränken, 
wird es möglich sein, der Darstellung eine abgerundetere Form zu geben, 
als dies bei Zuziehung der betreffenden räumlichen Gebilde bei deren 
großer Mannigfaltigkeit gelingen will, ohne daß wir deswegen auf die Aus- 
einandersetzung der allgemeinen Gesichtspunkte zu verzichten brauchten, 
welche bei der Untersuchung solcher Gebilde in Betracht kommen. 

Nur einen Punkt der allgemeinen Theorie, zu dessen Diskussion man 
bei der Untersuchung der genannten ebenen Kurven keine rechte Ver- 
anlassung hat, wollen wir, abgetrennt von dem Übrigen, in einem be- 
sonderen Paragraphen ($ 7) behandeln. Derselbe betrifft die Integration 
solcher Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei Variabeln, die 
durch unendlich viele Transformationen in sich übergehen. Man kann 
dieselbe immer auf die Integration einer anderen Differentialgleichung 
zurückführen, die einzig von der Art der unendlich vielen Transforma- 
tionen abhängt. 

Die Darstellung der in den Kreis unserer Betrachtung fallenden räum- 
lichen Verhältnisse haben wir aus [den] genannten Gründen hier ausge- 
schlossen; wir hoffen indessen, bei einer nächsten Gelegenheit eine solche 

1) [Hier Abh. VI.] 
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geben zu können. Dabei würde es sich weniger um die Erledigung prin- 
zipieller Fragen handeln, als vielmehr darum, die Fruchtbarkeit der in 
dem gegenwärtigen Aufsatze entwickelten Gesichtspunkte an dem reiche- 
ren Material, welches .die Raumgeometrie bietet, darzulegen. 

Gegenstand der nachstehenden Untersuchung sind [427 
also diejenigen ebenen Kurven, welche durch ein geschlos- 
senes System von einfach unendlich vielen unter sich ver- 
tauschbaren linearen Transformationen in sich über- [53 
gehen.!) Wir werden für diese Kurven eine beliebig zu erweiternde Reihe 
von Eigenschaften ableiten; insbesondere werden wir zeigen, daß dieselben 
durch unendlich viele geometrische Verwandtschaften in sich übergehen. 
Wir legen übrigens auf diese Entwickelungen nur insofern Wert, als wir 
zu denselben einzig und allein vermöge Räsonnements ge- 
langen und nicht nur die Richtigkeit der Resultate, sondern 
die innere Notwendigkeit derselben einsehen. 

Wir beginnen damit, daß wir die verschiedenen in den Kreis unserer 
Betrachtung fallenden Kurven aufzählen. Unter diesen Kurven findet 
sich insbesondere, wie hier gleich angeführt sein soll, die logarith- 
mische Spirale. Die bekannte merkwürdige Eigenschaft dieser Kurve: 
daß sie durch eine Anzahl einfacher Operationen in eine Kurve der- 
selben Art übergeführt wird?), subsumiert sich unter allgemeinere Eigen- 
schaften der von uns betrachteten Kurven. Gleichzeitig ergeben sich eine 
Reihe bis jetzt, wie es scheint, nicht bemerkter Eigenschaften der log- 
arıthmischen Spirale. Man kann wohl durch die von uns angewandte 
Schlußweise die Theorie der logarithmischen Spirale auf ihren einfach- 
sten Ausdruck zurückführen. 

Es mag ferner noch die folgende Bemerkung hier ihre Stelle finden. 

Die Betrachtungen über geschlossene Systeme vertauschbarer line- 
arer Transformationen, wie sie im folgenden vorkommen werden, haben 
eine intime Beziehung zu Untersuchungen, welche in der Theorie der Sub- 
stitutionen und damit zusammenhängend in der Theorie der algebraischen 





1) Die hier gegebene und auch in der Überschrift zugrundegelegte Definition 
der in Betracht kommenden Kurven ist mit der scheinbar weiteren gleichbedeutend: 
Kurven, welche durch einfach unendlich viele lineare Transformationen in sich 
übergehen. Es liegt dies daran, daß Kurven Mannigfaltigkeiten von einer Dimen- 
sion vorstellen (vgl. $1, Nr. 4, Note). Wir haben vorgezogen, die Definition in der 
gewählten Form zu geben, weil sie in derselben auf die unseren Kurven analogen 
Mannigfaltigkeiten von mehr Dimensionen ausgedehnt werden kann. 

2) Vgl. hierzrı insbesondere den Artikel ‚Spirale‘ in Klügels mathematischem 
Wörterbuch. 
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Gleichungen auftreten.!) Indes findet ein durchgreifender Unterschied 
statt zwischen der Form, unter der diese Probleme in den genannten 
Disziplinen und unter der sie hier auftreten, nämlich der, daß in jenen 
immer von diskret veränderlichen, hier von kontinuierlich veränderlichen 
Größen die Rede ist. Dadurch vereinfachen sich im vorliegenden Falle 
die zu lösenden Fragen in hohem Grade. Vielleicht ist es für die Durch- 
führung der komplizierteren Betrachtungen, welche bei diskreten Va- [428 
riabeln nötig werden, richtig, dieselben zuerst, in einer ähnlichen Weise, 
wie dies nachstehend geschieht, für kontinuierliche Veränderliche zu [54 
behandeln und erst hinterher die Variabilität der Veränderlichen zu be- 
schränken. 


$1. Einfach unendliche, geschlossene Systeme von vertauschbaren 
linearen Transformationen. W-Kurven. 


1. Von linearen Transformationen in der Ebene gibt es bekanntlich 
fünf Klassen. 

Bei Transformationen der ersten Klasse bleiben die drei Ecken und 
die drei Seiten eines bestimmten Dreiecks (des Fundamentaldreiecks) 
unverändert, die übrigen Punkte und Geraden der Ebene verändern ihre 
Lage. Eine Seite des Dreiecks mag unendlich weit rücken, dıe anderen 
sollen beziehungsweise mit der Y- und X-Achse zusammenfallen.?) Dann 
ist eine solche Transformation dargestellt durch: 


(1) aD, re, 


wobei a und b zwei verschiedene Konstante bedeuten. 

Die Transformationen der zweiten und dritten Klasse lassen sich 
als Grenzfall der Transformationen erster Klasse ansehen. Die Trans- 
formationen zweiter Klasse sind dadurch charakterisiert, daß für sie zwei 
der Ecken und zwei der Seiten des Fundamentaldreiecks beziehungs- 
weise zusammenfallen; bei denen dritter Klasse fallen sämtliche Seiten 
und beziehungsweise sämtliche Ecken des Fundamentaldreiecks zusam- 
men. Diejenige gerade Linie, in welche für die Transformationen zweiter 





1) C£. Serret, Trait& d’Algebre Superieure. t. II,4, und Camille Jordan, 
Trait6 des Substitutions et des Equations Alg&briques. t. I, II, 2. : 

2) Wenn wir von einer besonderen Lage des Fundamentaldreiecks und von 
nichthomogenen Koordinaten Gebrauch machen, so geschieht dies, weil sich dann 
die geometrischen Beziehungen, welche wir betrachten müssen, besser bezeichnen, 
und die Formeln, welche vorkommen, kürzer schreiben lassen. Wir verstehen diese 
Ausdrucksweise immer allgemein : das heißt, nicht nur in Beziehung auf die besondere, 
sondern in Beziehung auf eine beliebige Annahme des Fundamentaldreiecks und der 
Koordinaten. 
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Klasse zwei Seiten des Fundamentaldreiecks zusammenfallen, mag un- 
endlich weit rücken; die dritte Seite des Dreiecks werde zur Y-Achse ge- 
wählt. Die X-Achse sei eine beliebige Gerade, welche durch den iso- 
lierten dritten Eckpunkt des Dreiecks geht. So ist die Transformation 
durch die Formeln gegeben: 


(2) =, EA, 


Bei den Transformationen dritter Klasse soll die Gerade, in welche die 
drei Seiten des Fundamentaldreiecks zusammenfallen, unendlich [429 
weit rücken. Die Y-Achse enthalte den Punkt, in welchen die drei Eck- 
punkte des Dreiecks zusammengerückt sind; die X-Achse sei eine be- 
liebige Gerade. Dann hat die Transformation die Form: 


(3) X" =c+0 yY=y+ar+b. [55 


Die Transformationen der vierten Klasse sind die sogenannten per- 
spektivischen. Bei ihnen bleibt ein isolierter Punkt (Zentrum der Per- 
spektivität) und eine Punktreihe (Achse der Perspektivität) und infolge- 
dessen eine isolierte gerade Linie (die Achse) und ein Büschel gerader 
Linien (diejenigen, die durch das Zentrum gehen) unverändert. Solche 
Transformationen werden durch (1) dargestellt, wenn entweder a =b, 
oder eine der beiden Größen = 1. Unter Zugrundelegung der ersten An- 
nahme haben wir also für Transformationen der vierten Klasse: 


(4) 02. WU ea: 


Die Transformationen der fünften Klasse sind als ein Grenzfall 
derer vierter Klasse anzusehen. Sie entstehen aus diesen, indem das 
Zentrum der Perspektivität auf die Achse derselben rückt. Nehmen wir 
dıe Achse unendlich weit, die X- und Y-Achse beliebig, so hat man für 
diese Transformationen die Formeln: 


(5) =ecH+0, Y -yHb. 


Bei der gewählten Koordinatenbestimmung kommt die Transformation 
auf eine Translation der Ebene hinaus. 

Wegen seiner ausgezeichneten metrischen Eigenschaften mag hier 
noch ein besonderer Fall der Transformationen erster Klasse hervor- 
gehoben sein. Derselbe entspricht der Annahme, daß zwei der Ecken des 
Fundamentaldreiecks mit den unendlich weit entfernten imaginären 
Kreispunkten zusammenfallen. Alsdann besteht die Transformation in 
einer Rotation der Ebene um den dritten Eckpunkt des. Fundamental- 
dreiecks und einer proportionalen Vergrößerung (oder Verkleinerung) der 
von diesem Eckpunkte ausgehenden Radii vectores. 
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2. Man wende nun eine jede der Transformationen (1),..., (5) A-mal 
hinter einander an. So erhält man eine Transformation, welche dieselben 
Elemente der Ebene unverändert läßt, wie die ursprüngliche. Dieselbe 
ist in den fünf Fällen beziehungsweise durch die nachstehenden fünf 
Gleichungen gegeben: 


l.e=as, y=by, IN.®e=dz y=y+bA, [430 
Il. =ıH+al, y=y+ale+bi+02.41R —1), 
IV. z=ar, y=ay, Ve=zcH+t0l, yYy=y+bi. 


Nun fasse man A nicht mehr als eine gegebene Zahl, sondern [56 
als einen kontinuierlich veränderlichen Parameter auf. Dann 
stellen die Gleichungen I,..., V Systeme von einfach unendlich vielen 
linearen Transformationen dar, welche die folgenden Eigenschaften haben: 

Zwei beliebige Transformationen des Systems geben, 
hinter einander angewandt, unabhängig von ihrer Reihen- 
folge, dieselbe neue Transformation. 

Diese neue Transformation ist selbst eine Transformation 
des Systems. 

Mit Rücksicht auf die erste Eigenschaft heißen die Transformationen 
des Systems vertauschbar, mit Bezug auf die zweite!) heißt das System 
geschlossen.?) 


3. Unter den Transformationen der Systeme I,..., V findet sich 
jedesmal eine, welche wir als die unendlich kleine Transformation des 
Systems bezeichnen, insofern sie x, y in solche x’, y’ überführt, die sich 
von den &, y nur um unendlich kleine Größen unterscheiden. Man erhält 
diese unendlich kleinen Transformationen, wenn man in I], ..., VA un- 
endlich klein, also etwa = dA, nimmt. Beispielsweise findet man für I: 


(6) 2 =z +loga.di.x, yY=y-+logb.di.y, 
und für V: 
(7) a en a 7 Ba a en ER 7 





1) Im vorliegenden Falle ist die erste Eigenschaft notwendig vorhanden, wenn 
die zweite erfüllt ist. Es ist dies aber nur dem Umstande zuzuschreiben, daß wir 
Systeme mit nur einfach unendlich vielen linearen Transformationen betrachten. 
Beispielsweise bilden die dreifach unendlich vielen linearen Transformationen, die 
einen Kegelschnitt unverändert lassen, auch ein geschlossenes System; aber ver- 
tauschbar sind die Transformationen dieses Systems nicht. 

2) Der‘Ausdruck „ein geschlossenes System von Transformationen‘‘ entspricht 
also ganz dem, was man in der Theorie der Substitutionen als „eine Gruppe von 
Substitutionen‘‘ zu bezeichnen pflegt. 
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Man kann sich die Systeme I, ..., V durch unendlichmalige Wiederholung 
der betreffenden unendlich kleinen Transformation entstanden denken. 

Es ist nun auch umgekehrt klar, daß es keine weiteren Systeme 
einfach unendlich vieler linearer Transformationen geben kann, die die 
in Nr. 2 genannten beiden Eigenschaften besitzen, als die aufgestellten 
I,..., V. Denn ein derartiges System muß alle Transformationen [437 
enthalten, welche sich aus einer beliebigen Transformation desselben durch 
Wiederholung ergeben. Man wähle nun die in dem Systeme enthaltene 
unendlich kleine Transformation. Dieselbe gehört entweder der Klasse (1), 
oder (2),..., oder (5) an und führt bei unendlich oft wiederholter [57 
Anwendung zu einem der Systeme I, oder II,..., oder V mit Notwen- 
digkeit hin. 

4. Wir fragen nun nach solchen Kurven, welche durch die 
Transformationen der. Systeme I,..., V in sich übergehen. 

Zuvörderst ist klar, daß es solche Kurven gibt. Man transponiere 
nämlich einen in der Ebene beliebig angenommenen Punkt p durch alle 
Transformationen eines der Systeme. Dann beschreibt er eine Kurve, 
welche, mit Bezug auf dieses System, die verlangte Eigenschaft hat. Zum 
Beweise sei q ein beliebiger Punkt der Kurve. Man wende auf ihn irgend 
eine Transformation des Systems an. So geht er in einen Punkt über, in 
den p übergeht, wenn man p zunächst durch eine passende Transfor- 
mation des Systems in q überführt und alsdann auf p die betreffende 
Transformation anwendet. Zwei Transformationen des Systems hinter 
einander angewandt geben aber eine neue Transformation des Systems; 
p geht also, und mithin auch g, in einen Punkt der Kurve über. Bei einer 
beliebigen Transformation des Systems geht also die Gesamtheit der 
Punkte der Kurve in die Gesamtheit derselben Punkte, mit anderen 
Worten, die Kurve in sich selbst über, was zu beweisen war. 

Die hiermit definierten Kurven werden wir im folgenden, der Kürze 
wegen, mit einem Buchstaben, als Kurven W bezeichnen.!) 





1) Wenn überhaupt ein geometrisches Gebilde durch eine Transformation in 
sich übergeht, so geht es selbstverständlicherweise auch in sich über durch jede 
Transformation, welche aus der einen durch Wiederholung entsteht. Gesetzt nun, 
eine Kurve gehe durch unendlich viele lineare Transformationen in sich über. Unter 
denselben findet sich eine unendlich kleine. Durch unendlichmalige Wiederholung 
derselben entsteht eins der Systeme I, ..., V. Durch alle Transformationen des 
Systems geht die Kurve in sich selbst über; mit anderen Worten, sie ist eine von den 
im Texte betrachteten Kurven. Hieraus folgt, was schon in der Einleitung gesagt 
wurde: daß für diese Kurven auch die scheinbar weitere Definition gilt: diejenigen 
Kurven, welche durch einfach unendlich viele lineare Transformationen in sich 
übergehen. 
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W-Kurven, welche durch dieselben Transformationen in sich über- 
gehen, nennen wir W-Kurven eines Systems. Von W-Kurven eines 
Systems gibt es einfach unendlich viele. Wendet man nämlich auf alle 
(zweifach unendlich vielen) Punkte der Ebene die Transformationen 
eines Systems an, so beschreibt jeder eine demselben angehörige W-Kurve; 
aber von diesen Kurven sınd, nach der vorstehenden Auseinandersetzung, 
jedesmal einfach unendlich viele identisch, nämlich alle diejenigen, die 
aus Punkten einer demselben System angehörigen W-Kurve hervorgehen. 

Es sei hier gleich angeführt, daß die Herren Clebsch und Gor- [432 
dan in einem gemeinsamen Aufsatze in diesen Annalen (Über biternäre 
Formen mit kontragredienten Variabeln. Bd. I, Heft 3) eben die hier zu 
untersuchenden W-Kurven betrachtet haben, nur unter anderen Ge- |58 
sichtspunkten, als die sind, von denen wir hier ausgehen. Bei ihnen trıtt 
die Kurve nur beiläufig auf, als geometrischer Ort für einen Punkt, der 
durch wiederholte Anwendung derselben linearen Transformation trans- 
poniert wird, und die Untersuchung dreht sich darum, welche speziellen 
Eigenschaften die so erzeugte Punktreihe für besondere Annahmen der 
Konstanten (Invarianten) der betreffenden linearen Transformation hat. 


5. Für die W-Kurven erhalten wir, dem entsprechend, daß man sich 
die Transformationen des zugehörigen Systems durch Wiederholung einer 
unendlich kleinen entstanden denken kann, noch eine zweite Definition. 
Wir wollen dabei von der Betrachtung des Systems I. ausgehen. Die in 
demselben enthaltene unendlich kleine Transformation (6) führt einen 
Punkt &, y in einen benachbarten Punkt x + dx, y + dy über, wobei 
offenbar: 

(8) az =Top a,.di.2, day —=logb.di.Yy. 


Hieraus folgt: 
dz dy 


(9) loga.x au logb.y’ 





und dieses ist eine Differentialgleichung, als deren Integrale 
die W-Kurven des Systems erscheinen. 

Auf ganz ähnliche Weise wird man zu Differentialgleichungen für 
die W-Kurven der Systeme II, ..., V geführt. Dieselben haben die Gestalt: 
dz:dy =p:q, wo p, q zwei ganze lineare Funktionen von & und % be- 
zeichnen. Würde man in diese Differentialgleichung statt x und y irgend 
drei homogene Koordinaten &, n, & einführen, welche sich auf ein be- 
liebig gewähltes Koordinatendreieck beziehen, so würde sie die allge- 
meinere Form annehmen: d&E:dn:dö = p:q:r, wo pP, q, r jetzt homo- 
gene lineare Funktionen von £&, n, £ sind. 
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Andererseits ist klar, daß jede solche Differentialgleichung die W- 
Kurven eines Systems zu Integralen hat. Eine solche Differentialgleichung 
sagt nämlich aus, daß gewisse gesuchte Kurven durch eine gegebene un- 
endlich kleine lineare Transformation in sich übergehen.!) Eine Kurve, 
die dies tut, geht aber auch durch alle Transformationen des Systems, 
welches durch Wiederholung der unendlich kleinen Transformation [433 
entsteht, in sich über. Also: 

Die W-Kurven lassen sich auch definieren als die Inte- 
grale der linearen Differentialgleichungen erster Ordnung: 


(10) dt:an: dl = 2:0:7, [59 


wo p, 9, r homogene lineare Funktionen von &, n, & sind, 
und zwar sind die W-Kurven eines Systems die Integrale 
desselben Systems von Differentialgleichungen. 

Die bekannte Umformung der Differentialgleichungen (10) auf eine 
kanonische Form ist gleichbedeutend mit der Umformung der durch die- 
selbe ausgesprochenen unendlich kleinen linearen Transformation auf 
ihre kanonische Form. 


6. Wir wenden uns dazu, die Gleichungen der W-Kurven aufzu- 
stellen, insbesondere diejenigen sonst bekannten Kurven aufzuzählen, 
welche unter denselben enthalten sind. 

Allgemein erhalten wir die Gleichung der W-Kurven, wenn wir aus 
der Gleichung des zugehörigen Transformationensystems I, oder II,..., 
oder V den Parameter A eliminieren und z, y als Anfangswerte, x’, y’ 
als veränderliche Größen betrachten. 

Um diese Elimination nach gleichförmiger Methode durchführen zu 
können, bemerken wir, daß sich die Systeme I, II, III, IV in der folgenden 
Weise schreiben lassen, die der Form entspricht, welche das System V 
von vornherein hat: 


I. lg =loge +44, logy’=logy+ BA, 

IL. log =loegs +44, Y=y+BaA, 
II. X =x+A1, (€? —2y) = (2? —2y) + BA, 
IV. lge’=logr +44, logy’ =logy +AA. 


Für die vorkommenden Konstanten haben wir kurz A, B geschrieben, [434 





1) In ähnlicher Weise läßt sich jede Differentialgleichung auffassen. Die be- 
treffende unendlich kleine Transformation ist bei linearen Differentialgleichungen 
eindeutig, gehört also zu den sogenannten Cremonaschen Transformationen. 
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da es auf die Ausdrücke derselben in den früheren Konstanten a, b nicht 
ankommt. 

Fügen wir noch die ursprünglichen Gleichungen des Systems V hinzu, 
indem wir in denselben statt a, b auch A, B schreiben, also: 


Net AN, Yay+Ba, 


Eliminiert man nun zwischen den beiden Gleichungen jedes Systems A, 
so erhält man die Gleichungen der betreffenden W-Kurven. Dieselben 
werden, indem man noch statt x, y beziehungsweise &,, y, schreibt und 
bei x’, y’ die Akzente fortläßt: 


I. B (log x — log x,) = 4 (log y — log yo); 
II. Bloge—logo,)=A( y—- MM) 

11)  +I1.B( z- :)=4l(® —2y) — (2 —2y)], 
IV. log2re-legxs = logy-—-logy,, 
BEER BA V- Yo). 





Statt I und IV mögen wir noch schreiben: 


2\B A 
hd: 
(12) [60 
V. =. 
To Yo 
9. Wir nennen kurz einige in den Gleichungen (11), (12) enthaltene 
bekanntere Kurven. 

Zunächst die Gleichung (11, V) stellt gerade Linien dar, und zwar 
bei festem A: B gerade Linien derselben Richtung. Man sieht an diesem 
einfachsten Beispiel deutlich, wie die Kurven W eines Systems durch die 
zugehörigen linearen Transformationen in sich übergehen. Die zugehörigen 
linearen Transformationen bestehen im vorliegenden Falle in gleich- 
gerichteten Translationen der Ebene; dabei verschieben sich die par- 
allelen Geraden, welche dieselbe Richtung haben, in sich selbst. 

Übrigens geht aus dieser geometrischen Vorstellung hervor, daß man 
nicht nur diese Linien, sondern auch die unendlich weit liegenden Punkte 
als W-Kurven des Systems V anzusehen hat. Denn dieselben gehen durch 
die Transformationen des Systems auch in sich selbst über. An und für 
sich sind dieselben den Transformationen des Systems V gegenüber mit 
den geraden Linien, die durch dieselben unverändert bleiben, ganz gleich- 
berechtigt. Sie entgehen nur der hier gewählten analytischen Darstellung; 
hätten wir statt Punktkoordinaten Linienkoordinaten gebraucht, so wür- 
den wir zunächst nur die Punkte und erst hinterher, durch Überlegung, 
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die geraden Linien gefunden haben. Diese Bemerkung wird uns später 
wiederholt entgegengetreten (cf. Nr. 15). 

Die Gleichung (11, IV) stellt gerade Linien dar, welche durch den [435 
Koordinatenanfangspunkt (das Zentrum der Perspektivität) gehen. Als 
W-Kurven des Systems müssen wir außer diesen geraden Linien auch 
noch die Punkte zählen, welche unendlich weit liegen, das heißt, der Achse 
der Perspektivität angehören. 

Gleichung (11, III) stellt Parabeln dar, deren Durchmesser zur 
Y-Achse parallel sind. Diejenigen Parabeln, welche denselben Werten von 
A, B zugehören, das heißt also W-Kurven desselben Systems sind, be- 
rühren sich in unendlicher Entfernung auf der Y-Achse vierpunktig. Als 
W-Kurven des Systems III erhält man also, allgemein zu reden, sich 
vierpunktig berührende Kegelschnitte. 

Die Gleichung (11, II) stellt transzendente Kurven dar von der Art 
der logarıthmischen Linie: y = log «. 

Gleichung (11, I) endlich umfaßt zunächst alle sogenannten Parabeln. 
Unter denselben finden sich, entsprechend einem rationalen Verhältnisse 
von A: B unendlich viele algebraische Kurven. 

Setzt man insbesondere: A=1,B= —1,oder:A=1,B=2, [61 
oder: A=2, B=1, so hat man Kegelschnitte. Dieselben gehen durch 
zwei Eckpunkte des Fundamentaldreiecks hindurch, indem sie in jedem 
die bezüglich dem anderen gegenüberliegende Dreiecksseite berühren.t) 

Weiterhin findet man Kurven dritter Ordnung mit Spitze, und so 
weiter. 

Bei beliebiger Annahme von A und B finden sich unter den W-Kurven 
des zugehörigen Systems die drei Seiten des Fundamentaldreiecks, und 
auch, in dem oben auseinandergesetzten Sinne, dessen drei Eckpunkte. 

Zu den W-Kurven (11, I) gehört namentlich auch die schon im Ein- 
gange erwähnte logarıthmische Spirale. Man wird auf dieselbe ge- 
führt, wenn man, wie dies schon in Nr. 1 geschah, das Fundamental- 
dreieck so partikularisiert, daß zwei seiner Eckpunkte in die beiden un- 
endlich weit entfernten imaginären Kreispunkte hineinfallen. Diejenigen 
logarithmischen Spiralen, welche mit den Radii vectores vom Pole gleiche 
Winkel bilden, sind W-Kurven desselben Systems. Bei den linearen Trans- 


1) Man hat hiernach den Satz: Kegelschnitte, welche sich in zwei Punkten 
berühren, gehen durch dieselben einfach unendlich vielen linearen Transformationen 
in sich über. Rücken die beiden Berührungspunkte unendlich nahe, so ergibt 
sich der im Texte unter III. genannte Fall der vierpunktig berührenden Kegel- 
schnitte. 
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formationen, durch welche die logarithmische Spirale in sich selbst über- 
geht, bleiben die Winkel unverändert, alle ebenen Figuren sich selbst 
ähnlich. 
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8. Wir werden uns in diesem Paragraphen, in welchem wir beab- 
sichtigen, die Anwendung der im Eingange erwähnten Schlußweise auf 
die W-Kurven als solche darzulegen, auf die Betrachtung der W-Kurven 
des Systems I. beschränken. Die analogen Betrachtungen für die W-Kur- 
ven der anderen Systeme wird man ohne weiteres dem hier Vorgetragenen 
nachbilden können. 

Wir beginnen mit zwei Beispielen. 

Erstes Beispiel. Denken wir uns mehrere demselben Systeme I. an- 
gehörige W-Kurven gegeben und an eine derselben eine Tangente ge- 
zogen. Bei Anwendung der zugehörigen linearen Transformationen bleiben 
die Kurven W selbst unverändert, während die Tangente nach und nach 
die Lage jeder anderen Tangente derselben Kurve einnimmt. Dabei 
gehen der Berührungspunkt mit der einen W-Kurve und die Schnitt- 
punkte mit den anderen beziehungsweise in den Berührungspunkt und die 
Schnittpunkte der neuen Tangente mit denselben Kurven über. Hier- [62 
aus der Satz: daß die Schnittpunkte mit dem Berührungspunkte 
eine Punktreihe bilden, die, für beliebige Lagen der Tan- 
gente, derselben Punktreihe projektivisch ist. — Da die drei 
Seiten des Fundamentaldreiecks immer auch als W-Kurven des gegebenen 
Systems zu betrachten sind, so folgt das Korollar: Das Doppelverhält- 
nis des Berührungspunktes einer Tangente einer W-Kurve 
und ihrer drei Durchschnittspunkte mit den Seiten des 
Fundamentaldreiecks ist konstant.!) 


Zweites Beispiel. Sei eine Kurve W gegeben. Man schneide dieselbe 
durch irgend eine gerade Linie « und konstruiere in beliebigen n ihrer 
Schnittpunkte die Tangenten. Von den weiteren Schnittpunkten 
dieser n Tangenten mit der Kurve liegen jedesmal n wieder 
auf einer geraden Linie. 

Zum Beweise heiße einer der Schnittpunkte der Linie a mit der ge- 
gebenen Kurve 0, und einer der weiteren Schnittpunkte seiner Tangente 
mit der Kurve p. Sei 0’ ein zweiter Schnittpunkt von « mit der Kurve. 
Bei der Transformation des Systems, welche o in o’ überführt, geht die 





1) Für die Kurven des Systems II. erschließt man auf gleiche Weise die Kon- 
stanz der Subtangente, was ja auch ein bekannter Satz über die logarithmische 
Linie ist. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 16 


9242 XIV. Ebene Kurven mit vertauschb. lin. Transformationen. Ann. IV, 1871 


Tangente in o in die Tangente in 0’, der Schnittpunkt p in einen Schnitt- 
punkt p’ der neuen Tangente über. Hiernach sind die Transforma- [437 
tionen 0 — 0’, p— p’ dieselben. Man setze nun beide Transformationen 
mit der Transformation 0’ — p zusammen. So entsteht aus der ersten die 
Transformation o — p, aus der zweiten aber, indem man, was bei der 
Vertauschbarkeit der Transformationen gestattet ist, zuerst 0° —p und 
dann p — p’ anwendet, die Transformation 0° — p’. Das heißt also: p 
geht aus o durch dieselbe Transformation des Systems hervor, durch 
welche p’ aus o’ hervorgeht. Zu den weiteren Schnittpunkten von a mit 
der Kurve o”,... findet man auf dieselbe Weise Punkte p”,..., und dabei 
ist die Transformation o —p = 0’ — p’ immer gleich der Transformation 
0" —P",.... Man wende nun auf a, welches die Punkte o, 0’, 0”,... ent- 
hält, diese Transformation an. So geht « in eine neue gerade Linie über, 
welche p, p’, p’,... enthält. Damit ist unser Satz bewiesen. 


9. Die vorstehenden Sätze finden ihren Beweis beide in der von uns 
im Eingange auseinandergesetzten Schlußweise. Außerdem benutzt der 
zweite Satz die Vertauschbarkeit der Transformationen unter sich. 

Um die beiden Sätze zu verallgemeinern, wollen wir hier die Art der 
Beziehungen, welche bei den zugehörigen Transformationen unverändert 
bleiben, näher definieren. Es sind dies alle im Sinne der neueren 
Algebra kovarianten Beziehungen zu dem von der W-Kurve [63 
und dem Fundamentaldreiecke gebildeten Systeme. 

Von dieser Definition ausgehend, können wir in den beiden aufge- 
stellten Sätzen beispielsweise an Stelle der Tangente beliebige solche ge- 
rade Linien setzen, welche mit den drei Verbindungslinien mit den Ecken 
des Fundamentaldreiecks ein konstantes Doppelverhältnis bestimmen.t) 
Wir können statt ihrer 2-, 3-, 4-, 5-punktig berührende Kegelschnitte 
setzen, welche beziehungsweise 3, 2, 1, 0 der Eckpunkte des Fundamental- 
dreiecks enthalten?) oder 3, 2, 1, 0 der Seiten des Dreiecks berühren, und 
so weiter. 

In dem zweiten Satze können wir die schneidende gerade Linie «a 
durch eine beliebige Kurve ersetzen; die Schnittpunkte p, p’, p”,;. 
liegen dann auf einer Kurve, die aus dieser durch eine dem Systeme an- 
gehörige lineare Transformation entsteht, und so fort. 





1) In dem Falle der logarithmischen Spirale sind dies die unter konstantem 
Winkel schneidenden Geraden. — Daß dieselben logarithmische Spiralen derselben 
Art umhüllen (caustica, diacaustica, evoluta), ist nach unserer Schlußweise selbst- 
verständlich und subsumiert sich unter den letzten Satz der Nr. 10 des Textes. 

2) Für die logarithmische Spirale gehören hierher die Berührungskreise, welche 
den Pol enthalten, und die Krümmungskreise. 
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Es wird dies genügen, um das Schlußprinzip völlig klarzustellen; 
man sieht, wie man ohne weitere Betrachtungen eine unbegrenzte Reihe 
von Eigenschaften der W-Kurven ableiten kann, und die einzige Frage, 
die man in dieser Richtung nur noch stellen kann, ist die: Welche [438 
dieser Eigenschaften sind besonders bemerkenswert ? 


10. Wir heben aus der Reihe solcher Eigenschaften zunächst nur die 
folgenden heraus: | 

Kurven W eines Systems (und zu diesen gehören immer die Seiten 
des Fundamentaldreiecks) können sich nur in Eckpunkten des Funda- 
mentaldreiecks schneiden. Wenn also W-Kurven transzendent sind, sind 
sie es nicht in der Art, daß sie einen Teil der Ebene mit einem Netzwerk 
bedecken. 

Kurven W besitzen in keinem ihrer Punkte, außer etwa in Eck- 
punkten des Fundamentaldreiecks, die sie enthalten, irgend eine Singu- 
larität. 

Jede im Sinne der neueren Algebra kovariante Kurve einer Kurve 
W (Hessesche Kurve und so weiter) ist eine Kurve W desselben 
Systems. 

Wenn man auf eine beliebige Kurve, die nur nicht selbst eine zu dem 
Fundamentaldreiecke gehörige Kurve W sein soll, die zu einem W-Kurven- 
systeme gehörigen linearen Transformationen anwendet, so besteht die 
Umhüllungskurve der dadurch erzeugten Kurvenreihe aus lauter Kurven 
W des gegebenen Systems. 

Besonders auf den letzten Satz machen wir aufmerksam, da wir [64 
ihn in der Folge benutzen werden. 


83. Aufstellung solcher geschlossener Systeme vertauschbarer linearer 
Transformationen, welche die bisher behandelten umfassen. 


11. Wir legen uns jetzt die Frage vor, ob die einfach unendlichen 
geschlossenen Systeme von Transformationen I, II,...., V noch in um- 
fassenderen (mindestens zweifach unendlichen) Systemen enthalten sind, 
die, gleich ihnen, die beiden Eigenschaften der Nr. 2 besitzen: daß [439 
die ihnen angehörigen Transformationen unter einander vertauschbar sind 
und mit einander kombiniert eine wieder dem Systeme angehörige Trans- 
formation ergeben. Insonderheit fragen wir nach den umfassendsten 
solchen Systemen, das heißt denjenigen, die nicht noch in weiteren Sy- 
stemen gleicher Beschaffenheit enthalten sind. In unserem Falle, in wel- 
chem nur zwei Variable vorkommen, ergibt sich, daß die umfassendsten 
Systeme der gesuchten Beschaffenheit immer nur zweifach unendlich 

16* 
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sind!), so daß es also zwischen den seither betrachteten einfach unend- 
lichen und diesen umfassendsten keine Mittelstufe mehr gibt. 


12. Zum Zwecke der Aufstellung der hier in Rede stehenden Systeme 
betrachten wir zunächst zwei beliebige lineare Transformationen, A und B. 

Damit dieselben vertauschbar sind, müssen die Ele- 
mente der Ebene, welche bei der einen fest bleiben, auch 
für die andere fest sein, oder durch dieselbe unter sich ver- 
tauscht werden. 

Sei nämlich o ein festes Element von A; durch die Transformation B 
gehe es in p über. Wenden wir also auf o zuerst A, dann B an, so erhalten 
wir p. Wenden wir hingegen zuerst B, dann A an, so erhalten wir das- 
jenige Element, in welches p durch A übergeht. Dies aber muß p selbst 
sein, weil die Art der Aufeinanderfolge von A und B gleichgültig sein soll. 
p also bleibt bei der Transformation A unverändert, was zu beweisen war. 

Die Transformationen der hier gesuchten Systeme sollen nun nicht [65 
nur mit einander vertauschbar sein, sondern kontinuierlich sich an ein- 
ander anschließen. Damit ist die Möglichkeit aufgehoben, daß die festen 
Elemente einer einem solchen Systeme angehörigen Transformation — 
wofern dieselben nicht in kontinuierlicher, sondern nur in diskreter Auf- 
einanderfolge vorhanden sind — durch irgend eine andere ihm angehörige 
Transformation unter sich vertauscht werden; vielmehr müssen dieselben 
unverändert bleiben. 


13. Dieser Satz erlaubt nun sofort, alle geschlossenen Systeme ver- 
tauschbarer linearer Transformationen der Ebene, die nicht noch in um- 
fassenderen enthalten sind, aufzustellen. 

Findet sich unter den Transformationen des Systems eine, welche [440 
der ersten Klasse angehört, so muß für alle Transformationen des Sy- 
stems das betreffende Fundamentaldreieck ungeändert bleiben. Ein 
solches System kann also höchstens diejenigen Transformationen um- 
fassen, welche diese Eigenschaft besitzen, nicht aber noch andere. Diese 
Transformationen sind nun durch (1) dargestellt: 


Ar, YyY—=by, 


wenn man a, b nicht mehr die Bedeutung von Konstanten, sondern von 





1) Daß die Zahl der in diesen Systemen vorkommenden Transformationen, 
nämlich 002, mit der Zahl der Variabeln stimmt, ist eine besondere Eigenschaft der 
Zahl zwei. Für drei Variable gibt es zum Beispiel neben einer größeren Zahl dreifach 
unendlicher Systeme ein vierfach unendliches. Dasselbe stellt sich etwa in der folgen- 
den Form dar: 


" =c+a2+b y=y+eo+d, !=z. 
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Parametern gibt. Die Kombination irgend zweier solcher Transformatio- 
nen mit den Parametern a, b und a’, b’ ergibt aber, wie man unmittelbar 
verifiziert, eine neue Transformation des Systems, nämlich diejenige mit 
den Parametern aa’, bb’, und zwar unabhängig von der Reihenfolge der 
beiden Transformationen dieselbe. 

Die zweifach unendlich vielen Transformationen: 


N Er LE er 


bilden also ein geschlossenes System vertauschbarer line- 
arer Transformationen, das nicht noch in einem umfassen- 
deren enthalten ist. 

In diesem Systeme sind alle einfach unendlichen Systeme I ent- 
halten. Andererseits sind die Systeme I in keinem anderen 
geschlossenen Systeme vertauschbarer linearer Transfor- 
mationen enthalten als eben in diesem. 

Denn nach der vorstehenden Nummer müßte ein solches System in 
A enthalten sein, also eine Zwischenstufe zwischen Systemen I und A 
bilden. Eine solche Zwischenstufe gibt es aber nicht, da A nur zweifach 
unendlich viele Transformationen enthält, während I bereits einfach un- 
endlich viele enthält. 

Wie man von den Transformationen erster Klasse zur Aufstellung 
des Systems A gelangt, kommt man von den Transformationen zweiter 
und dritter Klasse zu den folgenden beiden: 


B)) d=ar, Y=y-+b; [66 
N) "=z+0, y=y+ar+b. 


Die Beziehung von B und F zu den einfach unendlichen Systemen II, 
III ist ganz dieselbe, wie die von A zu den Systemen I, so daß wir die- 
selbe hier nicht weiter auseinandersetzen. 


14. Bei den Transformationen vierter und fünfter Klasse wird eine 
besondere Untersuchung nötig, weil bei ihnen feste Elemente in konti- 
nuierlicher Aufeinanderfolge vorhanden sind. 

Transformationen der vierten Klasse können, nach dem Satze [441 
der 12. Nummer, nur vertauschbar sein, wenn entweder beide dasselbe 
Zentrum und dieselbe Achse der Perspektivität besitzen, oder, wenn das 
Zentrum der einen beziehungsweise auf der Achse der anderen liegt. In 
beiden Fällen sind die beiden Transformationen auch wirklich vertausch- 
bar, wie man leicht verifiziert. Aber man wird dabei zu nichts Neuem ge- 
führt. In dem ersten Falle kommt man überhaupt nur zu dem einfach 
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unendlichen Systeme IV; in dem zweiten wird man zu dem Systeme A 
geführt, welches man offenbar aus den beiden perspektivischen Trans- 
formationen: 

as yeye ter No by 
zusammensetzen kann. 

Ebensowenig gelingt es, durch Kombination von Transformationen 
der vierten und fünften Klasse neue geschlossene Systeme vertausch- 
barer Transformationen zusammenzusetzen. Nach dem Satze der 12. Num- 
mer wird man, wenn man dies versucht, zu dem Systeme B zurück- 
geführt, welches man als aus der Kombination der perspektivischen 


Transformation: 


ı 1} 


ve =as, Y=y, 
mit der Translation: 
e=2% Y=y+ b 


entstanden ansehen kann. 

Dagegen lassen sich aus Transformationen fünfter Klasse zwei neue, 
auch wieder zweifach unendliche Systeme der gesuchten Art bilden. 

Zwei Transformationen fünfter Klasse können nämlich nach Nr. 12 
vertauschbar sein, sowohl, wenn die feste Punktreihe, als auch, wenn das 
feste Strahlbüschel für beide identisch ist. Man verifiziert unmittelbar, 
daß sie unter einer dieser Voraussetzungen auch wirklich vertauschbar 
sind und mit einander kombiniert eine neue Transformation gleicher Art 
erzeugen. Wir haben also zwei neue, wiederum zweifach unendliche [67 
Systeme der gesuchten Art. 

Das eine umfaßt alle Transformationen der fünften Klasse, bei wel- 
chen dieselbe Punktreihe fest bleibt. Es mag diese Punktreihe mit der un- 
endlich weit entfernten geraden Linie zusammenfallen. Dann sind die 
Transformationen des Systems dargestellt durch: 


a) v!=zc+0 Y-yrb, 


Ein Beispiel gibt die Gesamtheit der Translationen der Ebene. 

Das andere umfaßt alle Transformationen derselben Klasse, bei denen 
das feste Strahlbüschel dasselbe ist. Wählt man für das letztere die [442 
zur Y-Achse parallelen Geraden, so sind die Transformationen des Sy- 
stems gegeben durch: | 


E rer Y=-yract, 


15. Wenn wir zusammenfassen, sind wir zu dem folgenden Resultate 
gelangt: 
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Es gibt in der Ebene fünf verschiedene zweifach unend- 
liche geschlossene Systeme von unter sich vertauschbaren 
linearen Transformationen: A,B,T,A,E. 

Dieselben sind nicht noch in umfassenderen Systemen 
derselben Beschaffenheit enthalten. 

Transformationen erster, zweiter und dritter Klasse, so- 
wie die aus ihnen gebildeten einfach unendlichen Systeme I, 
II, III finden sich nur beziehungsweise in den Systemen A,B,;T. 

Transformationen vierter Klasse und die aus solchen ge- 
bildeten einfach unendlichen Systeme IV finden sich in A 
und B; Transformationen fünfter Klasse und die aus ihnen 
gebildeten einfach unendlichen Systeme V finden sich in BB, 
FA, EB 

Wir werden nun im folgenden die W-Kurven betrachten nicht mit 
Bezug auf das einfach unendliche System ],..., V, durch dessen Trans- 
formationen sie in sich übergehen, sondern mit Bezug auf das zweifach 
unendliche A,...,E, welchem das betreffende einfach unendliche ange- 
hört: wir werden uns ein solches zweifach unendliches System gegeben 
denken und diejenigen W-Kurven in Untersuchung ziehen, deren zuge- 
hörige einfach unendliche Systeme in diesem enthalten sind. 

Soleher W-Kurven gibt es für jedes der Systeme A, B,..., E zweifach 
unendlich viele. 

Für A, B,T, A sind dieselben durch die Gleichungen Nr. I, II, III, 
IV dargestellt, wenn man den in denselben vorkommenden Konstanten 
beliebige Werte beilegt. Nicht eingeschlossen in diese Darstellung sind 
für die vier Systeme jedesmal einfach unendlich viele W-Kurven, [68 
nämlich (vgl. Nr.7) diejenigen Punkte, welche durch unendlich viele 
Transformationen des Systems unverändert bleiben. Es sind dies für A, 
B, T die auf den Seiten der bezüglichen Fundamentaldreiecke gelegenen 
Punkte, für A die Punkte der bei allen, A angehörigen, Transformationen 
festen Punktreihe. Diese Punkte lassen sich nicht durch eine Gleichung 
darstellen, weil wir von Punktkoordinaten Gebrauch machen. Würden 
wir dagegen Linienkoordinaten anwenden, so hätte man sofort die Dar- 
stellung dieser Punkte durch eine Gleichung: es würde aber unmöglich, 
diejenigen W-Kurven, welche etwa gerade Linien sind, darzustellen. Ins- 
besondere für das System A, dessen zweifach unendlich viele W- [443 
Kurven — bis auf die eben genannten Punkte — die geraden Linien der 
Ebene sind, würde man die W-Kurven im allgemeinen gar nicht, sondern 
nur diese einfach unendlich vielen Punkte darstellen können. Das ist nun 
gerade, was bei dem SystemeE, das dem Systeme A dualistisch gegenüber- 
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steht, bei dem Gebrauche von Punktkoordinaten stattfindet. Man findet 
ohne weiteres einfach unendlich viele gerade Linien, welche W-Kurven 
sind, nämlich die geraden Linien des festen Büschels: 


I = Io: 


Aber außerdem gibt es zweifach unendlich viele W-Kurven, die sich der 
Darstellung durch eine Gleichung entziehen: das sind sämtliche Punkte 
der Ebene. Das System E hat darum den anderen gegenüber keine Sonder- 
stellung; daß es hier eine solche zu besitzen scheint, beruht auf dem (zu- 
fälligen) Gebrauche von Punktkoordinaten. 

In den folgenden Betrachtungen wird von dem Systeme A ausge- 
gangen werden; indes übertragen sich dieselben ohne weiteres auf die 
übrigen Systeme. Nur muß man dabei berücksichtigen, daß in dem Falle 
A die geraden Linien, im Falle E die Punkte der Ebene die W-Kurven 
sind, und man daher nicht, wie bei A, B, T, im ersten Falle die geraden 
Linien, im zweiten die Punkte als Beispiele für beliebige Kurven betrach- 
ten darf. Es ist übrigens so einfach, die Betrachtungen, welche wir für 
das System A machen werden, auf B, T, A, E zu übertragen, daß wır 
diese letzteren Systeme fortan ganz beiseite lassen werden. 


$ 4. Die W-Kurven gehen durch eine unendliche Reihe 
von Transformationen (geometrischen Verwandtschaften) 
in W-Kurven desselben Systems über. 


16. Die Gleichung der W-Kurven, die zu dem zweifach unendlichen 
Systeme A gehören, ist von der folgenden Form (vgl. Nr. 6): 


(13) Ar By, [69 


wo A, B, k, L irgend welche Konstanten bedeuten. Diejenigen W-Kurven, 
welche dasselbe k, I besitzen, gehen durch dieselben einfach unendlich 
vielen linearen Transformationen in sich über. Wir bezeichneten früher 
solche W-Kurven als W-Kurven eines Systems, und wir wollen hier diese 
Bezeichnung beibehalten, da ja wohl keine Verwechselung mit dem zwei- 
fach unendlichen Systeme A, dem alle W-Kurven, die wir hier betrach- 
ten, angehören, möglich ist. 

Aus der Form der Gleichung (13) ersieht man nun unmittelbar: daß 
dieW-Kurven durch eine Anzahl von Transformationen, die 
noch jedesmal zwei willkürliche Konstanten einschließen, [444 
inW-Kurven desselben Systems, beziehungsweise, beipassen- 
der Bestimmung der beiden Konstanten, unendlich oft in 
sich selbst übergeführt werden. 
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Dies ist zunächst der Fall für die linearen Transformationen von A: 
Das, y by, 
es ist allgemeiner der Fall für die Transformationen: 
wear, Ye, 
wo m irgend eine Zahl ist. 
Es:ist ferner so hinsichtlich der Umformung durch reziproke Po- 


laren mit Bezug auf einen Kegelschnitt, der das Fundamentaldreieck von 
A zum Polardreieck hat. Damit nämlich eine gerade Linie: 


ie +tuy+1=0 


Tangente der Kurve (13) sei, erhält man die Bedingung (Tangential- 
gleichung der Kurve): 
A = Blut, 


wo A’, B’ aus A, B, k, I zusammengesetzt sind. Eine solche Gleichung 
entsteht aus (13), indem man setzt: 


2=4, y-bu, 


und diese Transformation stellt die Umformung durch reziproke Polaren 
hinsichtlich des Kegelschnittes dar: 


2 y? Se 
+2+1=0, 


der ein beliebiger Kegelschnitt ist, für welchen das Fundamentaldreieck 
Polardreieck ist. 

Ferner haben die W-Kurven dieselbe Eigenschaft hinsichtlich der- 
jenigen Transformationen, die sich aus den genannten zusammensetzen 
lassen, und so fort. 

Wir werden nun im nachstehenden, anknüpfend an die Erzeugung 
der W-Kurven, auf geometrischem Wege den Grund dieses Verhaltens [70 
suchen. Dabei werden wir zur Aufstellung einer unbegrenzten Reihe von 
Transformationen, oder, wie wir, wenn bei ihnen ein Wechsel des Raum- 
elementes eintritt, lieber sagen wollen, geometrischen Verwandtschaften 
gelangen, durch die jedesmal die W-Kurven in W-Kurven desselben Sy- 
stems, beziehungsweise, bei passender Wahl der in denselben vorkommen- 
den zwei willkürlichen Konstanten, einfach unendlich oft in sich selbst 
übergehen. 

Diese Verwandtschaften umfassen eine große Zahl sonst 
angewandter Verwandtschaften; abgesehen von ihrer [485 
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Beziehung zu den W-Kurven, die hier in den Vordergrund 
tritt, scheinen dieselben auch darum Interesse zu besitzen, 
weil durch ihre Aufstellung diese spezielleren Verwandt- 
schaften auf einen einheitlichen Algorithmus zurückgeführt 
werden. 

Das Wesentliche bei diesen Verwandtschaften ist, daß sie nach einer 
festen Regel erzeugt werden, indem wir von den zu dem Fundamental- 
dreiecke gehörigen linearen Transformationen als Grundoperationen aus- 
gehen. In ähnlicher Weise kann man an jedes geschlossene System ver- 
tauschbarer Transformationen bei beliebig viel Veränderlichen einen Ver- 
wandtschaftszyklus anknüpfen. Die hiermit angedeutete Theorie scheint 
an und für sich beachtenswert zu sein. 


17. Wir betrachten zunächst die Transformationen: 
(14) BEER SED, 


Die Punkte der X, Y-Ebene, sowie die der X’, Y’-Ebene, kann man 
sich — und diese Vorstellungsweise ist hier für uns fundamental — in der 
Art und Weise entstehend denken, daß man von einem Punkte &%,, Y, be- 
ziehungsweise &,, Y,, als gegeben ausgeht und auf denselben alle zu dem 
Fundamentaldreiecke von A gehörigen linearen Transformationen an- 
wendet. | 
Gemäß dieser Anschauung kann man nun in der folgenden Weise 
eine Beziehung (Verwandtschaft) zwischen den beiden Ebenen feststellen. 

Die Punkte &,, y, und &,, y, betrachte man als entsprechend. Man 
betrachte ferner als entsprechend jedesmal diejenigen Punkte x, y und 
x, y', welche aus den gegebenen durch dieselbe zu dem Fundamental- 
dreieck von A gehörige lineare Transformation hervorgehen. Ist also etwa: 
= 0%, y=by, soist: 2’ =ax,, y’ =by,. Die in dieser Weise fest- 
gelegte Beziehung zwischen den beiden Ebenen ist keine andere, als die 
durch eine lineare Transformation, welche zu dem Fundamentaldreieck 
gehört, ausgedrückte Verwandtschaft. 

In der Tat, bei dem angegebenen Verfahren ist immer: 


:H =, Yy=y:yo 
und diese Formeln stellen eben eine solche lineare Transformation dar. 
Worauf es aber hier ankommt, ist, daß man bei dieser Auffassung [71 
der linearen Verwandtschaft ohne weiteres einsieht, daß W-Kurven durch 
dieselbe in W-Kurven desselben Systems übergeführt werden. Transfor- 
miert man nämlich den Punkt x,, 4, durch solche zu dem Fundamental- 
dreiecke gehörige lineare Transformationen, daß er auf einer W-Kurve 
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fortrückt, so bewegt sich der entsprechende Punkt x,, y, notwendig auf 
einer W-Kurve desselben Systems, da er durch ganz dieselben linearen 
Transformationen versetzt wird. Zugleich aber sieht man ein, daß, wenn 
%y, Y und &,, Y, von vornherein auf derselben in Betracht kommenden 
W-Kurve liegen, daß dann diese W-Kurve und auch alle W-Kurven des- 
selben Systems in sich selbst übergeführt werden. [446 

Wir machen noch darauf aufmerksam, was auch für alle im folgenden 
aufzustellenden Verwandtschaften gilt, daß die Art der Beziehung un- 
verändert dieselbe bleibt, wenn wir, statt von &,, y, und x,, y, als ge- 
gebenen entsprechenden Punkten auszugehen, von irgend einem anderen 
Punktepaare ausgegangen wären, das aus &,, %, und &,, y, durch die- 
selbe zu dem Fundamentaldreiecke gehörige lineare Transformation 
hervorgeht. 

Wir wollen wieder von x), %, und &,, Yy, als gegebenen, einander 
entsprechenden Punkten ausgehen. Dem Punkte x, y, der aus &,, Y, durch 
eine gewisse zu dem Fundamentaldreieck gehörige Operation hervorgeht, 
wollen wir denjenigen Punkt x’, y’ zuordnen, der sich aus x), y, nicht 
durch dieselbe Transformation, sondern durch m-malige Wieder- 
holung derselben Transformation ergibt. Sei: 2 = a%, y=by» 
so wird: x’ = arx,, y' = b"y,. Eliminiert man hieraus a und b, so er- 
hält man: 


Br EU 





nn a N m 
Die so festgelegte Verwandtschaft ist also gerade von der 
unter (14) dargestellten Art. 

Nun wende man auf den Punkt x,, % solche zu dem Fundamental- 
dreieck gehörige lineare Transformationen an, daß er eine bestimmte 
W-Kurve durchläuft. Dann wird &,, y, eine W-Kurve desselben Systems 
durchlaufen. Denn die Reihe der Transformationen, durch welche die 
W-Kurven eines Systems in sich übergehen: x = A?’x,, y= B?y,, und die 
Reihe der Transformationen, die durch m-malige Wiederholung derselben 
entstehen: x = A’"x,, y = B*"y,, sind in ihrer Gesamtheit nicht von 
einander verschieden und können es auch nicht sein, da ja überhaupt 
die Reihe dieser Transformationen durch fortwährende Wiederholung 
einer (unendlich kleinen) Transformation entsteht. Der Punkt x), y, wird 
also eine W-Kurve desselben Systems durchlaufen, wie der Punkt &,, %o; 
nur, um uns so auszudrücken, m-mal so schnell. 

Es ist also bewiesen, daß W-Kurven durch eine [72 
Transformation (14) in W-Kurven desselben Systems über- 
gehen. 
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Wählt man insbesondere die Punkte x,, %, und x), y, auf der W- 
Kurve, die man betrachtet, so geht dieselbe durch die Transfor- 
mation in sich über. 


18. Die allgemeineren Verwandtschaften, in welchen die in der letzten 
Nummer betrachteten als eine besondere Gattung enthalten sind, erhält 
man in ganz ähnlicher Weise, wie diese letzteren, indem man gleichzeitig 
an Stelle des Punktes ein anderes Gebilde als Element der Ebene einführt. 

Wir wollen nämlich als Elemente der Ebene die zwei- [447 
fach unendlich vielen Kurven betrachten, die aus einer be- 
liebig!) gewählten: 


o(z, Yy) 0, 


durch die zu dem Fundamentaldreiecke gehörigen linearen 
Transformationen hervorgehen. 

Die Gleichung dieses Kurvensystems wird sein, unter &, ß Parameter 
verstanden: 


par, By) =. 


Die Parameter &, 8 mag man geradezu als Koordinaten der Kurven 
betrachten. 

Eine Gleichung zwischen x, ß stellt, sagen wir, diejenige Kurve dar, 
die von solehen Kurven p umhüllt wird, deren x, ß der Gleichung ge- 
nügen. 

Die allgemeineren Verwandtschaften bestehen nun darin, daß man 
einem Punkte x’, y’ eine Kurve: p(ax, By) = 0 entsprechen läßt, wo: 


(15) nea=ror, yeabayp®, 


In Worten ausgesprochen: Man ordne einem willkürlich gewählten 
Anfangspunkte x,, y, eine bestimmte Kurve zu. Eine jede 
andere Kurve @ geht aus 9, durch eine bestimmte zu dem 
Fundamentaldreiecke gehörige lineare Transformation her- 
vor. Man lasse ihr denjenigen Punkt r’, y’ entsprechen, der 
aus %,% durch m-malige Wiederholung derselben Trans- 
formation entsteht. 

Den Beweis, daß durch eine solche Transformation W-Kurven in 
W-Kurven desselben Systems übergeführt werden, mag man dadurch in 





1) Ausgeschlossen bleibt dabei die Annahme, daß die Kurve: = 0 eine zu dem 
Fundamentaldreiecke gehörige W-Kurve sei. In diesem Falle würde man nur ein- 
fach unendlich viele Kurven 9 erhalten. 
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zwei Schritte zerlegen, daß man die Gleichungen (15) durch die Aufein- 
anderfolge der beiden Gleichungensysteme ersetzt: 


(16) ge’ Fa ax’ m, y En 2 
(17) red, y°r->=PB; 


Durch (16) gehen die W-Kurven in W-Kurven desselben Systems [73 
über, wie in der vorstehenden Nummer gezeigt ist. Es ist also nur noch 
von (17) zu zeigen. In Worten: es ist zu zeigen, daß eine beliebige Kurve 
eine W-Kurve und zwar eine W-Kurve desselben Systems umhüllt, wenn 
man auf sie diejenigen zu dem Fundamentaldreiecke gehörigen linearen 
Transformationen anwendet, vermöge deren ein Punkt x, y eine be- 
stimmte W-Kurve durchläuft. Das aber ist der letzte Satz der 10. Nummer. 

Wählt man den Anfangspunkt x&,, y, und die Kurve o, so, daß der 
erstere auf der W-Kurve liegt, die man betrachtet, die zweite eben diese 
Kurve berührt, so geht die W-Kurve durch die Verwandtschaft (15) [448 
in sich selbst über. Es muß dabei nur eine Bemerkung hinzugefügt werden. 
Die den Punkten der W-Kurve entsprechenden @ umhüllen die W-Kurve, 
aber sie können recht wohl noch weitere Umhüllungskurven haben. Diese 
weiteren Umhüllungskurven sind dann aber immer W-Kurven desselben 
Systems. 


19. Wir wollen den Satz: daß W-Kurven durch die Verwandtschaften 
(15) in W-Kurven desselben Systems übergehen, auch noch analytisch 
beweisen. 

Eine solche Verwandtschaft ist analytisch durch eine sogenannte 
aequatio directrix!) dargestellt. Man erhält dieselbe, wenn man die Werte 
für & und ß aus (15) in die Gleichung der Kurve: 


par, By) = 0 
einträgt. So entsteht: 


(18) . (% a: 2®, Bud: m) us 


Betrachtet man in dieser Gleichung x’, y’ als fest, so stellt sie das dem 
Punkte x’, y’ entsprechende @ dar. Umgekehrt, hält man x, y fest, so 
stellt sie diejenige Kurve dar, deren Punkten solehe Kurven @ ent- 
sprechen, welche durch x, y hindurchgehen. 

Einem bestimmten Punkte x’, y’ oder x, y wird durch eine aequatio 
direetrix erst dann ein bestimmter Punkt x, y oder x’, y’ zugeordnet, 





1) cf. Plücker, Analytisch-geometrische Entwicklungen. Bd. II, 8. 265. 
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wenn man dy’:d«’ oder dy: dx kennt. Und zwar bestimmt sich, wenn 
man x, y, dy: dx kennt, x’, y', dy’: dx’ und umgekehrt. Es ist dies geo- 
metrisch evident. Denn dem Punkte x, y entspricht zunächst eine ganze 
Kurve von Punkten x’, y’. Dadurch, daß man von x, y zu einem benach- 
barten Punkte übergeht, dem seinerseits eine benachbarte Kurve ent- 
spricht, fixiert man auf dieser Kurve, als Durchschnittspunkte mit der 
benachbarten, eine diskrete Mannigfaltigkeit von Punkten x’, y’. Aber 
gleichzeitig ist für diese Punkte die Fortschreitungsrichtung, das heißt [74 
dy’:dx’, gegeben. Sie fällt nämlich beziehungsweise in die Tangenten 
der beiden benachbarten Kurven in ihren Durchschnittspunkten. 
Analytisch stellt sich dies so. Sei: 


=) 
die aequatio directrix. Betrachtet man x, y als veränderlich, so kommt: 
°P ER 


Sieht man dagegen x’, y’ als veränderlich an, so hat man: [449 


0p ä p re 
54 + öy 43 =, 
Aus den vorstehenden drei Gleichungen kann man entweder x, 9, 
dy:dx durch &’, y’, dy’:d«’, oder &’, y’, dy’:dx’ durch x, y, dy: dx 
bestimmen. 
In unserem Falle hat man nun offenbar, wenn: 
| % EN 
Bi )TeR YRIUTR 
gesetzt wird: 


AR I ER RLUNR,., 
U Te a LE a ENT, 
und: 
PT, 00 0 Koanıp 
I mt Hr öy  mI u 


Nun aber ist die Differentialgleichung der W-Kurven (Nr. 5): 


42.0.3: 
© y 


Dieselbe bleibt also bei der Umformung ungeändert. 
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Mit anderen Worten: durch die Umformung gehen W-Kurven in 
W-Kurven desselben Systems über, was zu beweisen war. 


20. Auf dieselbe Art, wie wir in Nr. 18 zwei Punkte, in Nr. 19 einen 
Punkt und eine Kurve einander zugeordnet haben, kann man auch zwei 
Kurven einander entsprechen lassen. Sei die eine Kurve: 


o(z, Yy) an 0, 
die andere: 


vi, Y) —0. 


Dann würde man die zweifach unendlich vielen Kurven, die aus g = 
durch die zu dem Fundamentaldreiecke gehörigen linearen Transforma- 
tionen hervorgehen, nämlich: 


p(ow, Py) = (0 


den zweifach unendlich vielen, die sich auf gleiche Weise aus y = er- 
geben, nämlich: 
ya'z,P'y) = 0 


entsprechend den Gleichungen (15) in der folgenden Art zuordnen: [75 


B' — bpm, 


F 


X 0a, 


und dadurch eine Verwandtschaft begründen. Durch eine solche Ver- [450 
wandtschaft würden dann wieder W-Kurven in W-Kurven desselben Sy- 
stems übergehen. 


Allein diese Verwandtschaften, die begrifflich die in Nr.18 und 
Nr. 19 aufgestellten Verwandtschaften umfassen, insofern man den Punkt 
als eine Kurve spezieller Art ansehen kann, sind von den bisher behan- 
delten nicht verschieden. 


Den unendlich vielen Kurven y nämlich, welche durch einen Punkt 
gehen, entsprechen unendlich viele Kurven o, und diese haben eine Um- 
hüllungskurve: ® =0 (die in besonderen Fällen auch ein Punkt sein 
kann). Die Beziehung der Punkte der Ebene zu den ihnen zugehörigen ® 
ist dabei offenbar ganz von der in der Nr. 19 betrachteten Art. Weiter 
ist aber auch klar, daß man die Verwandtschaft, welche durch den Über- 
gang von den y zu den @ definiert war, ebensogut durch den Übergang 
von den Punkten zu den entsprechenden ® definieren kann. Es folgt das 
aus dem nachstehenden Räsonnement, das übrigens in ganz gleicher 
Weise bei allen Verwandtschaften seine Stelle findet, welche zweifach un- 
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endlieh viele Kurven der Ebene zweifach unendlich vielen anderen Kurven 
entsprechen lassen. 


Den Kurven g, welche irgend eine Kurve C berühren, mögen y ent- 
sprechen, die eine andere Kurve C’’ berühren. Durch einen Punkt von C’ 
gehen zwei konsekutive y, denen zwei konsekutive entsprechen, welche 
C berühren. Dieselben g müssen aber auch das dem Punkte zugehörige ® 
berühren, da ja das ® die Enveloppe aller @ ist, die solchen y entsprechen, 
die durch den Punkt gehen. Mithin wird C auch von ® berührt. Mit 
anderen Worten: Wenn der Punkt die Kurve ©’ durchläuft, so umhüllt 
die Kurve ® die Kurve ©. Die Verwandtschaft zwischen den y und den 
ist also dieselbe, wie die zwischen den Punkten und den ©, was zu be- 
weisen war. 


$5. Aufzählung einiger unter den allgemeinen Verwandtschaften 
enthaltener besonderer Fälle. 


21. Wir wollen hier einige unter den eben aufgestellten Verwandt- 
schaften enthaltene besondere Fälle herausheben, die besonderes Inter- 
esse zu haben scheinen. 

Zunächst mögen wir bemerken, daß wir in der im Eingange er- 
wähnten Arbeit in den Comptes Rendus die beiden Fälle, welche den 
Werten m = +1 und m = — 1 entsprechen, unter dem Namen der 
kogredienten und kontragredienten Verwandtschaft behandelt 
haben. Die kontragredienten Verwandtschaften haben zunächst das [76 
größere Interesse. Für sie gilt nämlich der Satz: daß sie zweimal 
hinter einander angewandt zur Identität führen, daß [41 
also bei ihnen die Beziehung zwischen dem ursprünglichen 
und dem verwandten Gebilde eine gegenseitige ist. 


Für die betreffende Verwandtschaft der Nr. 17 überzeugt man sıch 
davon unmittelbar aus den Gleichungen (14). Setzt man in denselben 
m = —1, so kommt: 

a Pa) 2 7 
Eine Vertauschung von x, y mit x’, y’ läßt diese Formeln ungeändert. 
Wird man also durch sie von x, y zu «', y’ geführt, so gelangt man bei 
Wiederholung derselben von x’, y’ zu &, y zurück. 


Dasselbe gilt für die betreffenden Verwandtschaften der Nr. 19. 
Für: m = — 1 wird die aequatio directrix (18): 


„ee, Wo 
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und ist also wieder mit Bezug auf x und x’, y und y’ symmetrisch, was 
denselben Schluß, wie im vorhergehenden Falle begründet!) 


22. Die allgemeinen, in Nr. 17 auseinandergesetzten Verwandtschaf- 
ten sind vielfach Gegenstand geometrischer Untersuchung gewesen. Wir 
verweisen insbesondere auf Salmons Treatise on the Higher Plane 
Curves, wo p. 238—242 eine Zusammenstellung derartiger Forschungen 
gegeben ist. 

Für m = +1 sind diese Verwandtschaften, wie schon gesagt, von 
der kollinearen Verwandtschaft nicht verschieden. 


Für m = —1 geben sie die bekannte Verwandtschaft, welche eine 
gerade Linie in einen durch die drei Ecken des Fundamentaldreiecks 
gehenden Kegelschnitt verwandelt. 


Besonderes Interesse haben diese Transformationen in dem Falle, 
daß zwei Ecken des Fundamentaldreiecks in die beiden Kreispunkte fallen. 
Dieselben lassen dann die Winkel?) der Ebene unverändert, ein Um- [77 
stand, den Herr M. Roberts zur Ableitung einer Reihe schöner Sätze 
benutzt hat. 

Ist in diesem Falle insbesondere: m = —1, und ersetzt man gleich- 
zeitig x durch — x, so hat man die Transformation der reziproken [452 
Radien. Im übrigen vergleiche man Salmon, die angeführte Stelle. 


23. Unter den Verwandtschaften der Nr. 19 sind diejenigen beson- 
ders bemerkenswert, welche man erhält, wenn man für die Kurven 
go = gerade Linien nimmt. Dann entsprechen den Punkten der Ebene 
die geraden Linien derselben. Die Parameter «, ß, welche wir als Koordi- 
naten der Kurven 9 auffaßten, sind dabei die reziproken Werte der ge- 
wöhnlichen Linienkoordinaten t und u. 





1) In unserer Arbeit in den Comptes Rendus haben wir diesen Satz auf geo- 
metrische Weise begründet, indem wir das System A aller Translationen zu Hilfe 
nahmen. In diesem Falle wird nämlich der Satz des Textes identisch mit dem Satze 
über relative Verschiebung: Wenn zwei Körper gegen einander verschoben werden, 
so ist es gleichgültig, ob der eine ruht und der andere sich bewegt, oder ob der andere 
ruht und der erste sich im umgekehrten Sinne bewegt. 

2) Es ist dies eine Folge davon, daß durch die Transformation die W-Kurven, 
das heißt in diesem Falle die logarithmischen Spiralen, in W-Kurven desselben 
Systems übergeführt werden. Die logarithmischen Spiralen zweier Systeme schneiden 
sich nämlich unter konstantem Winkel; bleiben nun bei der Transformation die 
Systeme ungeändert, so müssen es auch die Winkel tun. Es gilt diese Bemerkung 
auch für die in der folgenden Nummer betrachteten Verwandtschaften, soweit 
sie sich auf das Fundamentaldreieck der logarithmischen Spirale beziehen. — Die 
betreffende Arbeit von Herrn M. Roberts findet sich: Liouvilles Journal XIII. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd.I 17 
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A. Betrachten wir zunächst den Fall: m = —1, das heißt: 
(19) dt %, Du, 


Diese Formeln stellen die Verwandtschaft der reziproken Polaren hin- 
sichtlich des Kegelschnittes: 


x? y® RR 
Paare a 


dar, das heißt also hinsichtlich eines Kegelschnittes, welcher das Funda- 
mentaldreieck zum Polardreieck hat. Wir haben also den folgenden Satz, 
den wir, unmittelbar aus der Gleichung bewiesen, bereits in Nr. 16 an- 
führten: 

Die reziproke Polare einer W-Kurve hinsichtlich eines 
Kegelschnittes, der das Fundamentaldreieck zum Polar- 
dreieck hat, ist eine W-Kurve desselben Systems. 

Hieran knüpft sich noch das folgende Korollar: 

Die W-Kurve ist ihre eigene reziproke Polare hinsicht- 
lich eines solchen Kegelschnitts, wenn sie von dem Kegel- 
schnitte berührt wird.!) 

Denn bei der durch einen solchen Kegelschnitt vermittelten Zu- 
ordnung von Punkt und gerader Linie entspricht einem Punkte der 
W-Kurve — nämlich dem Berührungspunkte mit dem Kegelschnitt — 
eine Tangente derselben Kurve — nämlich die Tangente im Berührungs- 
punkte, und also (Nr. 18) jedem Punkte der W-Kurve eine Tangente der- 
selben Kurve. 

Durch Übertragung früher aufgestellter Eigenschaften der W-Kurven 
vermöge der Theorie der reziproken Polaren finden wir unter anderem, 
was man übrigens vermöge der von uns immer gebrauchten Schlußweise 
ohne weiteres einsehen kann: 

Das Doppelverhältnis der Tangente einer W-Kurve [78 
zu den drei geraden Linien, welche ihren Berührungspunkt 
mit den Eeken des Fundamentaldreiecks verbinden, ist 
konstant. 

Wir führen diesen Satz hier an, weil er für die logarithmische [453 
Spirale diejenige Eigenschaft ausspricht, die man gewöhnlich als Defini- 
tion derselben gibt: daß nämlich für sie die Radii vectores vom Pole aus 
mit der Kurve gleiche Winkel bilden. 





1) Für die logarithmische Spirale sagt dieser Satz aus: Die logarithmische 
Spirale ist ihre eigene reziproke Polare in bezug auf jede gleichseitige Hyperbel, 
deren Mittelpunkt in ihren Pol fällt, und welche sie berührt. 
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Man schließt ferner noch, daß dieses Doppelverhältnis dasselbe 
ist, welches der Berührungspunkt und die drei Durchschnittspunkte 
der Tangente mit den Seiten des Fundamentaldreiecks mit einander 
bilden, wie dies auch aus bekannten Eigenschaften des Dreiecks er- 
sichtlich ist. 


B. Sei zweitens: m = +1. So sind die Formeln für die Verwandt- 
schaft: 


(20) + =0;: usb; 


Man kann diese aus den Formeln: 


und: ge’ =rf; y' = MW 


zusammensetzen; die hier betrachtete Verwandtschaft entsteht also, wenn 
man die Verwandtschaft: 


mit der der reziproken Polaren verbindet. 

Die Transformation (20), wie überhaupt jede Transformation, die 
nicht reziprok ist, kann in doppeltem Sinne aufgefaßt werden, je nachdem 
man von den &, y der ersten Ebene zu den t, u der zweiten, oder von den 
t, w der ersten zu den z, y der zweiten übergeht. 

In dem ersten Falle läßt sie dem Punkte eine gerade Linie, der ge- 
raden Linie einen Kegelschnitt entsprechen, welcher die drei Seiten des 
Fundamentaldreiecks berührt. — In dem zweiten Falle entspricht der 
geraden Linie ein Punkt, dem Punkte ein Kegelschnitt, der durch die 
drei Ecken geht. 

Es ist dabei ein besonderer Fall bemerkenswert. Dakseibe entspricht 
der Annahme: «+b-+1=0), also: 


tz +uy+1=0. 


Alsdann liegen Punkt und entsprechende gerade Linie (unter beiden 
Annahmen) jedesmal vereinigt. 

Unter diesen Fall gehört namentlich auch die Beziehung der Punkte 
der W-Kurven eines Systems zu deren Tangenten, wie man dies an der 
Gleichung der W-Kurven unmittelbar verifiziert. Die vorstehend aus- 
gesprochenen Eigenschaften der Transformation (20) ergeben für diesen 
besonderen Fall die beiden Sätze: 

ar 
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Die Tangenten in den Schnittpunkten einer geraden 
Linie mit einer W-Kurve berühren einen dem Funda- [79 
mentaldreiecke eingeschriebenen Kegelschnitt.!) [454 

Die Berührungspunkte der von einem Punkte aus an 
eine W-Kurve gelegten Tangenten liegen auf einem durch 
die drei Ecken des Fundamentaldreiecks gehenden Kegel- 
schnitt.?) 

Noch mag als ein besonderer Fall der durch (20) dargestellten Ver- 
wandtschaft die Beziehung angesehen werden, die Plücker in seinem 
„Systeme der analytischen Geometrie‘, 8.10 als Polarität hinsichtlich eines 
Dreiecks?) bezeichnet. Dieselbe entsteht aus (20), wenn mana=b=1 
nimmt. Geometrisch ist diese Beziehung in folgender Weise definiert. Man 
ordne einem Punkte der Ebene diejenige Gerade zu, welche Perspek- 
tivitätsachse ist für das Fundamentaldreieck und für das Dreieck der 
drei Punkte, in denen die Seiten des Fundamentaldreiecks von den 
Verbindungslinien der Ecken des Dreiecks mit dem gegebenen Punkte 
noch außer in diesen Ecken geschnitten werden. 


$ 6. Allgemeine Probleme, die sich an das Vorige anknüpfen. 


24. Mit der im vorstehenden Paragraphen gegebenen Aufzählung 
spezieller Verwandtschaften schließen wir unsere Auseinandersetzungen 
über die W-Kurven. Es soll hier nur noch kurz angedeutet werden, zu 
welchen allgemeineren Problemen dieselben hinführen. 

Indem wir auf einen Punkt alle Transformationen eines einfach un- 
endlichen geschlossenen Systems vertauschbarer linearer Transforma- 
tionen anwandten, erhielten wir die W-Kurven. 

Aber statt des Punktes können wir eine beliebige Kurve wählen. 
Indem wir auf sie die nämlichen Transformationen anwenden, erhalten 
wir eine Kurvenreihe, deren Umhüllungskurve, wie schon gesagt, aus 
W-Kurven desselben Systems besteht. Diese Kurvenreihe nun können 
wir statt der Punktreihe, die wir seither betrachteten, in die Untersuchung 
einführen. 





1) Für die logarithmische Spirale ist dies eine Parabel, deren Brennpunkt 
in den Pol fällt. 

2) Für die logarithmische Spirale ein durch den Pol gehender Kreis. Der 
Satz kommt darauf hinaus, daß im Kreise Peripheriewinkel auf gleichen Bogen 
konstant sind. 

3) Man kann ein Dreieck als eine Kurve dritter Ordnung betrachten. Die dem 
Punkte zugeordnete Linie ist seine gerade Polare mit Bezug auf diese Kurve. 
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Wir können weiter gehen. Auf eine beliebig angenommene Kurve 
wende man die Transformationen eines geschlossenen zweifach unendlichen 
Systems vertauschbarer linearer Transformationen an. Dann erhält [455 
man ein zweifach unendliches System von Kurven und nach dessen Eigen- 
schaften kann man fragen. Auf dasselbe wird ebenso wie auf die vor- [80 
stehend genannten Kurvenreihen unsere Schlußweise Anwendung finden. 
Wenn wir seither nicht zur Betrachtung solcher Systeme als selbständiger 
geometrischer Gebilde geführt wurden, so liegt das daran, daß wir vom 
Punkte als Element der Ebene ausgingen. Ein System von zweifach un- 
endlich vielen Punkten fällt nämlich mit der Gesamtheit der Punkte 
der Ebene zusammen und erscheint deswegen nicht als ein in der Ebene 
enthaltenes besonderes geometrisches Gebilde. 

Implizite haben wir übrigens wiederholt von solchen Kurvensystemen 
gehandelt. Einmal betrachteten wir solche Systeme in Nr. 19 und Nr. 20 
bei der Begründung der allgemeinen Verwandtschaften. Andererseits ist 
das, was wir ein System von W-Kurven genannt haben, eben ein solches 
System. Dasselbe umfaßt, im Gegensatze zu den allgemeinen Systemen 
dieser Art, nur einfach unendlich viele Kurven, weil seine Konstituenten, 
die W-Kurven, selbst durch einfach unendlich viele Transformationen in 
sich übergehen. Die W-Kurven eines Systems wurden durch die aufge- 
stellten Verwandtschaften immer in W-Kurven desselben Systems über- 
geführt. Wir können das so aussprechen: 

Die W-Kurvensysteme, als selbständige Gebilde aufge- 
faßt, bleiben bei den aufgestellten Verwandtschaften unge- 
ändert. 

Insofern die hier definierten Kurvensysteme durch ein geschlossenes 
System von zweifach unendlich vielen vertauschbaren linearen Transtor- 
mationen in sich übergehen, schließt sich ihre Untersuchung unmittelbar 
an das Studium der W-Kurven an, das heißt, derjenigen Mannigfaltig- 
keiten, welche durch ein geschlossenes System von nur einfach unendlich 
vielen vertauschbaren linearen Transformationen in sich übergehen. Hier- 
mit ist zugleich das allgemeinste Problem angedeutet, unter welches sich 
die Untersuchung der W-Kurven als einfachster Fall subsumiert. Das- 
selbe lautet: 

Man soll nach der im Eingange auseinandergesetzten 
Schlußweise die Eigenschaften solcher geometrischer Ge- 
bilde entwickeln, die aus einem willkürlich gewählten durch 
Anwendung geschlossener Systeme beliebig unendlich vieler 
unter sich vertauschbarer linearer Transformationen her- 
vorgehen. 
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Es ist hier nicht unsere Absicht, auf diese Frage einzugehen; wir 
haben nur das allgemeine Problem bezeichnen wollen, unter welches die 
hier gegebenen speziellen Betrachtungen fallen. 


$ 7. Über die Integration gewisser Differentialgleichungen. [456 


25. In diesem letzten Paragraphen wollen wir einige Betrachtungen 
anstellen, die mit der Transformierbarkeit geometrischer Gebilde in sich 
selbst nahe zusammenhängen. Dieselben betreffen die Integration [81 
solcher Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei Variabeln, welche 
durch unendlich viele Transformationen in sich übergeführt werden. 


Bekanntlich kann man die Veränderlichen in den sogenannten homo- 
genen Differentialgleichungen: 


() 112) 


ohne weiteres separieren. Denn man setze y:& =, so wird y = xt und 
dy:de=t+x(dt:dx), folglich verwandelt sich die Gleichung in die 
folgende: 


dt i dt de 
t+27,=1): oder: II u 


in welcher die Veränderlichen separiert sind. 


Wir wollen den inneren Grund für diese Eigenschaft der Gleichungen 
(x) suchen. 


Es mögen x, y Punktkoordinaten in der Ebene sein. Dann bestimmt 
die Gleichung (x) für jeden Punkt der Ebene eine Fortschreitungsrichtung. 
Diese Fortschreitungsrichtung ist nun für alle Punkte dieselbe, welche 
auf einer durch den Koordinatenanfangspunkt gehenden Geraden liegen. 
Denn (x) bleibt unverändert, wenn man statt x, y Multipla derselben, 
etwa ax, ay, setzt. Statt nun die Punkte der Ebene durch die Parallelen 
zur X- und Y-Achse zu bestimmen, kann man sie durch die Parallelen 
zur Y-Achse und das vom Koordinatenanfangspunkte ausgehende Strahl- 
büschel festlegen. Dies ist gerade der Sinn der Substitution: y = xt; 
dabei ist t ein Parameter für die Geraden des genannten Strahlbüschels. 
Durch Einführung von t an Stelle von y geht ei ohnug (x) in eine neue 


Gleichung über: 
dt 


(P) —-=p(T,0). 


dz 


Von dieser Differentialgleichung weiß man nun: sie ändert sich nicht, 
wenn man statt x ein Multiplum ax setzt und t konstant läßt. Dadurch 
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geht aber dt:dx in (l:a).(dt:dx) über. Es muß also auch @(z, t) bei 
dieser Substitution sich um einen Faktor 1:«a ändern. Man hat somit: 


2 
o(az,t)= —'p(z, t). 


Setzt man x gleich 1 und sodann a gleich x, so kommt: [457 


Pa = tel, = vl). 


o(x,t) ist also notwendig von der Form y(f): x. In der Gleichung (P) 
sind mithin, wie dies ja auch die wirkliche Ausrechnung zeigt, die [82 
Veränderlichen separiert. 


26. Der allgemeine in dem vorstehenden Räsonnement enthaltene 
Gedankengang ist der folgende: 


Es sei eine Differentialgleichung gegeben: 
d 
(9) = =!(,®) 


und man wisse von derselben, daß sie durch einfach unendlich viele Trans- 
formationen in sich übergeht. 


So führe man statt der Veränderlichen y, & zwei neue Veränderliche 
n, & ein, welche die folgende geometrische Bedeutung haben. 7 = x ist 
die Gleichung aller solchen Kurven, welche durch dieselben unendlich 
vielen Transformationen in sich übergehen, durch welche die vorgelegte 
Differentialgleichung unverändert bleibt. &=4 ist die Gleichung des- 
jenigen Kurvensystems, das aus einer beliebig angenommenen Kurve: 
€ = 4, durch Anwendung der betreffenden unendlich vielen Transfor- 
mationen entsteht. 


Durch Einführung der Variabeln &, n geht die gegebene 
Differentialgleichung in eine neue über, in welcher die Ver- 
änderlichen separiert sind. 


Ehe wir dies beweisen, werde gezeigt, daß die Separation der Ver- 
änderlichen in der homogenen Differentialgleichung («&) in der hiermit aus- 
gesprochenen allgemeinen Regel als etwas Spezielles enthalten ist. Die 
Kurven: n = x sind dort die durch den Anfangspunkt gehenden Geraden: 

== Const., da diese bei den Transformationen: 2’ = ax, y’ = ay, durch 
die (x) unverändert bleibt, ebenfalls unverändert bleiben. Weiter an Stelle 
der Kurven: &=4 sind die Geraden: & = Const. gewählt, die in der Tat 
der für die Kurven £ aufgestellten Bedingung genügen: daß alle aus einer 
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durch die zu der Differentialgleichung gehörigen Transformationen her- 
vorgehen. 


27. Der Beweis dafür, daß bei der Einführung von n, & in die Glei- 
chung (y) allgemein Separation der Veränderlichen stattfindet, ist der 
folgende: 
} Die Differentialgleichung (y) geht durch Einführung der n, & in eine 
andere über, die die folgende sein mag: 


(6) =). 


Von dieser Differentialgleichung weiß man nun, daß sie unverändert 
bleibt, wenn man, ohne n irgendwie zu ändern, & gewissen einfach un- 
endlich vielen Transformationen unterwirft. Dies ist nicht anders möglich, 
als wenn 9 (n, £) in zwei Faktoren zerfällt, von denen der eine nur n, [458 
der andere nur & enthält. 


Um dies deutlich einzusehen, führe man statt & eine Funktion £ von 
& als Veränderliche ein, die dadurch bestimmt ist, daß sie durch die [83 
einfach unendlich vielen Transformationen, denen man & unterwirft, in 
Multipla ihrer selbst übergeht. Durch Einführung dieses £ an Stelle von & 
wird die Differentialgleichung (ö) die folgende: 


=vmd). 


Dieselbe bleibt ungeändert, wenn man, bei konstantem n, statt: ein 
Multiplum setzt. Man schließt also ganz nach der Methode, die in Nr. 25 
für die homogene Gleichung angewandt wurde, daß y(n, &) zerfällt in 
eine Funktion von n, dividiert durch £. Die Veränderlichen in der Glei- 
chung sind also separiert. Setzt man nun statt & wieder rückwärts &, so 
kommt man zu der Gleichung (ö) zurück, und in dieser sind also auch die 
Veränderlichen separiert, wie behauptet wurde. 


28. Die Bestimmung der Kurven: 7 = x, welche durch die einfach 
unendlich vielen gegebenen Transformationen in sich übergehen, wird im 
allgemeinen die Integration einer neuen Differentialgleichung verlangen, 
nämlich derjenigen Differentialgleichung, welche aussagt, daß eine Kurve 
durch die unter den einfach unendlich vielen Transformationen ent- 
haltene unendlich kleine Transformation in sich übergeht (vgl. Nr. 3). 
Ist die Integration dieser Gleichung, dienur noch von der Art 
der Transformationen, welche (y) zuläßt, abhängt, geleistet, 
so verlangt die Integration von (y) nur noch Quadraturen. 
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Sind nun die Transformationen, durch welche (y) in sich selbst über- 
geht, insbesondere linear, wie dies in dem Beispiele der Gleichung (x) war, 
so lassen sich die Kurven: 7 = x ohne weiteres bestimmen. Es sind nämlich 
diejenigen W-Kurven, welche durch die betreffenden unendlich vielen 
linearen Transformationen in sich übergehen. Man hat also den Satz: 
Differentialgleichungen (y), welche durch unendlich viele 
lineare Transformationen in sich übergehen, verlangen zu 
ihrer Integration nur Quadraturen. 


29. Von diesem Satze wollen wir eine Anwendung geben, die sich 
auf Raumgeometrie bezieht. 

Nach den Auseinandersetzungen des $ 1, Nr. 3 wird es deutlich sein, 
was man unter einer unendlich kleinen linearen Transformation nicht 
nur der Ebene, sondern auch des Raumes zu verstehen hat. Wendet man 
eine solche unendlich oft auf einen Punkt an, so durchläuft er eine räum- 
liche W-Kurve. Die W-Kurven, welche gleichzeitig von den verschiedenen 
Punkten des Raumes erzeugt werden, heißen W-Kurven eines Systems. 


| Man betrachte nun die Fläche, welche erzeugt wird von den [459 
W-Kurven eines Systems, die eine beliebige feste Kurve schneiden. Auf 
dieser Fläche lassen sich die Haupttangentenkurven durch 
Quadratur bestimmen., 


Die Fläche geht nämlich offenbar durch dieselben unendlich vielen [84 
linearen Transformationen in sich über, durch welche die W-Kurven des 
Systems unverändert bleiben. Dieselben Transformationen werden auch 
die Haupttangentenkurven der Fläche in Haupttangentenkurven der 
Fläche überführen, da bei linearer Transformation Haupttangenten 
Haupttangenten bleiben. Die Differentialgleichung der Haupttangenten- 
kurven wird also bei den bezüglichen linearen Transformationen unge- 
ändert bleiben. Sie wird also, nach unserem Satze, quadrierbar, wenn 
man, auf der Fläche, die folgende Koordinatenbestimmung macht. Man 
bestimme jeden Punkt derselben als den Durchschnitt zweier Kurven: 
n=x%,&=4,won=x die auf der Fläche liegenden W-Kurven dar- 
stellen, & = ein Kurvensystem ist, das sich aus einer auf der Fläche 
beliebig gezogenen Kurve durch Anwendung der zugehörigen unendlich 
vielen linearen Transformationen ergibt. 

Wir wollen noch zwei besondere Fälle dieses Satzes hervorheben. 

Unter den verschiedenen W-Kurvensystemen, welche es im Raume 
gibt, finden sich insonderheit die geraden Linien, welche zwei feste Ge- 
rade schneiden. Man kann nun nach unserem Satze die Haupttangenten- 
' kurven bestimmen auf jeder aus solchen Linien gebildeten Fläche, das 
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heißt also, auf jeder Linienfläche, deren Erzeugende zwei feste 
Gerade schneiden.!) 

Ein zweiter besonderer Fall ist der folgende. Gleichgewundene 
Schraubenlinien von gleicher Achse und gleicher Ganghöhe bilden eben- 
falls ein W-Kurvensystem. Die zugehörigen linearen Transformationen, 
durch welche dieselben in sich übergehen, sind die betreffenden Schrau- 
benbewegungen um die gemeinsame Achse. Bei einer Bewegung bleiben 
nun nicht nur die projektivischen Beziehungen, sondern auch die metri- 
schen ungeändert. Man wird also auf einer von solchen Schraubenlinien 
gebildeten Fläche nicht nur die Haupttangentenkurven, sondern auch 
die Krümmungskurven bestimmen können. Wir haben also den Satz: 

Wenn man auf irgend eine Kurve eine beliebige Schrau- 
benbewegung anwendet, so beschreibt sie eine Fläche, auf 
der man die Haupttangentenkurven und Krümmungskurven 
durch Quadratur bestimmen kann. 


Göttingen und Christiania, im März 1871. 





1) Dieser Satz ist in umfassenderen Sätzen mit enthalten, die von Herrn - 
Clebsch (Crelles Journal LXVIII, S. 151) und von Herrn Cremona (Annali di 
Matematica, 1869) über die Haupttangentenkurven von Linienflächen aufgestellt 
worden sind. 


XV. 


Mathematisk Meddelelse til Videnskabsselskabet 
i Christiania, fra aaret 1871. 


(Mathematische Mitteilung an die Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Christiania, aus dem Jahre 1871.) 


(Aus dem Norwegischen übersetzt.) 


Zuerst norwegisch und in deutscher Übersetzung herausgegeben von L. Sylow in: 
Videnskabsselskabets Skrifter. I. Math.-naturv. Klasse. 1899. Nr. 9, S. 7—10. 
Christiania 1899. 


An [7 
die Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania. 

Ich erlaube mir, der Gesellschaft der Wissenschaften ein kurzes R&- 
sume zu überreichen von meinen Untersuchungen, die sich auf die all- 
gemeine Krümmungstheorie eines Raumes von n Dimensionen beziehen. 
Ich wünsche, hierdurch womöglich meine Priorität zu sichern. Was die 
Terminologie angeht, verweise ich auf meine früheren Arbeiten. 


I. Im R, betrachte ich oo! Kugeln und alle 00”! Konfigurationen c, 
die diese orthogonal schneiden; 00"-?c erzeugen stets eine M„_,, von 
der sie die Hauptkonfigurationen eines Systems sind. Die gefundene 
Mannigfaltigkeit kann einem Orthogonalsysteme des R, an- 
gehören, und also kann die Darbouxsche Methode (Comptes 
Rendus, August 1869) auf sie angewandt werden. Indem ich mich 
hierauf stütze, kann ich zum Beispiel unbegrenzt viele, wesentlich 
verschiedene Orthogonalsysteme angeben, die eine gegebene 
Fläche enthalten (oder eine gegebene M,„_, mit n —1 Scharen 
Haupt-M,„_>). 

II. Die Operation, die ich in den Göttinger Nachrichten von 1871!) 
angegeben habe, besitzt die Eigenschaft, daß sie, wenn sie auf zwei Mannig- 
faltigkeiten M,„_, und M,„_, angewandt wird, die dasselbe sphärische 
Bild besitzen, Mannigfaltigkeiten mit demselben sphärischen [8 
Bilde liefert. Hierbei ist zu bemerken, daß man stets eine Mannig- 





1) Hier Abh. XIII. Anm.d.H. 
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faltigkeit, nämlich die Kugel, angeben kann, die dasselbe sphärische 
Bild besitzt, wie eine gegebene. 

III. Aus Kleins T'heorien folgt, daß, wenn man in einem Kugel- 
raume R, ein Orthogonalsystem kennt, man oo? algebraische Flächen 
mit algebraischen Krümmungslinien angeben kann, sowie 00° algebraische 
Röhrenflächen mit algebraischen Krümmungslinien. Den ersten Teil 
dieser Theorie habe ich in den Göttinger Nachrichten auf n Dimensionen 
verallgemeinert; der zweite Teil kann auch verallgemeinert werden. 
Wendet man diese neue Theorie zum Beispiel auf ein Orthogonal- 
system ım R, an, so findet man einerseits im R, 00? Orthogonalsysteme, 
die von zwei Scharen Röhrenflächen in Verbindung mit einer dritten 
Flächenschar gebildet werden, andererseits oo? algebraische Flächen 
mit algebraischen Krümmungslinien, unter denen keine zir- 
kular sind. 

Hierin liegt die Aufstellung zweier neuer Operationen, von denen 
die letzte in gewissem Sinne mit der gleichberechtigt ist, die ich früher 
angegeben habe. Man kann weiter gehen und unbegrenzt viele Ope- 
ratıonen aufstellen, die sämtlich dazu dienen, aus einer ge- 
gebenen Mannigfaltigkeit im R,„, auf die Darbouxs Methode 
angewendet werden kann, Mannigfaltigkeiten im R,„_, ab- 
zuleiten, auf die ebenfalls Darbouxs Operation anwend- 
bar ist. 


IV. Jede partielle Differentialgleichung: 





02,. 02, 0%, )= 0, 


F(e L T L EIERN Be ER 
2 3 a > 
er F : lee 92,’ 0% ° r 0%, 1 


deren Charakteristiken Hauptkonfigurationen sind, steht in einer ein- 
fachen geometrischen Beziehung zu einem gewissen Kugelsysteme im R,. 
Es ist von Interesse, die Bedingung dafür zu untersuchen, daß zwei 
solche Gleichungen: FR, =0 und: F,=0 die Jacobische Gleichung: 
(F,F,) = 0 befriedigen. (Vgl. meine letzte Abhandlung!) in den Schriften 
der Gesellschaft.) 


V. Kennt man im R,„,, ein Orthogonalsystem: 
Fin; u... et 


von der Art, daß, wenn es zum Koordinatensystem gewählt wird, der 
Distanzausdruck: 
de=di +dd+--- +dıan,, 





1) Hier Abh. XII. Anm. d.H. 
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die Form erhält: 
ds —M (Ay, Ayı ee An) a a 


n+1) 2 
Fa) GAE 








so kann man (nach einer privaten Mitteilung von Klein) oo! par- [9 
tielle Differentialgleichungen aufstellen, Gleichungen von der vorhin an- 
gegebenen Art; n —1 von diesen Gleichungen besitzen stets oo! gemein- 
same Integrale, die durch Quadratur gefunden werden. Ich habe be- 
wiesen, daß Darbouxs Methode auf die gefundenen Mannigfaltigkeiten 
angewendet werden kann. 


VI. Die vorhin angegebene Form für den Distanzausdruck kommt, 

wie bekannt, dem Jacobischen Systeme zu; dasselbe gilt für das System: 
Ey ER 2 2 Br 

=, taten 
und ferner für alle Systeme, die durch Darbouxs Operation aus dem 
Jacobischen Systeme abgeleitet werden. Endlich habe ich ein (alge- 
braisches) Orthogonalsystem gefunden mit derselben sphärischen Abbil- 
dung wie das Jacobische, das die besprochene Form ergibt. 








VII. Man kann für jeden Raum R, das Problem lösen, das dem folgen- 
den entspricht: alle Flächen anzugeben, deren sämtliche Krümmungslinien 
eben sind. Die Formeln, die Darboux in den Comptes Rendus Bd. 67, 
S. 1102, 1103 angibt, haben im R, ihr Analogon. 


Der Gedanke, daß sich die gewöhnliche Krümmungstheorie auf den 
R,„ verallgemeinern läßt, scheint sich in den letzten paar Jahren mehreren 
Mathematikern dargeboten zu haben, und man muß wohl zugestehen, 
daß dieser Schritt nicht sonderlich schwierig war, nachdem Jacobi die 
metrische Geometrie verallgemeinert hatte (das heißt, für einen alge- 
braischen Standpunkt). 

Die vorhin besprochene Verallgemeinerung bekommt ein 
eigentümliches Interesse dadurch, daß unter einer Menge 
von verschiedenen Gesichtspunkten zwischen den Krüm- 
mungstheorien zweier auf einander folgender Räume R,-ı 
und R,„ ein genauer Zusammenhang besteht. Darboux kommt 
das Verdienst zu, zuerst ein wichtiges Beispiel dafür angegeben zu 
haben; meine vorhin angeführte Note sowohl wie mehrere Nummern 
in der gegenwärtigen Mitteilung geben bedeutende Beiträge in derselben 
Richtung. 
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Diese Theorien haben einen gemeinsamen Charakter. Man gibt etwas 
im R„, man wendet gewisse Operationen an und erhält etwas im R,_ı- 
Die erste Nummer der gegenwärtigen Note gibt ein erstes und, 
wie mir scheint, außerordentlich wichtiges Beispiel dafür, 
daß eine Operation, ausgeführt aufetwas im R„_, gegebenes, 
etwas von Interesse im R,„ geben kann. Es wird hier ganz natür- 
lich, sich folgende Frage zu stellen: Kann nicht die Kombination [10 
aller dieser Theorien zur Lösung des berühmten Problems führen, alle 
Orthogonalsysteme anzugeben ? 


Christiania, 26. September 1871. 
Sophus Lie. 


Dem Unterzeichneten eingereicht am 28. September 1871. 


M.J.Monrad. 
p. t. Sekretär der Gesellschaft der Wissenschaften. 


XVlL 
Zur Theorie eines Raumes von » Dimensionen. [535 


Von Sophus Lie in Christiania. 


Göttinger Nachrichten 1871, Nr. 22 vom 15. 11. 1871, S. 535—557. Vorgelegt von 
A. Clebsch. 


1. Der Gedanke, die Krümmungstheorie des gewöhnlichen Raumes 
auf n Dimensionen zu verallgemeinern, scheint sich in den letzten Jahren 
mehreren Mathematikern dargeboten zu haben. So ist derselbe zum Bei- 
spiel von Herrn Kronecker (Monatsberichte der Berliner Akademie, 
1869) ausgesprochen und näher formuliert worden. Es ist mir ferner be- 
kannt, daß Riemann, wie auch die Herren Betti, Beltrami, Chri- 
stoffel, Darboux und Lipschitz sich mit derartigen Betrachtungen 
beschäftigt haben. Diese Untersuchungen, die ich freilich nur höchst un- 
vollständig kenne, scheinen indes größtenteils in ganz anderer Richtung 
zu gehen als die meinigen. Nur Herrn Darbouxs Arbeiten, die mir in 
der letzten Zeit oft anregend gewesen sind, haben einen mit meinen 
Theorien verwandten Charakter. 


2. Die in Rede stehende Erweiterung der Krümmungstheorie |536 
erhält ein eigentümliches Interesse dadurch, daß ein Zusammenhang 
stattfindet zwischen den Krümmungstheorien zweier kon- 
sekutiver Räume R,„ und R„;,ı, und zwar unter vielen ver- 
schiedenen Gesichtspunkten. 

Herr Darboux gab zuerst (Comptes Rendus, August 1869) ein allge- 
meines, und zwar sehr wichtiges Beispiel eines solchen Zusammenhanges.!) 

Hiernach faßte ich einen liniengeometrischen Satz, den Herr Klein 
aufgestellt hatte (Göttinger Nachrichten, März 1871), als einen Zusam- 
menhang zwischen den Krümmungstheorien der Räume R; und R, auf, 
und in dieser Auffassung verallgemeinerte ich sein Theorem auf n Di- 
mensionen (Göttinger Nachrichten, Mai 1871 [hier Abh. XIIL]). Meine 





1) Das Verfahren von Herrn Darboux besteht darin, von einer M,„-.ı des R,, 
die einem Orthogonalsysteme angehören kann, auf der Kugel des R, ein (sogenanntes 
sphärisches) Bild zu entwerfen und letzteres durch stereographische Projektion auf 
den R,.., zu übertragen. 
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Note gab ein zweites merkwürdiges Beispiel eines Zusammenhanges 
zwischen der Theorie des R, und des R„;,; indem ich nämlich den fol- 
genden Satz aussprach: Wenn man die allgemeinste konforme Punkt- 
transformation eines Raumes R, bestimmt hat (und das geschieht leicht), 
so findet man sogleich die allgemeinste Umformung des R,„_,, bei welcher 
einerseits Berührung eine invariante Beziehung ist, andererseits Haupt- 
konfigurationen (Krümmungskurven) kovariante Gebilde sind.!) 


3. Es ist mir später gelungen, wie ich im September 1871 der [537 
Akademie in Christiania mitgeteilt habe?), in der angedeuteten Richtung 
weiterzugehen. Diese neuen Theorien, die mir wichtig scheinen, werde 
ich versuchen, in einigen Noten, von denen die nachstehende die erste ist, 
kurz auseinanderzusetzen. 


Meine Betrachtungen kommen im allgemeinen darauf hinaus, wenn 
in einem Raume R, eine Mannigfaltigkeit M,„_, gegeben ist, deren Haupt- 
konfigurationen bekannt sind, und dabei die von mir in meiner letzten 
Note besprochene Gruppierung haben (oder, wie man auch sagen kann: 
eine M„_,, auf welche sich die von Darboux in den Comptes Rendus, 
August 1869 angegebene Operation anwenden läßt), alsdann in einem 
anderen Raume Ry eine neue solche Mannigfaltigkeit My_,, wie auch 
ihre Hauptkonfigurationen, zu finden. Hierbei kann N kleiner oder größer 
als n sein. 


Hierin liegt zugleich ein Beitrag zur allgemeinen Theorie der Ortho- 
gonalsysteme, einer Theorie, die durch Herrn Darbouxs mehrmals 
besprochene Note eine so glückliche Richtung erhalten hat, und zwar 
enthalten meine Operationen zur Auffindung von Orthogonalsystemen 
so viele arbiträre Elemente, daß man vielleicht die Frage stellen kann, 
ob es nun nicht möglich wird, durch Kombination bekannter Methoden 
alle Orthogonalsysteme zu bestimmen.?) 





1) Ich muß es als einen glücklichen Zufall bezeichnen, daß ich, obgleich ich 
bei der Redaktion jener Note die Darbouxsche Note (August 1869) nicht kannte, 
in derselben die Lösung einiger Fragen gab, die durch Herrn Darbouxs Arbeit 
veranlaßt werden. 

2) Hier Abh. XV. Anm. d.H. 

3) Die komplizierte Art der geometrischen Vorstellungen, die meinen Theorien 
zugrundeliegen, wird, so fürchte ich, das Verständnis dieser Note erschweren. Ich 
bemerke, daß der dritte Paragraph eine selbständige und einfachere Darstellung 
einer Theorie gibt, die sich unter diejenigen der beiden ersten Paragraphen sub- 
sumiert. 
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$1. Aus einem Orthogonalsysteme im AR, werden solche in niederen 
Räumen abgeleitet. [538 


4. Das Dupinsche Theorem, welches in der gewöhnlichen Krüm- 
mungstheorie eine fundamentale Rolle spielt, lautet bekanntlich folgen- 
dermaßen: 


Wenn die Flächen dreier Scharen, die ich der Kürze wegen als eine 
irreduktible Schar: 
F(2,4,,4) 0 


betrachten werde, einander immer orthogonal schneiden, so sind die 
Durchschnittskurven jedesmal Krümmungslinien der betreffenden 
Flächen. 


Der von mir (Akademie zu Christiania, 1870, 1871, [hier Abh. IX, 
XI, XIL]) hervorgehobene Zusammenhang zwischen der gewöhnlichen 
metrischen Geometrie und der projektivischen Geometrie eines linearen 
Komplexes transformiert das Dupinsche Theorem, wie Herr Klein und 
ich fanden, in die beiden folgenden Sätze: 


Es sei gegeben in einem linearen Komplexe eine Schar Kongruenzen: 
PIE 2 END, 


welche den folgenden Bedingungen genügen: Jede Gerade p des Kom- 
plexes gehört drei Kongruenzen A,, As, A; an; hierbei soll p die Brenn- 
flächen dieser Kongruenzen in drei Punktepaaren berühren, die paarweise 
harmonisch liegen. 


Alsdann berühren die gemeinsamen Geraden je zweier Kon- 
gruenzen A, und /,, oder wie ich sagen werde, alsdann berührt die 
Linienfläche (A, A,) die Brennflächen }, und A, nach je einer Haupt- 
tangentenkurve. In dieser Weise findet man alle Haupttangenten- [539 
kurven auf den Brennflächen /. Auf jeder Linienfläche (A, },) findet 
man [nämlich] zwei Haupttangentenkurven und sodann, nach einem 
Satze des Herrn P. Serret, die übrigen durch algebraische Ope- 
rationen. 


5. In einer Note in den Göttinger Nachrichten, März 1871, hat Herr 
Klein unter anderem diese Theorie zu einer allgemeinen liniengeome- 
trischen Theorie erweitert. Seine hierauf bezüglichen beiden Sätze lassen 
sich für Kugelkomplexe (das heißt, dreifach unendliche Mannigfaltig- 


keiten von Kugeln) in folgender Weise aussprechen: 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd.I 18 
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Es sei gegeben in einem Kugelraume R,!) ein Orthogonalsystem: 
F(z,, Lg, Lg, X, 2) er 0, 


bestehend aus einfach unendlich vielen Kugelkomplexen, unter denen 
jeder einem bestimmten Werte A des Parameters entspricht. Zwei Kom- 
plexe }, und A, enthalten oo? gemeinsame Kugeln, deren Umhüllungsfläche 
(},%;) oder noch kürzer (1 2) heißen soll. Drei Komplexe A,, A,, A, ent- 
halten oo! gemeinsame Kugeln, deren Umhüllungsfläche (1 2 3) heißen soll. 

Herrn Kleins erstes Theorem besteht darın, daß die Röhrenfläche 
(123) jedesmal die Fläche (1 2) nach einer für beide gemeinsamen Krüm- 
mungslinie berührt. Varliert /,, so erhält man die Krümmunsslinien 
beider Systeme auf der Fläche (12). 

Kleins zweites Theorem besteht im folgenden: Auf der Röhren- 
fläche (123) findet man, den Flächen (12), (13), (23) entsprechend, 
drei nicht kreisförmige Krümmungslinien und darnach die übrigen durch 
algebraische Operationen. 


6. Den ersten Satz erweiterte ich in den Göttinger Nachrichten, Mai 
1871 [hier Abh. XIII, S. 223f.] auf n Dimensionen. Der zweite Satz läßt 
sich auch verallgemeinern und gibt dabei eine Theorie, deren Wich- [540 
tigkeit nicht geringer ist. 

Die konsequente Entwickelung des Dupinschen Theorems, 
wie der beiden Kleinschen Sätze führt darauf, für jeden 
Raum R,„ eine mit n wachsende Anzahl merkwürdiger Ope- 
rationen aufzustellen, welche alle dazu dienen, wenn ım R,„ eine 
M„_, gegeben ist, deren Hauptkonfigurationen die charakteristische 
Gruppierung haben, alsdann im Ry eine My_, derselben Art, wie auch 
die betreffenden Hauptkonfigurationen zu finden. 

Ich muß mich hier auf einige Andeutungen hinsichtlich des Raumes 
R, beschränken; indes hoffe ich, daß, was ich sage, dazu genügen wird, 
den Inhalt der allgemeinen Theorie zu veranschaulichen. 


7. Ebenso?) wie man als Punkt im R, die Kugel des Raumes R, 
wählen kann, so benutze ich mit Herrn Klein die Kugel des Raumes R;: 


1-2 + - ts - rn - +0, 





1) Als Koordinaten der Kugel: 
+ WI + ea + 0 
wende ich, wie gewöhnlich, die Größen &,, &,, 2, x, an. Vergleiche die folgende An- 
merkung. 


2) Herrn Kleins und meine eigenen früheren Arbeiten zeigen, wie ich darauf 
geführt wurde, die Kugel des R,, als Punkt im R,,, einzuführen. Es ist mir später 
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oder, wie man auch sagen kann, den linearen Kugelkomplex als [541 
Punkt im R,. Als Koordinaten habe ich hierbei die Größen &, , 3, &3,; %a, %5 
eingeführt. 

Ein Orthogonalsystem!) im R;: 


Pr 732,02. 0, 10 


wird von einer Schar Mannigfaltiskeiten M, gebildet, unter denen jede 
aus oo* linearen Kugelkomplexen besteht. Ein bestimmter Wert des 
Parameters repräsentiert somit oo? lineare Komplexe ©. Zwei Mannig- 
faltigkeiten A, und A, enthalten oo? gemeinsame lineare Komplexe, deren 
Enveloppenkomplex (1 2) heißen soll. Drei Mannigfaltigkeiten A,, Ag, Ag 
enthalten 002 gemeinsame lineare Komplexe C', deren Enveloppenkomplex 
(123) heißen soll. Hierbei berührt jeder € den Komplex (125) nach 
einer Konfiguration, und zwar nach einer Konfiguration, die einerseits 
kreisförmig?), andererseits eine Hauptkonfiguration ist. Endlich ent- 
halten vier Mannigfaltigkeiten 2,, Ag, Az, A, oo! gemeinsame Komplexe (©, 
deren Enveloppenkomplex von jedem C’ nach einer linearen Kongruenz 
berührt wird, deren sämtliche KonfigurationenHauptkonfigurationen sind. 

In meiner früheren Note habe ich nun bewiesen, daß der Komplex 
(12) jedesmal von einem Komplexe (123) nach einer gemeinsamen [542 
Hauptkongruenz?) berührt wird. Dieses genügt, um die Existenz dreier 
Scharen von Hauptkongruenzen zu beweisen, um ferner dieselben, wie 





mitgeteilt worden, daß die Herren Casey und Cayley den Kreis der Ebene als 
Punkt eines Raumes mit drei Dimensionen angewandt haben, daß ferner Herr 
Darboux in einem noch nicht erschienenen M&moire, das 1868 bei der Pariser Akade- 
mie eingeliefert wurde, die gewöhnliche Kugel als Punkt im R, benutzt hat. Ich be- 
merke ferner, daß Herrn J. A. Serrets Lösung des Problems: ‚‚alle Flächen mit 
sphärischen Krümmungslinien zu finden‘‘, darauf beruht, daß er, wenn auch nur 
implizite, die Kugel als Punkt im R, anwendet. Möglicherweise ist die allgemeine 
Idee zuerst explizite von mir ausgesprochen, oder wenigstens zuerst von mir verwertet 
worden. 

1) Bei den Betrachtungen dieser Note ist es unwesentlich, ob die betreffenden 
Orthogonalsysteme reduktibel oder irreduktibel sind; der Kürze wegen setze ich 
immer den letzten Fall voraus. 

2) Den Durchschnitt zweier Kugeln im R, nennt man einen Kreis; dement- 
sprechend werde ich die Durchschnittskonfiguration von n — 1 Kugeln im R, als 
eine kreisförmige Konfiguratiof bezeichnen. Bei der Ausführung der hier 
angedeuteten Theorien wird es überhaupt vorteilhaft sein, die gemeinsame M,„_, 
von p Kugeln im R, als eine kreisförmige M,_, zu bezeichnen. 

3) Eine jede in einem Komplexe enthaltene Kongruenz, die zweifach von 
Hauptkonfigurationen erzeugt wird, nenne ich eine Hauptkongruenz. Wenn ein 
Komplex drei Scharen Hauptkongruenzen enthält, dann und nur dann kann die 
Darbouxsche Operation angewandt werden. 

18* 
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auch die betreffenden Hauptkonfigurationen ohne weiteres anzugeben. 
(Es läßt sich auch der Satz aussprechen: Die Komplexe (12), (123) 
und (1234) berühren einander nach einer gemeinsamen Hauptkon- 
figuration.) 


8. In ganz ähnlicher Weise findet man (am einfachsten vielleicht 
durch Anwendung einer geometrischen Überlegung), daß auch die Kom- 
plexe (123) und (1234) einander nach einer gemeinsamen Haupt- 
kongruenz berühren. Variiert A,, so findet man eine Schar Hauptkon- 
gruenzen, die (123) zweifach erzeugen, in dem Sinne, daß jede Kugel 
des Komplexes zwei solchen Kongruenzen angehört. Hierbei schneiden 
sich jedesmal zwei Kongruenzen nach einer Hauptkonfiguration, und 
zwar sind es die früher RS Ir kreisförmigen Hauptkonfigurationen, 
dıe wir hier wieder treffen. Außer diesen beiden Scharen Hauptkongruen- 
zen kennen wir noch drei einzelne solche, diejenigen Kongruenzen näm- 
lich, nach denen die Komplexe (12), (13), (23) unseren Komplex be- 
rühren. Dieses genügt, um die Existenz einer dritten kontinuierlichen 
Schar Hauptkongruenzen zu beweisen, um ferner dieselben durch alge- 
braische Operationen zu bestimmen. 


Auf den Komplex (123) läßt sich also die Darbouxsche Operation 
anwenden, und zwar findet man hierdurch im R, ein Orthogonalsystem, 
welches aus zwei Scharen Röhrenflächen in Verbindung mit einer [543 
dritten Flächenschar besteht. Diese letzten Flächen haben, wie wohl zu 
bemerken ist, im allgemeinen nicht kreisförmige Krümmungslinien, und 
wenn man also auf eine solche Fläche die Darbouxsche Operation an- 
wendet, so findet man auf der Kugel oder in der Ebene eine Schar ortho- 
gonaler Kurven, unter denen sich keine Kreise befinden. 


9. Endlich wissen wir schon, daß der Komplex (1234) eine Schar 
linearer Hauptkongruenzen besitzt, deren sämtliche Konfigurationen 
Hauptkonfigurationen sind. Überdies existiert eine zweifach unendliche 
Schar Hauptkonfigurationen, die algebraisch bestimmbar sind. Man 
nimmt dabei seinen Ausgangspunkt darin, daß die Komplexe (1 2), (13), 
(14), (23), (24), (34) unseren Komplex nach je einer gemeinsamen 
Hauptkonfiguration berühren. Die in dieser Weise gefundenen oo? Haupt- 
konfigurationen können in unbegrenzt vielen Weisen in Hauptkongruenzen 
zusammengefaßt werden, weil nämlich in gewissem Sinne jedes Ortho- 
gonalsystem der Ebene eine solche Zusammenordnung gibt. Wendet man 
endlich die Darbouxsche Operation auf den Komplex (1234) an, so 
findet man im R, eine Schar Kugeln, deren orthogonale Trajektorien 
algebraisch bestimmbar sind. 
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10. Ich resumiere das Obenstehende folgendermaßen: 
Ein Orthogonalsystem des Raumes R;: 


F (a, Lg, Lg, Lg, Ip, )) —0 


gibt zu den folgenden Operationen Veranlassung: 


a) Jede Gruppe (4,4) gibt einen Komplex mit drei alge- 
braisch bestimmbaren Scharen Hauptkongruenzen. (Dies [544 
ist die in der früheren Note von mir angegebene Operation.) 
Durch Anwendung der Darbouxschen Operation auf den ge- 
fundenen Komplex erhält man ein Orthogonalsystem im R,. 


b) Jede Gruppe (A,A34;) bestimmt auch einen Komplex 
mit drei Scharen Hauptkongruenzen. Die Darbouxsche Ope- 
ration gibt ein Orthogonalsystem ım A,, welches zwei 
Scharen Röhrenflächen enthält. Die Flächen der dritten 
Schar haben im allgemeinen nicht kreisförmige Krümmungs- 
linien, und also gibt eine neue Anwendung der Darbouxschen 
Operation ein Orthogonalsystem in der Ebene, welches keine 
Kreise enthält. Hiermit ist die Aufstellung zweier neuer und 
allgemeiner Operationen angedeutet. 

ec) Jede Gruppe (A,A5434,) gibt endlich einen Komplex 
mit einfach unendlich vielen linearen (kreisförmigen) Haupt- 
kongruenzen. Die zweifach unendlich vielen Hauptkonfigu- 
rationen, die nicht in diesen Kongruenzen enthalten sind, 
welche im Gegenteil dieselben in gewissem Sinne orthogonal 
schneiden, können in unbegrenzt vielen Weisen zu Haupt- 
kongruenzen zusammengefaßt werden. Die Darbouxsche 
Operation gibt darnach eine Schar von Kugeln im R,, deren 
orthogonale Trajektorien sich algebraisch bestimmen lassen. 


11. Man übersieht nun so ziemlich, wie sich die Sache im R, stellen [545 
wird. Ich beschränke mich darauf, den folgenden Satz auszusprechen, 
wobei jedoch zu bemerken ist, daß derselbe keine Operationen berück- 
sichtigt, die Mannigfaltigkeiten) mit kreisförmigen Hauptkonfigurationen, 
oder kreisförmigen Hauptkongruenzen, und so weiter, ergeben. 

Wenn im R,„ ein Orthogonalsystem F(x,, 4, -- .,%, 4) = 0 
gegeben ist, so bestimmt jede Gruppe (A,A,...A,) im Raume 
R„_-»,ı Mannigfaltigkeiten M„_,, auf welche sich Darbouxs 





1) Bei den Operationen der zweiten Reihe (vgl. $2) sind es eben Mannig- 
faltigkeiten mit kreisförmigen Hauptkongruenzen, kreisförmigen Hauptkomplexen, 
und so weiter, die in gewissem Sinne Operationsmittel sind. 
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Operation anwenden läßt. Im R,„_-, findet man hierdurch 
allgemeine ÖOrthogonalsysteme, das heißt solche, deren 
Mannigfaltigkeiten keine kreisförmigen Hauptkonfigura- 
tionen enthalten. 


$ 2. Neue Operationen, die Ähnliches leisten. 


12. In dem vorangehenden Paragraphen habe ich eine Reihe von 
Operationen aufgestellt, die insofern mit der Darbouxschen einen ge- 
meinsamen Charakter haben, daß etwas im R, gegeben wird und daß 
darnach etwas in einem Raume, dessen Dimensionenzahl geringer ist, 
gefunden wird.!) 

Es ist sehr bemerkenswert, daß ein genaues Studium jener Ope- [546 
rationen und aller dabei auftretenden Gebilde darauf führt, eine neue 
Reihe von Operationen anzugeben. Diese unterscheiden sich dadurch von 
den früheren, daß die gefundenen Mannigfaltigkeiten einem Raume mit 
größerer Dimensionenzahl, als der ursprüngliche besaß, angehören. Ein 
anderer, nicht unwichtiger Unterschied liegt darin, daß die Operationen 
der zweiten Reihe immer Mannigfaltigkeiten geben, deren Hauptkon- 
figurationen ein reduktibles System bilden. 


13. Der gemeinsame Charakter dieser neuen Operationen wird, wenn 
nicht erklärt, doch jedenfalls angedeutet, wenn ich sage, daß jedes 
Orthogonalsystem: F(z,,&g---,&%,4) =0 oder korrekter eine 
jede Gruppe Mannigfaltigkeiten (A),/2...4,) eines solchen 
Systems mir eine allgemeine Operation gibt, die, wenn sie 
auf Mannigfaltigkeiten M,_,s angewandt wird, welche Ortho- 
sonalsystemen im R,_ı angehören können, alsdann neue 
Mannigfaltigkeiten M,„_s bestimmt, auf welche sich Dar- 
bouxs Operation anwenden läßt. 

Klarer ist vielleicht das Folgende. Bei einer Operation der ersten 
Reihe wird nur ein Orthogonalsystem oder eigentlich nur eine Mannig- 
faltigkeit desselben als bekannt vorausgesetzt. Bei einer Operation der 
zweiten Reihe müssen zwei Mannigfaltigkeiten M„_, und M,_, gegeben 
sein. Hierbei repräsentiert gewissermaßen M,„_ı diejenige 
Operation, die auf M,_, angewandt wird. 





1) Hinsichtlich aller Operationen, die ich bisher betrachtet habe, gilt ein merk- 
würdiger Satz, der sich, wenn auch in etwas unbestimmter Form, folgendermaßen 
aussprechen läßt: 

Wenn dieselbe Operation auf zwei Mannigfaltigkeiten mit demselben sphärischen 
Bilde angewandt wird, so erhält man zwei neue solche Mannigfaltigkeiten. 

Bei einer anderen Gelegenheit hoffe ich, hierauf näher eingehen zu können. 
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14. Um das Verständnis zu erleichtern, entwickele ich zuerst [547 
eine bekannte einfache Theorie unter einem bestimmten Gesichtspunkte, 
der sich darnach auf den R, erweitern läßt. Ich bemerke, daß ich unter 
den Operationen der zweiten Reihe nur die erste und auch diese nur für 
R, und R, betrachte. 

Es sei denn gegeben im R, eine kontinuierliche Schar Kugeln S,, 
Ss: ., 8, mit ihren orthogonalen Trajektorien (und hierbei kann man 
sich daran erinnern, daß ich in dem ersten Paragraphen eine allgemeine 
Operation angegeben habe, um in einem beliebigen Raume R,„ Kugel- 
scharen mit algebraisch bestimmbaren Trajektorien aufzufinden). Auf 
zwei Kugeln S, und S, betrachte ich solche Punkte als entsprechend, 
welche auf derselben Trajektorie liegen. 

Es ist bekannt, daß hierdurch eine konforme Abbildung der beiden 
Kugeln bestimmt wird. Diese einfache Bemerkung, die sich auf den R, 
erweitern und die sich noch in anderem Sinne verallgemeinern läßt, ist 
das eigentliche Fundamentalprinzip meiner ganzen Note, wenn dies auch 
in meiner jetzigen Darstellung nicht ersichtlich ist. 


15. Ich betrachte nun auf S, eine beliebige Kurve s, und zugleich 
auf allen S die in dem eben angedeuteten Sinne zugeordneten Kurven s, 
deren Inbegriff eine Fläche F bildet. Auf derselben sind die s Krüm- 
mungslinien des einen Systems, während die in der Fläche enthaltenen 
Trajektorien Krümmungslinien des zweiten Systems sind. Gibt man 
auf S, eine Schar orthogonaler Kurven s,, so bilden bekanntlich die 
zugehörigen Flächen F in Verbindung mit allen S ein System ortho- 
gonaler Flächen. Diese Bemerkung, die vorläufig nicht in Be- [548 
tracht kommt, ist bei der Erweiterung auf den R,„ von fundamentaler 
Bedeutung. 


16. Wendet man die Darbouxsche Operation auf eine beliebige 
Fläche F an, so erhält man in der Ebene R, eine zerfallende Schar ortho- 
gonaler Kurven. Hierbei ist es bemerkenswert, daß man immer s, ın 
solcher Weise wählen kann, daß das gefundene Orthogonalsystem eine 
beliebige Kurve k enthält. Zu diesem Zwecke braucht man nur die Ebene 
R, und die Kurve k durch eine konforme Transformation des Raumes R, 
in die Kugel S, und eine Kurve o derselben überzuführen. Man sucht als- 
dann auf S, die der Kurve o entsprechende reziproke Polare hinsichtlich 
des unendlich weit entfernten imaginären Kreises und wählt dieselbe als 
Kurve s,; alsdann wird das Verlangte geleistet. 

Wie sich dies auf den R,„ erweitert, wird aus den folgenden Andeu- 
tungen hinsichtlich des R, hervorgehen. 
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17. Ich wähle eine kontinuierliche Schar linearer Komplexe S,, S} ,..., 
S;,., das heißt, Kugeln des Raumes R,, und betrachte in S, eine Schar 
Kongruenzen s,, die ein Orthogonalsystem in diesem linearen Komplexe 
bilden. Diese Kongruenzen bestimmen ganz wie früher eine Schar von 
Komplexen F, die in Verbindung mit den linearen Komplexen $ ein 
Orthogonalsystem im R, bilden. Es folgt hieraus, daß sich die Darboux- 
sche Operation auf einen jeden Komplex F anwenden läßt. 

Dieses vorausgesetzt, kann man, wenn im R, als Operationsmittel 
eine Schar linearer Komplexe S,,...,S„ mit ihren Trajektorien ge- 
geben ist, in folgender Weise im R, ein Orthogonalsystem finden, [549 
welches eine beliebige Fläche k enthält. 

Durch eine konforme Punkttransformation des R, führt man R, und 
k in S, und in eine Kongruenz o derselben über. Aus o erhält man durch 
eine Operation, die der früher angewandten nachgebildet ist, eine Kon- 
gruenz, die als s, gewählt wird. Auf den dieser Kongruenz entsprechenden 
Komplex F wende ich die Darbouxsche Operation an mit Benutzung 
von S, als Bildkugel im R,. Eine konforme Transformation des R, (die 
inverse der früher angewandten) führt endlich S, und das gefundene 
Orthogonalsystem dieses Komplexes über in den R, und in ein System 
orthogonaler Flächen, unter denen sich k befindet. 


18. Nicht unwichtig ist auch die folgende Bemerkung, die sich leicht 
verifizieren läßt. In dem eben gefundenen Orthogonalsysteme kann eine 
jede Fläche der einen Schar erhalten werden, indem man auf k eine 
passend gewählte lineare Kugeltransformation anwendet.!) 


19. Zur Erklärung meiner früheren Behauptung, daß bei einer Ope- 
ration der zweiten Reihe eine gewisse Mannigfaltigkeit M„_, das Ope- 
rationsmittel gibt, während die Operation selbst auf eine andere Mannig- 
faltigkeit angewandt wird, resumiere ich das Obenstehende in folgender 
Weise: 

Wenn im R,„ ein Orthogonalsystem und eine Mannig- 
faltigkeit desselben gegeben ist, so suche man zunächst [550 
nach den Methoden des ersten Paragraphen im R,_, eine 
Schar von Kugeln $,....,S„, deren Trajektorien sich alge- 
braisch bestimmen lassen. Kennt man nun im R,„-s eine be- 





1) Als lineare Kugeltransformationen bezeichne ich alle Kugeltransformationen, 
bei denen Berührung eine invariante Beziehung ist. Diese Transformationen sind, 
wie ich an anderem Ort bewiesen habe, die allgemeinsten Umformungen, bei denen 
Krümmungskurven kovariante Gebilde sind. Sie entsprechen in gewissem Sinne 
den gewöhnlichen linearen Transformationen des Raumes und hängen wie dieselben 
von fünfzehn Konstanten ab. 
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liebige M„_s, die einem Orthogonalsysteme angehören kann, 
so führe man R,„_, und M,„_; durch eine konforme Punkt- 
transformation des R,„_-ı in 8, und in eine Mannigfaltigkeit 
M„-s derselben über. Man findet darnach im R,„_, eine Man- 
etaltigkeit M„_-s, auf welche Darbouxs RIO ange- 
wandt werden kann. 

Es ist übrigens in diesem Falle wohl möglich, das betreffende Ope- 
rationsmittel, das heißt eine Schar von Kugeln mit bekannten Trajek- 
torien, auch in anderer Weise zu finden. Dagegen scheint es bei den übrigen 
Operationen der zweiten Reihe notwendig zu sein, zuerst ein Orthogonal- 
system oder eine Mannigfaltigkeit desselben zu kennen. 


20. Hier mögen [noch] die folgenden Bemerkungen ihren Platz finden: 


a) Bemerkt man, daß eine Kugelschar im R,„,, vonn + 2 arbiträren 
Funktionen abhängt, so kann man behaupten, daß, wenn im R, eine M,„_; 
gegeben ist, die einem Orthogonalsysteme angehören kann, ein allgemeine- 
res Orthogonalsystem existiert, welches jene Mannigfaltigkeit M,„_, ent- 
hält, und dessen Gleichung von n + 2 willkürlichen Funktionen abhängt. 


 b) Wenn man im R, eine Schar von Kugeln und ihre Trajektorien [551 
kennt, und diese Kugeln p gegebene Kugeln unter konstantem Winkel 
schneiden, so findet man im R,.;. die Trajektorien einer Schar von Kugeln, 
die p+ 1 gegebene Kugeln unter konstantem Winkel schneiden. Beispiels- 
weise ist die Aufgabe: die Trajektorien einer Schar von Kreisen in der 
Ebene zu bestimmen, damit äquivalent: im Raume die Trajektorien einer 
Schar von Kugeln, die einem linearen Komplexe angehören, zu finden. 


e) Die Bestimmung der Trajektorien einer Kugelschar im R, ist 
damit äquivalent, im R,_, alle M„_, zu finden, die eine Schar von Kugeln 
unter konstantem Winkel schneiden.!) Beispielsweise kommt die allge- 
meine Bestimmung der Trajektorien einer Kugelschar im R, darauf hinaus, 
in der Ebene alle Kurven zu finden, die alle Kreise einer gegebenen Schar 
unter konstantem Winkel schneiden. | 


$ 3. Orthogonalsysteme und gewisse infinitesimale Transformationen. 


21. Die sehr wichtigen Ergebnisse des zweiten Paragraphen werden 
hoffentlich durch die folgenden Betrachtungen, die sich unter jene Theo- 
rien subsumieren, wenn sie gleich hier eine selbständige und einfachere 
Darstellung erhalten haben, in ein helleres Licht treten. 





1) Für den Fall n = 4 liegt dieser Satz implizite in J. A. Serrets Behandlung 
des Problems: alle Flächen anzugeben, deren Krümmungslinien des einen Systems 
sphärisch sind. 
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22. Man weiß, daß zwei unendlich nahe Flächen im allgemeinen nicht 
demselben Orthogonalsysteme angehören können. Dazu ist erforderlich 
und zugleich hinreichend, daß, wenn man auf der einen Fläche eine 
Krümmungslinie wählt und die entsprechenden Normalen konstruiert, [552 
daß dann dieselben jedesmal die zweite Fläche in den Punkten einer 
Krümmunsgslinie treffen. 

Offenbar stehen zwei Parallelflächen in dieser Beziehung. Indes, und 
dies ist keineswegs eine neue Bemerkung, wenn sie auch nicht hinreichend 
verwertet worden ist: eine infinitesimale Paralleltransformation 
(Dilatation) ist nicht die einzige Operation, die eine be- 
liebige Fläche in eine benachbarte überführt, die mit der 
gegebenen demselben Orthogonalsysteme angehören kann. 
In der Tat, es bezeichne r eine beliebig gewählte Transformation durch 
reziproke Radien, ferner dp eine infinitesimale Paralleltransformation, 
alsdann ist: 


(rdpr) 
das Symbol einer Operation von der besprochenen Art.!) 


23. Führt man nun diese Operation auf eine Fläche F', aus, so erhält 
man eine Fläche F,, die durch wiederholte Anwendung derselben Ope- 
ration in F, übergeht. Indem man in dieser Weise kontinuierlich fortfährt, 
erhält man eine Flächenschar: F,,F},-..,f„; die einem Orthogonal- 
systeme angehören kann. 

Ist insbesondere F', eine Kugel, so erhält man eine Schar von Kugeln, 
die einen gemeinsamen Kreis enthalten. Wir werden später finden, daß 
jede einfach unendliche Kugelschar eine Operation mit einem Parameter 
repräsentiert, und zwar eine, die, wenn sie auf eine beliebige Fläche ange- 
wandt wird, alsdann eine Schar von Flächen gibt, welche einem [553 
Orthogonalsysteme angehören können. 


24. In die eben gegebene Konstruktion führt man in folgender Weise 
arbiträre Elemente ein. Es bezeichne r,,r,,...,r„ eine kontinuierliche 
Schar von Transformationen durch reziproke Radien, die sich auf ver- 
schiedene Fundamentalsphären beziehen. Ich betrachte die infinitesi- 
malen Operationen: 


do, = (n dp, nr), dos = (r, dpa r3), - - -, d0Om = (fm ADm r.), 





1) In gewissem Sinne ist (r dp r) die allgemeinste infinitesimale Operation, die 
eine beliebige Fläche in eine benachbarte überführt, die demselben Orthogonal- 
systeme wie die ursprüngliche angehören kann. 
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wie auch die durch Zusammensetzung derselben hervorgehende endliche 
Operation 0,. 

Dies ist folgendermaßen zu verstehen. Führt do, eine Fläche F, in F, 
über, ferner do, F, in F,, und so weiter, so ist o„ eine Operation, die F\, 
in F, transformiert. Es ist hierbei zu bemerken, daß unsere elementaren 
Operationen und demzufolge auch die endliche Operation o, lineare 
Kugeltransformationen sind, und also hängt o, nur von fünfzehn unbe- 
kannten Konstanten ab. 


25. Wir werden die Konstanten einer jeden Transformation r, das 
heißt, die vier Kugelkoordinaten der betreffenden Fundamentalsphäre, 
als gegebene Funktion von p betrachten, und hierbei soll p eine Größe 
sein, deren Differential dp wie früher Symbol einer infinitesimalen Par- 
alleltransformation ist. 

Es ist alsdann auch die endliche Operation o,,, oder, wie wir präziser 
sagen werden, es sind die fünfzehn Konstanten dieser Transformation 
Funktionen von p, und zwar genügen dieselben, wie man leicht findet, 
fünfzehn simultanen Differentialgleichungen erster Ordnung, die unter 
den gemachten Voraussetzungen aufgestellt werden können. 


26. Es ist merkwürdig, daß dieses simultane System vollständig [554 
integriert werden kann. In der Tat, es wäre nicht schwer, zu beweisen, 
daß die Theorien des zweiten Paragraphen, insofern sie sich auf die erste 
Operation der zweiten Reihe beziehen, eben diese Integration leisten. Hier 
beschränke ich mich indes auf einen besonderen, wenn auch sehr allge- 
meinen Fall, der durch einfachere Mittel erledigt werden kann. 

Ich bemerke zunächst, daß, wenn man eine kontinuier- 
liche Schar von Flächen F,, F,,..., fm kennt, unter denen 
jede aus der benachbarten durch eine Transformation (rdpr) 
hervorgeht, so kann man im allgemeinen eine solche Ope- 
ration mit einem Parameter angeben, daß, wenn man die- 
selbe auf eine beliebige Fläche anwendet, man eine Schar 
von Flächen erhält, die einem Orthogonalsysteme angehören 
können. 

Dieses liegt daran, daß, wenn do die infinitesimale Operation (r dp r) 
ist, welche jedesmal F in die benachbarte Fläche überführt, so ist o eine 
lineare Kugeltransformation, die F, in solcher Weise in F überführt, daß 
solche Punkte der beiden Flächen zur Deckung kommen, welche durch 
die orthogonalen Trajektorien unserer Flächenschar einander zugeordnet 
sind. Wenn es nun, wie im allgemeinen der Fall sein wird, überhaupt nur 
eine lineare Kugeltransformation gibt, welche F, in F überführt, so muß 
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diese Operation, die ohne Integration angegeben werden kann, eben o 
sein, und damit ist meine Behauptung, wie man ohne Schwierigkeit er- 
kennt, erwiesen, 


27. Nun ist es sehr leicht, eine Schar von Flächen anzugeben, [555 
unter denen jede aus der benachbarten durch eine Transformation (r dp r) 
hervorgeht. Das ist ja der Fall mit einer jeden Kugelschar S,, S1; - - -, Sm- 
Dieses Beispiel unterscheidet sich indes in zwei wichtigen Punkten von 
dem allgemeinen Falle. 

Einerseits kann S, in unbegrenzt vielen Weisen durch eine lineare 
Kugeltransformation in S übergeführt werden, und nicht blos so, daß 
die durch die Trajektorien einander zugeordneten Punkte zur Deckung 
kommen; hieraus folgt, daß es, um die anfänglich besprochene Opera- 
tion o zu finden, notwendig sein wird, die Trajektorien der Kugelschar zu 
kennen. Dies ist indes bekanntlich möglich. 

Wenn man nun aber auch die Forderung hinzufügt, daß unsere Ope- 
ration o die Kugel S, in solcher Weise in S überführen soll, daß entspre- 
chende Punkte zusammenfallen, so gibt es doch unter allen o0!? linearen 
Kugeltransformationen oo!, welche das Verlangte leisten. Unsere früheren 
Betrachtungen geben also in diesem Falle nur 14 Integralgleichungen des 
simultanen Systems, welches o bestimmt. Diese Schwierigkeit, die ihre 
natürliche Ursache darin hat, daß es einfach unendlich viele Transfor- 
mationen (r dp r) gibt, welches jedesmal S in die benachbarte Kugel über- 
führen, überwinde ich dadurch, daß ich unter den oo®? linearen Kugeltrans- 
formationen nur oo! betrachte, solche nämlich, die einen gewissen linearen 
Kugelkomplex in sich überführen, welche daher in dem Sinne ein geschlos- 
senes System bilden!), daß zwei Transformationen des Systems sich [556 
immer zu einer Transformation des Systems zusammensetzen lassen. 


28. Man wähle nämlich eine beliebige Ebene E und beschränke sich 
auf Transformationen, welche den Inbegriff aller Kugeln, deren Zentra 
in E liegen, in sich überführen.?) In diese Kategorie gehören erstens alle 
Transformationen durch reziproke Radien o, deren Fundamentalsphären 
dem besprochenen linearen Kugelkomplexe angehören, ferner alle Par- 
alleltransformationen, endlich alle elementaren Transformationen: 


(odpo), 


1) Vgl. die Abhandlung: Über vertauschbare lineare Transformationen ..., 
von Klein und Lie, Math. Ann. Bd. IV. [Hier Abh. XIV.] 

2) Dagegen dürfen die Sphären S nicht der Beschränkung unterworfen sein, 
daß ihre Zentra in E liegen. In diesem Falle würde nämlich eine neue Schwierigkeit 
eintreten, die sich freilich sehr leicht erledigen ließe. 
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wie auch alle durch Zusammensetzung solcher Operationen entstandenen 
endlichen Transformationen. 

Nun gibt es immer eine, und zwar eine bestimmte Operation 
(o dp o), die S in die benachbarte Kugel überführt. Es folgt hieraus, daß 
die durch Zusammensetzung der elementaren Transformationen (odp o) 
entstandene endliche Operation o, die S, in S in der mehrmals besproche- 
nen Weise überführt, ohne Integration angegeben werden kann, voraus- 
gesetzt, daß die Trajektorien der Kugelschar bekannt sind. 


29. Wenn man die Trajektorien einer Kugelschar kennt, 
so kann man mit Zugrundelegung einer beliebigen Ebene 
eine Operation mit einem Parameter angeben, und zwar 
eine solche, daß, wenn man sie auf eine beliebige Fläche an- 
wendet, man eine Flächenschar erhält, die einem ÖOrtho- 
gonalsysteme angehören kann. Um die konjugierten. [557 
Flächenscharen zu finden, genügt es, die Krümmungslinien 
der ursprünglichen Fläche zu kennen. 


XVII. 


Synthetischanalytische Untersuchungen über [157 
Minimalflächen. 


I. Über reelle algebraische Minimalflächen. 
Von Sophus Lie. 


Arch. for Math. Bd, II, Heft 2, S. 157—198. Kristiania, Mai 1877. 


Durch synthetischanalytische Betrachtungen ist es mir gelungen, 
die Theorie der Minimalflächen nach verschiedenen Richtungen zu fördern, 
wie ich teilweise schon 1872 angedeutet habe. Ich werde versuchen, suk- 
zessiv in einigen kurzgefaßten Noten ein Resume von diesen meinen 
Untersuchungen zu geben. 


1. In dieser ersten Note behandle ich unter anderem die Frage nach 
der reellen algebraischen Minimalfläche von der niedrigsten Ordnung und 
der niedrigsten Klasse. Ich beweise, daß die bekannte Minimalfläche von 
der neunten Ordnung und der sechsten Klasse wirklich, wie wohl von 
mehreren Seiten vermutet worden war, die niedrigste Ordnung und zu- 
gleich die niedrigste Klasse besitzt, dabei selbstverständlich vorausgesetzt, 
daß man von der Ebene absieht. Die allgemeinen Resultate, die ich er- 
halte, erlauben insbesondere, alle reellen algebraischen Minimalflächen 
anzugeben, deren Ordnung und Klasse respektive die Zahlen 16 und 19 
nicht übersteigen. 


2. In einer zweiten Note, die ım nächsten Hefte dieser Zeitschrift 
erscheinen wird, erörtere ich näher einen schon früher von mir ange- [158 
gebenen Zusammenhang zwischen der Theorie der Minimalflächen und 
der Theorie des bekannten Linienkomplexes, dessen Gerade ein (wirk- 
liches oder ausgeartetes) Tetraeder nach konstantem Doppelverhältnisse 
schneiden. Dieser Zusammenhang, der durch eine Transformation, die 
keine andere Transzendenten als Logarithmen enthält, vermittelt wird, 
führt auf eine ausgedehnte Kategorie von periodischen Minimal- 
flächen, deren Gleichung jedesmal keine anderen Transzendenten als ge- 
wisse Exponentialgrößen enthält. Ich nenne dabei eine Fläche periodisch, 
wenn sie durch eine gewisse endliche Translationsbewegung in sich selbst 
übergeführt wird. | 
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3. In einer dritten Note bestimme ich alle Flächen, die zuunendlich 
vielen (reellen oder imaginären) Kegelschnitten in solcher Beziehung 
stehen, daß eine jede lineare Punkttransformation, welche einen solchen . 
Kegelschnitt in den imaginären Kugelkreis überführt, gleichzeitig die 
Fläche in eine Minimalfläche umwandelt. Hier findet man beispielsweise 
die Schraubenfläche, andererseits auch die Cayleysche Linienfläche 
dritter Ordnung und dritter Klasse, welche letztere jedoch immer ima- 
ginär ist. Die Ebene ist die einzige reelle algebraische Minimalfläche, 
welche die betreffende Eigenschaft besitzt. 


4. Endlich in einer vierten Note gebe ich eine eingehende Diskussion 
der Transformationsgruppe der partiellen Differentialgleichung der Mini- 
malflächen. Diese Untersuchungen subsumieren sich unter umfassende 
Untersuchungen, die ich über die Transformationsgruppen der allge- 
meinen Gleichung: 


rtt—®2+Ar-+Bs+Ct+D=0, 


und insbesondere über diejenigen Gleichungen dieser Form, die im ge- 
wöhnlichen Sinne des Wortes linear sind, angestellt habe. Die Differential- 
gleichung der Minimalflächen nimmt bei diesen allgemeinen Unter- 
suchungen eine ausgezeichnete Stelle ein. Ihre Transformations- [159 
theorie gibt mehrere schöne Resultate, die insbesondere, wenn man sie 
für den Tetraederkomplex verwertet, bemerkenswert sind. 


81. Integration einer Klasse partieller Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 


5. Es gibt eine Kategorie partieller Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, die zu der Theorie der Linienkomplexe in einer genauen Be- 
ziehung steht. 

Sei in der Tat ein beliebiger Linienkomplex gegeben. Ich suche die 
allgemeinste Fläche, deren Haupttangenten in jedem Punkte harmonische 
Lage haben hinsichtlich zweier Tangenten, die dem Komplexe angehören. 
Alle diese Flächen genügen, wie man ohne weiteres einsieht, einer Glei- 
chung von der Form: 

Rr+Ss+Tt=0, 


wo R, $ und T gewisse Funktionen von 2, &, y, p, q sind. Die Develop- 
pablen des Komplexes bilden ein singuläres Integral erster Ordnung. 


6. Es gibt drei Fälle, in denen ich das allgemeine Integral einer solchen 
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung aufstellen kann. 
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Der eine Fall entspricht dem bekannten Linienkomplexe, dessen 
Gerade ein wirkliches oder ausgeartetes Tetraeder nach konstantem 
Doppelverhältnisse schneiden.t) 

Der zweite Fall, den ich in diesem Paragraphen erledige, ent- [160 
spricht einem jeden Linienkomplexe, dessen Gerade dadurch definiert 
sind, daß sie eine gegebene ebene Kurve schneiden. Ist diese ebene Kurve 
insbesondere der imaginäre Kugelkreis, so erhält man die Differential- 
gleichung der Minimalflächen. 

Der dritte Fall endlich entspricht einem Komplexe zweiten Grades, 
der in zwei in Involution liegende lineare Komplexe, unter denen jeden- 
falls der eine ein spezieller Komplex ist, zerfallen ist. 


7. Ich wende mich zur Betrachtung aller Linienkomplexe, die da- 
durch charakterisiert sind, daß sie eine vorgelegte ebene Kurve C schnei- 
den. Um die Sprache zu erleichtern, setze ich voraus, daß sich die be- 
treffende ebene Kurve in der unendlich entfernten Ebene befindet. 

Um in allgemeinster Weise eine Kurve zu finden, deren Tangenten 
diesem Komplexe angehören, suche ich die Gleichung der Kurve C in 
Ebenenkoordinaten t, u, v. Sei: 


ft, u,v) =0 

diese Gleichung. Füge ich sodann eine arbiträre Gleichung: 
o(t,u,v) = 0 

hinzu, so bestimmen die Gleichungen: 
1=0. 0-0 


offenbar die allgemeinste Developpable, die © enthält. Die Rückkehr- 
 kante dieser Developpabelen wird nach Monge von Geraden unseres 
Komplexes umhüllt. 





1) Ist das Tetraeder nicht ausgeartet, so sind die Integralflächen der betreffen- 
den Gleichung definiert durch die Gleichungen: 


logx — 4: ne 4 R nr, 


_(FoOd D(p)dp 
og y— D-+f ee, 
Ua , 2 MDRT. 
ce+f e+p 


Man findet leicht die Haupttangentenkurven dieser Flächen, auch dann, wenn das 
Tetraeder ausgeartet ist. 








log = 
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Ist die Kurve © insbesondere algebraisch, so ist auch f = eine al- 
gebraische Relation. In diesem Falle gibt es offenbar beliebig viele al- 
gebraische Komplexkurven, die man sämtlich findet, indem man 9 [161 
als eine arbiträre algebraische Funktion von t, u, v wählt. 


8. Die Gleichungen einer jeden Komplexkurve lassen sich auf die 


Form: 
BAU, VB, 2=Ct) 


bringen, wo t einen Parameter bezeichnet. Führe ich auf diese Kurve 
eine beliebige Translationsbewegung aus, so erhalte ich offenbar wiederum 
eine Komplexkurve, die durch die Gleichungen: 


z=All) +0, 
y=Bi)+b, 
z2=0Cf(l) +c 


mit den Parametern a, b, ce definiert wird. 


Seien jetzt: 
= Ad), y=Bıd), 2=C, (m) 


die Gleichungen einer beliebigen anderen Komplexkurve. Ich bilde die 
Gleichungen: 


l) 2=4AM)+AlM, y=B)+B@), 2=C) +C,@), 


die offenbar eine Fläche bestimmen. Diese Fläche enthält zwei Scharen 
Komplexkurven; man erhält die Kurven der einen Schar, indem man in 
(1) dem Parameter r sukzessiv verschiedene konstante Werte beilegt. 
Ebenso erhält man die Kurven der zweiten Schar, indem man sukzessiv 
dem Parameter t verschiedene konstante Werte beilegt.!) 

Unsere Fläche läßt sich in zwei Weisen durch Trans- [162 
lationsbewegung einer Komplexkurve beschreiben. Hierbei 
beschreibt jeder Punkt der beweglichen Komplexkurve eine 
Kurve der zweiten Schar. 


9. Ich behaupte nun, daß unsere Fläche der früher besprochenen 
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung genügt. Um dies zu be- 





1) Setzt man in (1)t =[1r, so erhält man einfach unendlich viele Punkte 
der Fläche, welche wiederum eine Komplexkurve bilden. Dieselbe wird von den 
früher besprochenen Komplexkurven umhüllt. Sie ist eine Rückkehrkante der 
Fläche. Ist die Ordnung der Kurve © größer als 2, so existieren [auf der Fläche] noch 
weitere Komplexkurven, die wir indes nicht berücksichtigen. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 19 
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weisen, betrachte ich wiederum die früher besprochene bewegliche Kom- 
plexkurve k, einen Punkt p derselben und die zugehörige Tangente t. 
Indem k die Fläche, und p eine Komplexkurve c der zweiten Schar be- 
schreibt, nimmt t, die fortwährend die Fläche berührt, einfach unendlich 
viele parallele Lagen ein. Der Inbegriff dieser Lagen bildet einen der 
Fläche umschriebenen Zylinder. Diesen Zylinder kann ich als einen Tan- 
gentenkegel mit unendlich entfernter Spitze bezeichnen. Bemerkt man, 
daß die Spitze dieses Kegels auf der unendlich entfernten Kurve © ge- 
legen ist, so erhält man den Satz: 

Die Developpable, die unsere Fläche längs einer Kom- 
plexkurve berührt, ist ein Kegel, dessen Spitze auf C liegt. 

Erinnert man sich nun an den Mongeschen Satz, daß jede Gerade 
eines Tangentenkegels und die zugehörige Tangente der Berührungs- 
kurve konjugierte Gerade im Dupinschen Sinne sind, so erkennt man, 
daß die Fläche (1) wirklich unserer partiellen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung genügt, da nämlich unsere beiden konjugierten Geraden Kom- 
plexlinien sind. 

Und da die Gleichungen der Komplexkurve k und ebenso die Glei- 
chungen der Kurve c je eine arbiträre Funktion enthalten, so bestimmen 
die Gleichungen (1) das allgemeine Integral mit zwei arbiträren Funk- 
tionen von unserer partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung. [163 

Ein singuläres Integral bilden, wie schon gesagt, die Developpablen 
des Linienkomplexes. 


10. Ist eine Integralfläche (1) algebraisch, so müssen sämtliche Tan- 
gentenkegel derselben, wie auch reduktible Teile solcher Kegel algebraisch 
sein. Insbesondere sind daher die früher besprochenen Kegel, die längs 
Komplexkurven berühren, algebraisch. Also sind auch die beiden Scharen 
Komplexkurven algebraisch. Umgekehrt ist klar, daß Flächen (1), deren 
Komplexkurven algebraisch sind, selbst algebraisch sind. Also: 

Soll eine Integralfläche (1) algebraisch sein, so ist hierzu 
notwendig und hinreichend, daß die beiden Scharen von 
Komplexkurven algebraisch sind.) 


11. Eine besondere Klasse Integralflächen wird durch die Gleichungen: 
z=All) +4A(rt), y=Bl\ + B(rd), 2=0M +Ch) 


bestimmt. Auf diesen Flächen bilden die beiden Scharen Komplexkurven 





1) Hier möge noch angeführt sein, daß die Schnittkurve einer algebraischen 
Integralfläche mit der unendlich entfernten Ebene nur aus geraden Linien besteht. 
Für den speziellen Fall, daß die Flächen Minimalfiächen sind, komme ich später auf 
diesen Satz zurück. 
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eine irreduktible Schar, welche die betreffende Fläche zweifach 
bedeckt. 


12. Die obenstehenden Entwickelungen bleiben noch gültig, wenn die 
Kurve © in zwei Kurven, die jedoch in einer gemeinsamen Ebene liegen 
müssen, zerfallen ist. In diesem Falle haben aber die Komplexkurven 
einer Integralfläche im allgemeinen keine Umhüllungskurve. 


$ 2. Über reelle Integralflächen. [164 


13. Ich verlange nun insbesondere, daß unsere partielle Differential- 
gleichung zweiter Ordnung reelle Integralflächen haben soll, die keine 
Ebenen sind. 

Es gibt einen sehr ausgedehnten Fall, in dem diese Forderung erfüllt 
ist. Bezeichne ich mit A, u, » die Richtungskoeffizienten einer Geraden 


und mit: 
IA, u») = 0 


die Gleichung, die unseren Linienkomplex bestimmt, so werde ich an- 
nehmen, daß f eine reelle Funktion der Größen A, u, » ist. In diesem 
Falle werde ich zeigen, daß es reelle Integralflächen mit arbiträren Funk- 
tionen gibt.!) | 

14. Betrachtet man A, u, v als homogene Koordinaten eines Punktes 
der unendlich entfernten Ebene, so bestimmt die Gleichung: f =0 die 
ebene Kurve (©. Ist C eine reelle Kurve, so ist f eine reelle Funktion; da- 
gegen kann f sehr gut eine reelle Funktion sein, ohne daß gleichzeitig C 
reell ist.?2) So zum Beispiel bestimmt die Gleichung: 


re HP —=0 


den imaginären Kugelkreis, dessen sämtliche Punkte imaginär sind; und 
doch gibt es in diesem Falle reelle Integralflächen. Ebenso bestimmt zum 
Beispiel die Gleichung: 

“+ u+vt!=0 


eine rein imaginäre Kurve; und doch hat die betreffende partielle Diffe- 
rentialgleichung reelle Integralflächen. 

Ist nämlich f eine reelle Funktion, so sind die Punkte der entsprechen- 
den Kurve C paarweise konjugiert imaginär. Folglich ist die konju- [165 





1) Umgekehrt ließe sich zeigen, daß reelle Integralflächen im allgemeinen nur 
auftreten, wenn f eine reelle Funktion von 4, u, » ist. 

2) Im folgenden sehen wir von dem einfachen Falle ab, daß nicht allein f 
sondern auch © reell ist. 


19* 
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gierte Kurve einer beliebigen Komplexkurve wiederum eine Komplex- 
kurve. Sind: 


2 = Al, vBll),:2= CH) 


die Gleichungen einer Komplexkurve, und bezeichne ich überhaupt mit 
D(t) und D,(t) konjugierte Funktionen, so bestimmen die Gleichungen: 


=A,r), y=B,(m), 2=GC,(r) 


eine Komplexkurve, die zu der ursprünglichen konjugiert ist. Die Inte- 
gralfläche: 


2) z=4l)+Al, y-Bi+Be), z=C)+ Cl) 


enthält in diesem Falle offenbar zweifach unendlich viele reelle Punkte 
und ist somit reell. 


15. Umgekehrt läßt sich zeigen, daß die Gleichungen (2) die allge- 
meinste reelle Integralfläche bestimmen. 

Hierzu mache ich die folgenden Überlegungen. Ich nehme eine be- 
liebige reelle Fläche, die keine Integralfläche zu sein braucht. Dieselbe 
wird mehrfach von Komplexkurven bedeckt, und nach dem Vorangehen- 
den ist klar, daß sich diese Kurven paarweise als zu einander konjugiert 
zusammenordnen lassen. Insbesondere sind die durch einen beliebigen 
reellen Punkt p der Fläche gehenden Komplexkurven paarweise zu ein- 
ander konjugiert; wobei jedoch zu bemerken ist, daß es denkbar ist, daß 
eine Komplexkurve zu sich selbst konjugiert ist. Wir werden zeigen, daß 
ein durch p gehender Zweig unserer Komplexkurve im allgemeinen nicht 
zu sich selbst konjugiert sein kann. 

Wäre nämlich dies der Fall, so seien x, y, 2 die Koordinaten des [166 
betreffenden reellen Punktes p; es seien ferner: 


z+de +idE, y+dy-+idn, z2+d2e +id 


die Koordinaten eines benachbarten -Punktes des betreffenden Zweiges. 
Alsdann beständen drei Relationen von der Form: 


de +idE = (a+oi)(de —idE), 
dy+idn=(a-+ai)(dy —idn), 
dz +idl =(a+ai) (de —id?). 


Setzte man hier: 
de +ide =re!, dy+idn=oer!, de+idt = Ref‘, 


ah at ed, 
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so käme: 
re! = Are ®Mi, get! Ape®Mi, Reft= AReMi, 
woraus: 
Au ehe o B-B.E 
und also: 


Also käme: 
; i ; li 

ee ei 

woraus: 
dz+idE dy-+idn _dz-+id} 
ir 0 ne R | 

folgen würde. Da nun unsere Kurve eine Komplexkurve ist, besteht [167 
die Gleichung: 


fax +id&, dy+idn, de +idl)=0, 


woraus, da f homogen ist: 


IB. 
Nun aber haben wir vorausgesetzt, daß die Gleichung: 
fa, u») = 0 


nur durch eine diskrete Anzahl reeller Wertsysteme 4, u, v befriedigt 
sein soll. Demzufolge tritt unsere ursprüngliche Voraussetzung, daß eine 
durch p gehende Komplexkurve sich selbst konjugiert wäre, nur. ein, 
wenn unsere Komplexkurve eine reelle Gerade ist. Dies gibt den Satz: 

Auf einer reellen Integralfläche (1), die keine Ebene ist, 
sind die Komplexkurven der einen Schar zu den Komplex- 
kurven der zweiten Schar konjugiert imaginär. 

Und da alle derartigen Integralflächen durch die Gleichungen (2) de- 
finiert werden, folst: 

Jede reelle Integralfläche (1), die keine Ebene ist, wird 
durch die Gleichungen (2) bestimmt. 


$ 3. Reelle algebraische Integralflächen. 


16. Früher fanden wir, daß die Integralflächen (1) nur dann alge- 
braisch sind, wenn die erzeugenden Komplexkurven algebraisch sind. In 
diesem Falle sind selbstverständlich die zugehörigen Developpablen wie 
auch die Schnittkurven dieser Developpablen mit der unendlich ent- 
fernten Ebene algebraisch. Also: 
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Algebraische Integralflächen treten nur auf, wenn die 
ebene Kurve (C algebraisch ist; wie man in diesem Falle 
sämtliche algebraische Integralflächen findet, lehrten wir 
in $1. | 

Indem wir uns nun zur Betrachtung der reellen algebraischen [168 
Integralflächen wenden, beweisen wir zuerst, daß die Komplexkurven?) 
einer solchen Fläche nie eine. irreduktible Schar bilden. 


17. Seien in der Tat: 
(3) + ya 2 


die Koordinaten eines beliebigen Punktes einer Komplexkurve, die auf 
einer reellen Integralfläche gelegen ist. Alsdann gehört auch der Punkt: 


(4) 2 —E&, y-ni, 2—Ü& 


der Fläche an. Wenn der Punkt (3) eine Komplexkurve durchläuft, so 
beschreibt der Punkt (4) die konjugierte Komplexkurve. Setzen wir nun 
voraus, daß die beiden Scharen Komplexkurven eine irreduktible Schar 
bilden, so geht die konjugierte Komplexkurve durch eine gewisse Trans- 
lationsbewegung wieder in die ursprüngliche Kurve über. Man kann daher 
in diesem Falle solche Konstanten: 


(5) a+oi, b+Pi, c+yi 
wählen, daß der Punkt: 
6) zt+at+@-— Hi, ytb+Bß-mi, etc+y—di 


wiederum der ursprünglichen Kurve angehört. Also: 


Bilden die beiden Seharen Komplexkurven einer reellen 
Integralfläche eine irreduktible Schar, so ist es, wenn wir 
mit: 

z+E&, y+m, 2+& 


die Koordinaten eines arbiträren Punktes einer Komplex- 
kurve bezeichnen, immer möglich, solche Konstanten (5) 
zu wählen, daß die Größen (6) Koordinaten eines Punktes [169 
der ursprünglichen Komplexkurve bestimmen. 





1) Wenn ich hier und im folgenden von den Komplexkurven einer Integral- 
fläche spreche, so verstehe ich darunter immer die Komplexkurven der beiden in 
$ 1 besprochenen Scharen. 
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Indem man auf den neuen Punkt (6) unserer Komplexkurve nochmals 
dieselbe Operation anwendet, erkennt man, daß auch der Punkt mit den 
Koordinaten: 


z+2a +fi, y+2b+nV, z+2c+& 


unserer Komplexkurve angehört. Und durch m-malige Wiederholung der- 
selben Operation erkennt man, daß jeder Punkt mit den Koordi- 
naten: 


(7) z+2ma+Ei, y+2mb+ni, 2 +2me +& 


unserer Komplexkurve angehört, vorausgesetzt, daß m 
irgendeine ganze Zahl bezeichnet. 


Setzen wir jetzt voraus, daß a, b und c nicht gleichzeitig gleich Null 
sind, so bestimmen die Koordinatenwerte (7) unendlich viele Punkte, 
die unsere Komplexkurve mit der Geraden: 

EI FMH) Et 


[1 b c 








gemein hat. Also ist die Komplexkurve transzendent. Und folglich ist 
auch die zugehörige reelle Integralfläche transzendent. 


18. Sei auf der anderen Seite: 
Reh et, 
Alsdann berücksichtigen wir, daß zu jedem Punkte: 
st, ytmi, z+ü 
unserer Komplexkurve ein anderer Punkt: 
z+&—-gH, y+ß-mi, 2+y— Ni 
derselben Kurve zugeordnet ist. Man führe die Translationsbewegung: 
As= —3aı, Ay= —HBi, Az= —4yi 


auf unsere Kurve aus. Hierdurch erhalten wir eine neue Kurve, auf [170 
welcher zu jedem Punkte: 


zT +rlE — Yo), y+ln—3di 2+(C —Iy)i 
der Punkt: 
+4 —-H, yrlB—mMi, 2+Gdy-—- Hi 


zugeordnet ist. Auf dieser neuen Kurve ordnen sich also alle Punkte 
paarweise als konjugiert imaginär zusammen, so daß die Kurve reell 
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ist. Alsdann ist sie aber nach dem Vorangehenden eine gerade Linie. 
Der Fall: a=b=c= 0 liefert daher keine reelle Integralfläche (1), 
deren Komplexkurven eine irreduktible Schar bilden. Also: 

Bilden die erzeugenden Komplexkurven einer reellen 


Integralfläche eine irreduktible Schar, so ist die Fläche 
transzendent. 


19. Als Beispiel einer derartigen Minimalfläche nenne ich die Schrau- 
benfläche. 

Dabei behaupte ich, daß alle derartigen Integralflächen periodisch 
sind. Zum Beweis bemerkeich, daß jede Komplexkurve einer solchen Fläche 
nach dem Vorangehenden alle Punkte mit den Koordinaten (7) enthält, 


vorausgesetzt, daß x, y,2 ein beliebiger Punkt der Kurve ist. Also ge- 
stattet die Kurve die Translation: 


A: =%2a; Ay 2b; Age 


Folglich gestatten sämtliche Komplexkurven unserer Integralfläche 
diese Translation. Daher ist dasselbe der Fall mit der Fläche selbst, die 
somit periodisch ist. Und zwar ist die betreffende Periode reell. Also: 

Bilden die erzeugenden Komplexkurven einer reellen 
Integralfläche eine irreduktible Schar, so besitzt die Fläche 
eine reelle Periode. 

Als Korollar geht aus dem vorletzten Satze unmittelbar der [171 
folgende Satz hervor: | 

Die erzeugenden Komplexkurven einer reellen algebra- 
ischen Integralfläche bilden zwei distinkte Scharen. 

Dagegen gibt es offenbar beliebig viele imaginäre algebraische Inte- 
gralflächen, deren Komplexkurven eine irreduktible Schar bilden. 


$ 4. Die Ordnung einer algebraischen Integralfläche. 
20. Ich stelle mir jetzt die Aufgabe, die Ordnung einer beliebigen 
vorgelegten algebraischen Integralfläche: 
8) z=4Al)+A ld), y=Bl)+B(@), 2=C()+0C,ß@) 


zu bestimmen. Ich setze dabei ausdrücklich voraus, daß die beiden Scharen 
von Komplexkurven keine irreduktible Schar bilden.!) 

Seien: 
(9) z=a+toe, y=b+Pße, 2=e+Yye 





1) Es ist leicht, meine Betrachtungen auf den im Texte ausgeschlossenen Fall 
auszudehnen. 
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die Gleichungen einer geraden Linie, die durch den Punkt a,b, c hin- 
durchgeht und dabei die Richtungskosinus a, ß, y besitzt. Die Größe o 
ist die Distanz zwischen dem laufenden Punkte x, y, z und dem festen 
Punkte a,b, c. Ich denke mir die Größen a, b,c,«, ß,y derart gewählt, 
daß sämtliche Schnittpunkte zwischen der Fläche (8) und der Geraden (9) 
distinkt sind und dabei endliche Koordinatenwerte haben. Die [172 
Zahl dieser Schnittpunkte ist die Ordnung der Fläche. 


21. Die betreffenden Schnittpunkte sind bestimmt durch die Glei- 
chungen: 


(10) 


A(t)+Aı()=a+ ae, 
| B()+B,@)=b+ Bo, 
cy+omM)=c+Yye. 


Jedes Wertsystem t, r, o, das diese Gleichungen erfüllt, ohne A(t), B(t) 
und so weiter unendlich zu machen, liefert einen Schnittpunkt; und um- 
gekehrt gibt jeder Schnittpunkt ein solches Wertsystem.!) 

Da wir vorausgesetzt haben, daß die in den Gleichungen (10) ein- 
gehenden Glieder sämtlich endliche Werte haben, lassen sich diese 
Gleichungen durch die folgenden ersetzen: 

At) -a=ao — A,lı), 
Bi) —b= Pe — Bl), 
a A Be A JE 


oder, durch Einführung von drei neuen Hilfsgrößen: x’, y’, 2’, durch die 
sechs folgenden: | 


(11) © =All) —a, yY =Bit) —b, !=(0()—ec, 
1) d=o0 Al), Y=ße—Bhm, "=ye- Cl). 


Die drei Gleichungen (11) definieren eine Komplexkurve; die drei Glei- 
chungen (12) definieren alle Punkte eines Zylinders mit den Richtungs- 
kosinus &, ß, y, welcher die Komplexkurve: 


welt, Y ae — Bd), «= —-CÄ() 
enthält. Also: 





1) Bilden die Komplexkurven eine irreduktible Schar, so entsprechen die 


beiden Wertsysteme: (= m, t=u) und: (= u, r= m) demselben Punkte der 
Fläche. 
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Die Ordnung der Fläche (8) ist gleich der Anzahl der im 
endlichen Raume gelegenen Schnittpunkte zwischen der 
Kurve (11) und dem Zylinder (12). Vorausgesetzt ist dabei,[173 
daß a,b,c,&, ß,y allgemeine Werte haben. 


22. Ist nun die Kurve (11) von der Ordnung m, und die Kurve: 
el RB et) 
und also auch die Kurve: 
z=—A,(t), y=-Blt, z2=—-COCl) 


von der Ordnung m,, so hat die Kurve (11) mm, Punkte mit dem Zy- 
linder (12) gemein. Liegen diese Punkte sämtlich im endlichen Raume, 
so hat die Fläche (8) die Ordnung mm,. Liegen dagegen einige unter 
diesen Punkten, etwa , unendlich entfernt, so ist die Ordnung der 
Fläche gleich: mm, — w. Also: 

Erzeugen zwei algebraische Komplexkurven, deren Ord- 
nungen beziehungsweise gleich m und m, sein mögen, eine In- 
tegralfläche, so läßt sich die Ordnung dieser Fläche durch 
mm, — w ausdrücken. Hier ist ® eine positive Zahl, die nur 
von dem Verhalten der beiden Komplexkurven im Unend- 
lichen abhängt. 

Haben insbesondere unsere beiden Komplexkurven keinen Punkt 
im Unendlichen gemein, so ist & gleich Null, so daß die Ordnung der 
Fläche gleich mm, ist. 


23. Ist unsere Integralfläche insbesondere reell, so ist, da zwei kon- 
jugierte Kurven dieselbe Ordnung haben, m gleich m,. Setzen wir voraus, 
daß sich unter den unendlich entfernten Punkten einer Komplexkurve 
unserer Fläche keine solchen befinden, die zu einander konjugiert sind, 
so ist gleich Null, weil unsere Komplexkurve in diesem Falle keinen _ 
unendlich entfernten Punkt mit der konjugierten Kurve gemein hat. Also: 

Erzeugt eine Komplexkurve von der Ordnung m eine 
reelle Integralfläche, so ist die Ordnung dieser Fläche 
gleich: m? — w, wo ® eine positive Zahl bezeichnet, die nur 
in dem Falle von Null verschieden ist, daß die Kurve kon- 
jugierte unendlich entfernte Punkte besitzt. 


24. Es fragt sich, wie man in jedem einzelnen Falle die Erniedri- [174 
gung & bestimmt. Um dies zu erklären, ersetzen wir die Kurve (11) durch 
einen hindurehgehenden Zylinder, der mit dem Zylinder (12) parallel ist. Die 
Zahl ® ist gleich der Anzahl derjenigen gemeinsamen Erzeugenden dieser 
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beiden Zylinder, die in der unendlich entfernten Ebene liegen. Hierbei 
bemerken wir, daß der Zylinder (12) eine bestimmte Lage hat; während 
der neue Zylinder wegen der unbestimmten Parameter a,b, c dreifach 
unendlich viele Lagen besitzt. Dieselben gehen aus einer bestimmten 
solehen Lage durch Anwendung aller Translationen hervor. Indem wir 
sowohl den festen wie den variablen Zylinder durch seine Schnittkurve 
mit einer festen Ebene ersetzen, erhalten wir den Satz: 


Die Zahl ® ist gleich der Anzahl der unendlich ent- 
fernten Schnittpunkte einer festen Kurve mit einer vari- 
ablen Kurve, auf die sukzessiv alle möglichen Translationen 
ausgeführt werden. 


$5. Eine Hilfstheorie. 


25. Ich werde jetzt zeigen, wie man die Anzahl der unendlich entfern- 
ten Schnittpunkte einer festen Kurve mit einer variablen Kurve, auf die 
sukzessiv alle möglichen Translationen ausgeführt werden, bestimmen 
kann. Hierzu brauche ich einen bekannten Satz über die Schnittpunkte 
zweier algebraischer Kurven.!) 

Seien:2=0, y=0, t=0 drei gerade Linien einer Ebene und sei: 
t=0, 2 =0 ein gemeinsamer Punkt der beiden Kurven. Ich setze: 


und suche für jede Kurve die Reihenentwickelung von r nach den [175 
wachsenden Potenzen von E&. Seien: 


2 p+1 D+k 
= AP trAE Nr HAT + 
r r+1 r+i 


VBE+BE" +... +BE’ +. 
diese Reihenentwickelungen. 
Ist nun: 
De 
q Ss 
so liegen im Punkte: t=0, x =(0 nach dem zitierten Satze ps Schnitt- 
punkte vereinigt. Ist dagegen: 





1) Vgl. Halphen, Societe Math&matique, 1873, S. 133. 
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und gleichzeitig: A, = B,, so subtrahiere man die beiden Entwickelungen 
voneinander. Sei: 


Ta RE Er 


die hervorgehende Entwickelung nach den wachsenden Potenzen von & 
und sel: 


OS. 


Alsdann haben unsere Kurven höchstens u,qs in (2 = 0, t = 0) vereinigte 
Schnittpunkte. 

Hat die eine oder haben beide Kurven mehrere derartige Reihen- 
entwickelungen, so verbindet man jede Entwickelung der einen Kurve mit 
jeder Entwickelung der zweiten Kurve und summiert die hierdurch er- 
haltenen Zahlen. 


26. Diese bekannte Theorie werden wir jetzt auf das im Anfange 
dieses Paragraphen gestellte Problem anwenden. 
Sei: #=0 die unendlich entfernte Gerade. Sei (e=0,t=0) ein 


gemeinsamer Punkt der festen und der variablen Kurve. Sei: [176 
re 
(18) EN 


die Reihenentwickelung eines Zweiges der festen Kurve; und sei: 


Er 
(14) T= ZB;E .d 
die Reihenentwickelung eines Zweiges der beweglichen Kurve. 
Ist nun: 
—<2 ode: Zu 
BT s q 


so ist nach dem Vorangehenden die Zahl der im Punkte (2 =0,t=0) 
zusammenfallenden Schnittpunkte im ersten Falle gleich rg, im zweiten 
Falle gleich ps. 

Ist dagegen: 


ist; man findet jedenfalls die gesuchte Zahl nach der oben gegebenen 
Regel. 
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37. Hierbei tritt der merkwürdige Umstand ein, daß man einen 
Maximumswert der betreffenden Zahl a priori angeben kann. Dies liegt 
daran, daß die Größen B, variable Parameter sind, da ja die Entwicke- 
lung (14) eine variable Kurve darstellt. 

Seien Bj, ..., Bis... die Werte dieser Parameter, die einer be- 
stimmten Lage unserer Kurve entsprechen, und seı: 


r+i 
5 T=2,BiE® [177 
oder: 
r+i 
een (") a 
Y Y 


die entsprechende Reihenentwickelung. Setzt man hier, indem man mit a 
und b unbestimmte Parameter bezeichnet, statt x und y beziehungsweise: 
x + atund y + bt, so erhält man die Gleichung: 


r+i 


ru Bil) $ 


welche die allgemeine Lage unserer beweglichen Kurve bestimmt. Indem 
wir diese Entwickelung nach den gewöhnlichen Regeln auf die Form: 





rT+i 


ja) 


bringen, erkennen wir, daß: 
Se Ne © LE 6 
sind; dagegen ist: 
Bi= Bi. + Bi, 


so daß B,_, und B/._, verschieden sind. 
Hieraus geht hervor, daß die Ordnung der infinitesimalen Größe: 


2rK Br 
ÄeE  =auDE! 
nicht größer als: 
2r—s 
Ss 





sein kann. 


Infolgedessen haben die Kurvenzweige (13) und (14), [178 


wenn: 
Br 


q S 
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ist, höchstens: (Ar— s)g= (2p—g)s Sechnittpunkte, die im 
Punkte (=0, z=0) vereinigt sind. 


28. Aus den obenstehenden Entwickelungen läßt sich ein Satz her- 
leiten, der für das Folgende wichtig ist. Die feste Kurve (13) hat bekannt- 
lich p Schnittpunkte mit der unendlich entfernten Geraden, die im Punkte: 
(<=0, t=0) zusammenfallen. Ebenso hat die variable Kurve (14) r 
solche Punkte. 

Durch passende Wahl der Geraden: = 0 können wir erreichen, daß: 


— >13  undı 
ist. Und folglich ist: 
rp>ps, rp>rq4. 


In dem Falle r:s 2p:gq besteht daher der Satz: 

Multipliziert man die beiden Zahlen r und p, welche an- 
geben, wie viele Punkte unsere Kurven mit i=(0 im Punkte: 
z=0,t=0 gemein haben, so erhält man eine Zahl, die ent- 
weder gleich oder auch größer ist als die Zahl der in diesem 
Punkte vereinigten Schnittpunkte unserer Kurven. 

Es ist nun sehr bemerkenswert, daß dieser Satz noch gültig bleibt, 
wenn p:q=r:s ist. Nach dem Vorangehenden ist ja nämlich: 


(2r — s)g= (2p —g)$ 


ein Maximumswert der Zahl der vereinigten Schnittpunkte unserer Kurven, 
unter denen jetzt jede die Gerade: = 0 in pzusammenfallenden Punkten 
schneidet. Ferner ist: 


p > G; [179 
also kommt: 
a | 
oder: 
P>@2p— gg ud: pr3Sßp—gs 


womit unsere Behauptung erwiesen ist. 
Hiermit ist die Allgemeingültigkeit des obenstehenden Satzes nach- 
gewiesen. 


29. Wir werden den gefundenen Satz zur Bestimmung der Ordnung 
unserer Integralflächen anwenden. Dabei beschränken wir uns der Kürze 
wegen auf die reellen Integralflächen. 

Laß mich voraussetzen, daß eine Komplexkurve unserer Fläche die 
unendlich entfernte Ebene in q distinkten- Punkten schneidet. Und 
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zwar sollen in dem ersten Punkte p, Sehnittpunkte zusammenfallen, im 
zweiten 9,,... und endlich im letzten p,. Unsere Kurve hat daher: 


Ppı +Pa +: +9. =D 


unendlich entfernte Punkte, und ist somit von der Ordnung &p. 

Ich werde annehmen, daß einige unter diesen Punkten zueinander 
konjugiert sind. Seien zum Beispiel der erste und der letzte Punkt zu- 
einander konjugiert, ebenso der zweite und der vorletzte, und so weiter. 
Und laß mich setzen: 


Pa Tı> Pa-ı "Ta, +», 


so daß ich als Ausdruck der Ordnung den folgenden erhalte: 
HART ru r mtr 2 


Dieser Ausdruck umfaßt alle möglichen Fälle, da einige Größen x, gleich 
Null sein können. 
Die konjugierte Kurve hat ebenso: 


„erh tret u tr ti rm Tr +% 


Punkte in der unendlich entfernten Ebene, und zwar hat sie jedes- [180 
mal x, Punkte vereinigt mit p, Punkten der ursprünglichen Kurve. 

Wendet man nun die früher aufgestellten Sätze an, so findet man, 
daß die Ordnung unserer Fläche gleich oder größer als: 


(Zp + Zn)? — 22,Pr 7% 
ist. Also ist die Ordnung unserer Fläche auch gleich oder größer als: 
2,7, + Inn. 
Diese Formeln werden uns nützlich sein, wenn es sıch darum handelt, die 
Minimalflächen von der niedrigsten Ordnung zu bestimmen. 


$ 6. Der Asymptotenkegel zerfällt in Ebenen. 


30. Ich betrachte jetzt eine algebraische Integralfläche, deren Kom- 
plexkurven der einen Schar von der m-ten Ordnung sind, während die 
der zweiten Schar von der p-ten Ordnung sind. Ich setze dabei voraus, 
daß zwei Kurven, die nicht derselben Schar angehören, keinen unendlich 
entfernten Punkt gemein haben. Infolgedessen ist die Fläche selbst von 
der Ordnung mp. 

Die Kurven der ersten Schar haben m gemeinsame unendlich ent- 
fernte Punkte, die ich sämtlich distinkt annehme. Ebenso mögen die 
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p unendlich entfernten Punkte, welche die Kurven der zweiten Schar 
gemein haben, distinkt sein. 

Indem ich mich vorläufig auf Integralflächen beschränke, welche 
diese Forderungen erfüllen, gelingt es mir ohne Schwierigkeit, mp un- 
endlich entfernte gerade Linien anzugeben, welche auf der betreffenden 
Fläche liegen. Und da die Fläche von der mp-ten Ordnung ist, besteht 
ihr Schnitt mit der unendlich entfernten Ebene nur aus diesen mp [181 
Geraden. 


31. Seien in der Tat: 


:=- Ad, = BE. 250CH 
und: 
z= A,(t), y=B,(d), 2=G,(r) 


die Gleichungen zweier Komplexkurven, die nicht derselben Schar ange- 
hören, und sei q ein Punkt der unendlich entfernten Ebene. Um Jetzt 
die Schnittpunkte einer durch q gehenden Geraden mit der Fläche zu 
bestimmen, muß man nach $4 die beiden Kegel bilden, welche beziehungs- 
weise die Kurve: 


z=4Al)+a, y=B()+b, 2=C() +c 
und die Kurve: 
= —A,(), y=-B(r), 2=—GC(?) 


enthalten, und für welche dabei q gemeinsame Spitze ist. Die gemein- 
samen Erzeugenden dieser Kegel, die nicht in der unendlich entfernten 
Ebene liegen, entsprechen in der früher auseinandergesetzten Weise 
Sehnittpunkten der Geraden mit der Fläche, welche im endlichen 
Raume liegen. 

Da nun die Fläche von der Ordnung mp ist, so haben, für eine allge- 
meine Lage des Punktes q, unsere Kegel mp gemeinsame Erzeugende, die 
nicht in der unendlich entfernten Ebene liegen. Und da die Kegel bezie- 
hungsweise von der m-ten und der p-ten Ordnung sind, so liegen also im 
allgemeinen keine unter ihren gemeinsamen Erzeugenden in der unend- 
lich entfernten Ebene. Nun aber ist es leicht, solche Lagen für q zu wählen, 
daß eine gemeinsame Erzeugende der Kegel unendlich entfernt wird. 

Man verbinde die m Punkte o, in denen die Kurven der einen Schar 
die unendlich entfernte Ebene schneiden, durch Gerade mit den p ent- 
sprechenden Punkten o, der zweiten Schar. Man erhält mp Gerade o0o,. 
Ich behaupte, daß diese Geraden auf der Fläche liegen. Liegt nämlich q 
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auf einer solehen Geraden, so ist diese Gerade offenbar eine gemein- [182 
same Erzeugende der betreffenden beiden Kegel. Folglich gibt es höch- 
stens mp — 1 gemeinsame Erzeugende, die im endlichen Raume liegen. 
Daher schneidet eine jede durch q gehende Gerade die Fläche höchstens 
in mp —1 Punkten, die endliche Koordinatenwerte haben. Also liegt q 
selbst auf der Fläche. Also: ER 

Unsere Integralfläche schneidet die unendlich entfernte 
Ebene in den mp Geraden oo,. 


32. Es fragt sich, ob der Schnitt einer jeden algebraischen Integral- 
fläche mit der unendlich entfernten Ebene nur aus geraden Linien be- 
steht. Eine vollständige Diskussion dieser Frage habe ich nur für den 
Fall durchgeführt, daß die ebene Kurve € ein Kegelschnitt ist. Für diesen 
speziellen Fall hat es sich gezeigt, daß der betreffende Schnitt immer!) nur 
aus geraden Linien besteht. Also: 

Der Asymptotenkegel einer algebraischen Minimalfläche, 
die keine imaginäre Developpable ist, besteht aus Ebenen. 

Woraus sich ferner der folgende Satz ergibt: 

Der Asymptotenkegel einer reellen algebraischen Mini- 
malfläche zerfällt immer in Ebenen?) 

Die Methode, die mich zu diesem Satze geführt hat, läßt sich mit 
gewissen Beschränkungen auch auf transzendente Minimalflächen aus- 
dehnen und führt dann zu einem analogen Satze. 

Ich halte es übrigens für sicher, daß ähnliche Sätze noch gelten, wenn 
C eine ganz beliebige ebene Kurve ist. 


$ 7. Die Klasse einer algebraischen Minimalfläche. [183 


33. Indem ich mich nun ausschließlich zur Betrachtung der Mini- 
malflächen wende, erinnere ich zuerst daran, daß Monge zuerst das all- 
gemeine Integral der Minimalflächen angegeben hat, und zwar eben in 
der früher gegebenen Form. Man verstand indes lange nicht, den richtigen 
Vorteil aus diesem Integrale zu ziehen. Erst Bonnet, der sich überhaupt 
große Verdienste um die Theorie der Minimalflächen erworben hat, lehrte, 
wie man alle reellen und insbesondere auch beliebig viele reelle algebraische 
Minimalflächen auffinden kann. 





1) Auch, wenn die Komplexkurven eine irreduktible Schar bilden. 

2) Geiser hat schon früher gefunden, daß der Schnitt einer algebraischen 
Minimalfläche mit der unendlich entfernten Ebene nur aus geraden Linien, verbunden 
mit dem imaginären Kugelkreise, besteht. Das Obenstehende komplettiert diesen 
schönen Geiserschen Satz. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd.I 20 
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Unter den vielen übrigen Arbeiten von Roberts, Catalan, Björ- 
ling, Riemann, Weierstraß, Schwarz, Beltrami, Kiepert und so 
weiter, die die Theorie der Minimalflächen gefördert haben, werde ich bei 
dieser Gelegenheit nur eine Note von Weierstraß in den Berliner Monats- 
berichten von 1866 kurz besprechen. In derselben gibt Weierstraß 
eine schöne Methode zur Auffindung aller reellen algebraischen Minimal- 
flächen. Wenn ich nicht irre, hat auch meine oben auseinandergesetzte 
Methode, die von der Weierstraßschen verschieden ist, ihre Berech- 
tigung. Wenn es sich im besonderen darum handelt, alle Minimalflächen 
von gegebener Klasse oder von gegebener Ordnung zu bestimmen, so 
scheint mir die Kombination beider Methoden das zweckmäßigste zu 
sein. Im Schlusse seiner Note stellt Weierstraß die Aufgabe, alle reellen 
Minimalflächen von gegebener Klasse zu bestimmen. 


34. Es ist möglich, eine allgemein gültige Formel für die Klasse 
einer algebraischen Minimalfläche aufzustellen, vorausgesetzt, daß man 
die Komplexkurven der Fläche kennt. 

Sei K eine Kurve der einen Schar, K’ eine Kurve der zweiten Schar. 
Sei R und R’ der Rang dieser Kurven; M und M’ die Multiplizität des 
Kugelkreises auf den zugehörigen Developpablen; alsdann ist die Klasse 
der Fläche gleich: 

M'(R—-M)+M(R'—M'). [184 


Zum Beweis nehme ich einen arbiträren Punkt q des Kugelkreises, der 
nach dem Vorangehenden nicht auf der Fläche gelegen ist. Der Tangenten- 
kegel, dessen Spitze q ist, zerfällt n M + M’ Kegel. M unter diesen 
Kegeln berühren die Fläche nach Kurven K’; die M’ übrigen Kegel be- 
rühren nach Kurven K. .Da der Rang der Kurven K’ gleich R’, und die 
Multiplizität des Punktes q auf der zugehörigen Developpablen gleich M’ 
ist, so ist die Klasse der M ersten Kegel gleich R’— M’. Dementsprechend 
ist die Klasse der M’ übrigen Kegel gleich R — M. Der gesamte Tangenten- 
kegel besitzt also die Klasse: 


M(R'—M')+M'(R—M); 


und, da die Spitze dieses Tangentenkegels nicht auf der Fläche liegt, 
so ist diese Zahl zugleich die Klasse der Fläche. 
Ist insbesondere die Fläche reell, so ist M’=M, R’=R. Also: 
Die Klasse einer reellen algebraischen Minimalfläche ist 
gleich 2M(R—M). Hier bezeichnet R den Rang der zuge- 
hörigen Komplexkurven; M ist die Multiplizität des Kugel- 
kreises auf der Developpablen einer solehen Komplexkurve. 
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Bilden insbesondere die Komplexkurven eine irreduktible Schar, in 
welchem Falle jedoch die Fläche immer imaginär ist, so müssen die 
obenstehenden Entwickelungen ein bißchen modifiziert werden. In diesem 
Falle ist die Klasse der Fläche gleich M(R — M). 


$ 8. Eine polare Beziehung zwischen zwei Linienkomplexen. 


35. In den vorangehenden Paragraphen habe ich die Untersuchung 
der (reellen) algebraischen Minimalflächen auf diejenige der zugehörigen 
Komplexkurven zurückgeführt. Diese Kurven lassen sich als solche [185 
charakterisieren, deren Developpable einen Kegelschnitt, nämlich den 
imaginären Kugelkreis enthalten. 

Wir müssen also alle algebraischen Kurven untersuchen, deren Deve- 
loppable einen Kegelschnitt enthalten. Hierzu ist es bequem, eine von 
mir herrührende Abbildung zu benutzen, welche alle diese Kurven in 
die Komplexkurven eines linearen Komplexes überführt. 


36. Interpretiert man!) in den Gleichungen: 
—Z:=t2t —- (XK+t1Y), (XA—ıY\)z=y-—Z, 


X, Y,Zund z, y, zals Cartesische Punktkoordinaten in zwei Räumen, 
so bilden sich die Geraden in (X, Y,Z), die den imaginären Kugelkreis 
schneiden, als die Punkte x, y, z ab. 

Schreibt man die Gleichung der Geraden im Raume z, y, zin der Form: 


RB=Lmr0, 2eyY—g, 


so bestimmt die Gleichung: 
r+o=0 


einen allgemeinen linearen Komplex, dessen Gerade sich als die Punkte 
X, Y,Z abbilden. 

Kurven, deren Tangenten beziehungsweise den beiden Komplexen 
angehören, ordnen sich paarweise zusammen, dergestalt, daß die Tan- 
genten der einen sich als die Punkte der zweiten abbilden. 

Bei dieser Abbildung tritt im Raume x, y, 2 die unendlich entfernte 
Gerade der x, y-Ebene als Fundamentalgebilde auf. Diese Gerade möge 
mit g bezeichnet werden. 

Es bestehen jetzt mehrere Relationen zwischen den Singularitäten 
je zweier zusammengehörender Komplexkurven. Wir werden die für das 
Folgende notwendigen derartigen Relationen angeben. 





1) Math. Ann. Bd. V, S. 167£. [D. Ausg. Bd. II, Abh. I, $8, Nr. 24.] 
20* 
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37. Es sei k eine Kurve, deren Tangenten unserem linearen [186 
Komplexe angehören. Sei o ihre Ordnung, c ihre Klasse, r ihr Rang, m die 
Multiplizität der Geraden g als Tangente, m’ die Anzahl der Punkte, die 
gleichzeitig der Kurve und der Geraden g angehören. 

Sei andererseits X eine Kurve, deren Developpable den imaginären 
Kugelkreis enthält. Sei O ihre Ordnung, C ihre Klasse, R ihr Rang, M die 
Multiplizität des Kugelkreises auf der Developpablen. 

Zwischen diesen Zahlen bestehen, wie fast unmittelbar aus den Fun- 
damentaleigenschaften unserer Abbildung hervorgeht, die folgenden Re- 
lationen: 

ÖO=r —m, 


== RM) 


o—m'=M. 


Indem man diese Relationen mit der früher gefundenen Formel für die 
Klasse einer reellen Minimalfläche: 


C’=2M(R-—-M) 
verbindet, lassen sich sehr leicht mehrere bemerkenswerte Schlüsse ziehen. 


38. Wünscht man zum Beispiel, die reelle Minimalfläche zu finden, 
deren Klasse ein Minimum ist, so braucht man nur die folgenden Über- 
legungen zu machen. Die Zahl R — M, die gleich o ist, kann nie gleich 2 
sein, weil es keine Kurve zweiter Ordnung gibt, deren Tangenten einem 
linearen Komplexe angehören. Ist andererseits o= 1, so reduziert sich 
die Komplexkurve K auf einen Punkt; diese Hypothese gibt also keine 
reelle Minimalfläche. Ist ferner o=3, so ist R—M=3, und M gleich 
oder größer als 1, so daß C’’ gleich oder größer als 6 ist. Ist endlich o größer 
als 8, so ist C’ selbstverständlich immer größer als 6. Also: 

Sieht man von der Ebene ab, so ist die Klasse einer 
jeden reellen Minimalfläche gleich oder größer als 6. 


39. Soll €’ = 6 sein, so muß: [187 
R-M=-3, M=-1 


sein. Es ıst also: 
R=4. 


Nun aber ist die Raumkurve dritter Ordnung und Klasse die einzige Kurve, 
deren Rang gleich vier ist. Also folgt: 


0-8. 
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Die Komplexkurven im Raume (X, Y,Z) sind also von der dritten 
Ordnung. 

Wünscht man nun mit dieser Kurve dritter Ordnung eine. reelle 
Minimalfläche zu konstruieren, so muß man sie mit der konjugierten 
Kurve dritter Ordnung verbinden. Diese beiden Kurven dritter Ordnung 
oskulieren den Kugelkreis in zwei Punkten, die selbst konjugiert und 
daher distinkt sind. Infolgedessen ist die Ordnung der hervorgehen- 
den reellen Minimalfläche gleich 9. Also: 

Die reelle Minimalfläche, deren Klasse ein Minimum ist, 
ist von der sechsten Klasse und der neunten Ordnung. 


40. Aus der Formel: 
C’=2M(R —M) 


schließt man unmittelbar, daß die Klasse einer reellen Minimal- 
fläche immer eine gerade Zahl ist. 

Die nächste Frage ist daher die Frage nach den reellen Minimalflächen 
der achten Klasse. Es ist alsdann: 


M(R—M)=4, 


woraus, da die Hypothese: R — M=1 keine reelle Fläche gibt, während 
die Hypothese: R— M= 2 unmöglich ist, folgt: 


R=-M=-%>.M=1l,: R=5. 


Es gibt bekanntlich nur eine Developpable, deren Rang gleich 5 ist. 
Die Ordnung der entsprechenden Kurve K ist gleich 4: 


F=%, 


Die betreffende Developpable enthält zwei Kegelschnitte, unter denen 
der eine eine einfache Linie, der zweite eine Doppellinie ist. Da [188 
M=1 ist, so ist der imaginäre Kugelkreis ein einfacher Kegelschnitt auf 
der Developpablen. Die Kurve K trifft den Kugelkreis nur in einem Punkte, 
in dem also ihre vier Schnittpunkte mit der unendlich entfernten Ebene 
vereinigt sind. 

Unsere Kurve hat daher keinen unendlich entfernten Punkt ge- 
mein mit der konjugierten Kurve. Und folglich ist die Zahl »® wiederum 
gleich Null. Die Ordnung unserer Fläche ist also gleich 16. 

Dies gibt den Satz: 

Es existiert eine reelle Minimalfläche der achten Klasse. 
Die Ordnung derselben ist gleich 16. 
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Zu bemerken ist übrigens, daß die in diesem Paragraphen hergelei- 
teten Sätze über Minimalflächen sich auch direkt, ohne Anwendung der 
besprochenen Abbildung, beweisen ließen. 


89. Der Fall: M =1. 


41. Die Hypothese: M = 1 gibt eine bemerkenswerte Klasse reeller 
Minimalflächen, deren Diskussion besonders einfach ist. Diese Flächen 
lassen sich, wie ich beiläufig bemerke, eindeutig und gleichzeitig konform 
auf die Ebene abbilden. 


Nach Weierstraß bestimmen die Gleichungen: 


<=R|(— 8) nn rl 2377 —2F(s)|, 
i 2F ee; \ 
() ya ne HF], 
d?F dF 
2? = R[2s5. 27, 





in denen F eine beliebige algebraische Funktion der komplexen [189 
Variabeln s bezeichnet, die allgemeinste reelle algebraische Minimaltfläche. 
Dies kommt nach dem Obenstehenden darauf hinaus, daß die Gleichungen: 





d?F dF 
el - Mater 2F(s), 
R d?F BE 3 og \ 
(P) Iyailtd)ga 2, ti), 
d?F dF 
ER I ae 





die allgemeinste algebraische Kurve, deren Länge gleich Null ist, bestimmen. 
Um die Bedeutung der Größe s zu finden, differentiiere man: 





BF, 
de=(1— 8) 7a 88: 
, d?®F 
dy = v(1 un s?) is 88 
dz = 2: T5.ds, 
Ss 


woraus: 
da:dy:dz=1--s?:i(l +89): 28. 
Es sind also einerseits die Verhältnisse: . 


dz dy 
d2’ da 
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rationale Funktionen von s; andererseits drückt sich s rational durch jene 
beiden Verhältnisse aus. Erinnert man sich daher, daß die Tangenten 
unserer Kurve den Kugelkreis schneiden, daß ferner parallele Tangenten 
diesen Kreis in demselben Punkte treffen, so kann man sagen, daß Punkte 
unserer Kurve, deren Tangenten den Kugelkreis in demselben Punkte 
schneiden, einem gemeinsamen Werte des Parameters s entsprechen. 
Ist nun F(s) eine rationale Funktion von s, in welchem Falle auch 
x, y, 2 rationale Funktionen von s sind, so wird jeder Punkt des [190 
Kugelkreises nur von einer Tangente unserer Kurve getroffen. In diesem 
Falle ist somit: M =1. 
Ist andererseits: M = 1, so müssen x, y, 2 rationale Funktionen von s 
sein. Folglich (8) ist eine jede der Größen: 
@F dr 
439 ’..i!d8? 


F(s) 


eine rationale Funktion von s. Also: 

Man erhält die allgemeinste Kurve, die der Hypothese: 
M=1 entspricht, indem man in den Formeln (ß) F(s) als 
eine rationale Funktion von s nimmt.) 


42. Um jetzt alle Kurven zu untersuchen, die der Hypothese F gleich 
einer rationalen Funktion von s entsprechen, bemerke ich zunächst, daß 
man, indem man statt s eine neue Hilfsgröße: 


einführt, immer erreichen kann, daß der Nenner von F von ebenso 
hohem Grade wird wie der Zähler. Indem man darnach eine passende 
Translationsbewegung auf die Kurve ausführt, was darauf hinauskommt, 
daß zu F eine Konstante addiert wird, kann man den Grad des Zählers 
um eine Einheit erniedrigen. Man kann daher voraussetzen, daß F die 
Form: 
N au 
(9) F=- >| a re | 


k=1L(s— 0.) (s— a)" %k Ss — x 
besitzt. 








43. Der Einfachheit wegen nehmen wir vorläufig q gleich 1 an: 


Am Amı ı,., 
mtr 


(s— a 


4, 


’ 
used’ 








191 





1) In entsprechender Weise erkennt man unmittelbar, daß die Formeln (ß) die 
allgemeinste algebraische Kurve, deren Länge gleich Null ist, bestimmen, wenn F 
als eine algebraische Funktion gewählt wird. 
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(6) Be 





Setzt man diesen Wert in (ß) ein, so findet man für x, y, z Ausdrücke von 


der Form: 
hm+ı(S) 
(s — a)m+2’ 








wo der Zähler eine ganze Funktion von der Ordnung m +1 ist. Ins- 
besondere ist: 





RE 
i=1 


(s— a)i+2 


Könnte nun z durch Zusammenziehung die Form: 


hm-ı(8) 


Ber. (s — a)m+1 


annehmen, so käme: 














s(m +2) — a RER ET I 2 
m An = een a ai em Ai. 

Da sich indes der Ausdruck links nicht verkürzen läßt, ist dies eine un- 
mögliche Gleichung. Folglich sind der Zähler und der Nenner im Aus- 
drucke für 2 beziehungsweise von der Ordnung m und m + 2. 

Also ist unsere Kurve von der Ordnung m + 2. Ferner ist klar, daß 
nur die Annahme: s= a einen unendlich entfernten Punkt gibt. 

Hat daher F die Form (6), so ist die Kurve von der Ord- 
nung m +2. Sie schneidet die unendlich entfernte Ebene in 
m +2 zusammenfallenden Punkten. 


44. In ganz entsprechender Weise erledigt man den allgemeinen Fall, 
daß F die Form (y) besitzt. Dies gibt: 

Hat F die Form (y), so ist die betreffende Kurve von [192 
der Ordnung: m + m; +: +m,+ 2q. Sie trifft die unendlich 
entfernte Ebene in q verschiedenen Punkten; und zwar liegen 
in dem ersten Punkte m, +2 Schnittpunkte vereinigt, In 
dem zweiten m, +2, und so weiter. 

Hieraus fließt unter anderem der Satz: 

Ist M=1, so ist die unendlich entfernte Ebene Osku- 
lationsebene der Kurve in jedem Schnittpunkte derselben 
mit jener Ebene. 
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Man erkennt ferner, daß man ohne weiteres die allgemeine Form an- 
geben kann, welche F besitzt, wenn M=1 ist, und dabei die Ordnung 
der betreffenden Kurve beliebig gegeben ist. 


Der Rang der Kurve ist gegeben durch die Formel: 
R=m+tm+---+m,+qg4+2. 


$ 10. Bestimmung der reellen Minimalflächen von gegebener Klasse 
und gegebener Ordnung. 


45. Die Klasse einer reellen Minimalfläche ist nach dem Voran- 
gehenden bestimmt durch die Formel: 


C'=23M(R—M), 
wo wir uns erinnern, daß die Hypothesen: 
R—-M=1, R-M=2 


keine Fläche geben, sodaß wir: 


annehmen können. 
46. Ist C’ = 6, so gibt die Gleichung: 


M(R—M)=3 
sogleich: 
M=Ht,. R=- ME. R=4. 


Es gibt aber nur eine Developpable, deren Rang gleich vier ist. Die [193 
zugehörige Rebroussementskurve ist von der dritten Ordnung. Also ist die 
zugehörige reelle Minimalfläche von der neunten Ordnung. 


4%. Ist C’= 8, so gibt die Gleichung: 
M(R—M)=4, 
da R— M gleich oder größer als 3 ist: 
M=1,!"B=M=4,"R=5. 


Die betreffende Kurve ist von der vierten Ordnung. Und die Fläche ist, 
wie wir früher zeigten, von der sechzehnten Ordnung. 


48. Ist C’= 10, so muß: 
M=1, R-M=5, R=6 
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sein. Die Kurve kann nach den Entwickelungen am Schlusse des voran- 
gehenden Paragraphen die unendlich entfernte Ebene in fünf zusammen- 
fallenden Punkten schneiden. Dann hat F die Form: 


A B C 
(s— a)? 7 (s— a)? 7 Kr 





Die Fläche ist von der Ordnung 25. (Siehe die Note.) 
49. Ist C’= 12, so kann die Gleichung: 


M(R—M)=6 
auf zwei verschiedene Arten befriedigt werden. Entweder ist: 


MIN RAMSS RB 
"woraus: 


0-4; 


Die unendlich entfernte Ebene wird von der Kurve in einem Punkte 
p oskuliert, in einem anderen Punkte x einfach geschnitten. Sind p und x 
konjugierte Punkte, so ist die Ordnung der Fläche gleich 12. Sind p und z 
nicht konjugiert, so ist die Ordnung der Fläche gleich 16. 


Es ıst aber auch denkbar, daß: 


M=1, R—-M=6, RBR=7 [194 
ıst. Nun aber ist: 
R=m+tm+t---+m,+qg+2. 


Also besitzt F entweder die Form: 








A h; (8) 
(s—a)t’. 
oder die Form: 
 hı(s) 4A 
ee a aryen 9 


Im ersten Falle ist: O = 6, und die Ordnung der Fläche ist gleich 36. Im 
zweiten Falle ist: O = 7, und die Ordnung der Fläche ist gleich 43 oder 49, 
je nachdem die beiden Punkte: s= a und: s= b zu einander konjugiert 
‚sind, oder nicht. 


50. Ist C’= 14, so ist: 
M=1, R—M=7,.'R=e3. 


‚ Hier kann q gleich 1, 2 oder 3 sein. Dementsprechend ist O gleich 7, 8, 8, 9. 
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Die Ordnung der Fläche ist gleich 49, 64 oder 58; und endlich im dritten 
und vierten Falle im allgemeinen 64 und 81. Diese letzten Fälle ver- 
langen indes eine nähere Diskussion, auf die ich hier nicht eingehe. 


Den Fall: ©’ = 16 erledigt man in entsprechender Weise. M ist ent- 
weder gleich 1 oder gleich 2. 


51. Ist: C’= 18, so treten wieder zwei Fälle ein. Den Fall: M=1 
erledigt man leicht. Der Fall: M=3 gibt: 


Smart Fear li md. 
Also ist): 
0=4,: B=#$. 


Die Kurve schneidet die unendlich entfernte Ebene in vier distinkten 
Punkten. Je nach der Lage dieser vier Punkte auf dem Kugelkreise ist die 
Ordnung der Fläche gleich 12, 14 oder 16. 


52. Ist: C’= 2%, so kann die Gleiehung: [195 
M(R—M)=10 
durch die beiden Hypothesen: 
M=1, R-M=1V%, R=1l 


und: 
BR: B=- MB: R=T 


befriedigt werden. Die erste Hypothese erledigt man vermöge der Ent- 
wickelungen des vorangehenden Paragraphen. Die zweite Hypothese er- 
ledigt man vermöge Schwarzs Bestimmung aller Developpablen, deren 
Rang gleich 7 ist; oder auch folgendermaßen. Es ist ($ 8): 


R-—-M=o, 


also kommt: o=5 und: m’=o—M=3, und man kennt alle Kurven 
fünfter Ordnung, deren Tangenten einem linearen Komplexe angehören. 


53. Ist: C’= 22, so muß: 
M :==.[, R=12 


sein, womit sich die betreffenden Flächen bestimmen lassen. 





1) Diese Kurve vierter Ordnung scheint noch nicht bemerkt worden zu sein. 


316 XVII. Synth.-analyt. Untersuchung. üb. Minimalflächen. Arch. II, 1877 
54. Ist: C’ = 24, so wären a priori die folgenden Hypothesen denkbar: 
M=-1, R-M=-12, 
M=2, R-M=6=o, 
M=-3, R—- M= 2i1=o, 
M=4, RR — M- 3=D. 


Es ist aber leicht, zu erkennen, daß die letzte Hypothese nicht eintreten 
kann. Denn die Formel: 


M=o—- "=R-—-M—m 
zeigt, daß M nie größer als R—M sein kann. 


55. Hier möge noch die Bemerkung ihren Platz finden, daß F, wenn 
M gleich 2 ist, eine rationale Funktion von s und der Quadratwurzel 
einer ganzen Funktion von s ist: 


F=R(s,Vo), 
und so weiter. 


56. Wir wenden uns jetzt zur Bestimmung der reellen Minimal- [196 
flächen von gegebener Ordnung. Dabei benutze ich die beiden Formeln: 


(«) 05 (2p + En 2Lpım 
und: 
(P) VELDTEZM, 


wobei wir uns erinnern, daß die Ordnung O der betreffenden Kurve: 
(9) 0=Fp+!n 


ist. Die Summationszeichen beziehen sich auf die Größen: P1,..., Pa» 
7, ...,7t,; wir denken uns ?,,...,p, sämtlich von Null verschieden 
und dabei derart geordnet, daß p; gleich oder kleiner als p,_, ist. Ferner 
nehmen wir an, daß p, gleich oder größer als ; ist. 


57. Soll O’< 9 sein, so muß (ß): 


a a 
sein. 
Sei zunächst: 
9, = 2, m=2; 
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wäre jetzt ps größer als Null, so wäre (x) O’ jedenfalls gleich 17. Null 
kann 9, nicht sein, denn es existiert keine Kurve vierter Ordnung, deren 
Developpable einen Kegelschnitt enthält, welche dabei die Ebene dieses 
Kegelschnitts in zwei verschiedenen Punkten berührt. Die Hypothese: 
pı= 2, n, = 2, oder, sagen wir kurzweg, die Hypothese: (2,2),... gibt 
also Nichts. 

Wir wenden uns sodann zu der Hypothese: (2,1),... Ist dabei p3 
gleich 2, so ist (x) die Ordnung der Fläche jedenfalls 21. Ist p, gleich 1, 
so ıst (x) O’ jedenfalls 12. Also muß p, gleich Null sein. Es gibt aber keine 
Kurve dritter Ordnung, deren Developpable einen Kegelschnitt enthält, 
welche dabei die Ebene dieses Kegelschnitts in einem Punkte berührt 
und in einem anderen Punkte schneidet. 

Ist: 97, =2, 0, =0, so darf p, nicht gleich Null sein, da jede [197 
Kurve zweiter Ordnung, deren Developpable den Kugelkreis enthält, 
unendlich entfernt ist. Wäre p, gleich 1 oder 2, so wäre OÖ’ jedenfalls 
gleich 9. Die Hypothese: (2,0),... gibt also keine Fläche, deren Ordnung 
niedriger als 9 ist. 

Die Hypothese: 
m=1 m=1l m-l m-l, 


oder, sage ich kurzweg, die Hypothese: (1,1), (1,1) gibt eine Fläche, deren 
Ordnung gleich 12 ist, und so weiter. Dies gibt den Satz: 

Es gibt außer der Ebene keine reelle algebraische Mini- 
malfläche, deren Ordnung niedriger als neun ist. 

Berücksichtigt man, daß die Hypothese: (2, 0), (1,0) unmöglich ist, 
so erhält man den Satz: 

Diejenige reelle Minimalfläche, deren Ordnung gleich 9, 
und Klasse gleich 6 ist, hat gleichzeitig die niedrigste Ord- 
nung und die niedrigste Klasse. 


58. Durch ganz analoge Betrachtungen ist es sehr leicht, alle Mini- 
malflächen zu bestimmen, deren Ordnung gleich oder niedriger als 16 ist. 

Es ıst klar, daß », höchstens gleich 4 sein kann, und in diesem Falle 
ist nur die Hypothese: (4, 0) möglich. Also ist:O=4, R=5, M=1. Die 
betreffende Fläche ist von der sechzehnten Ordnung und der achten 
Klasse. 

Sei jetzt p, gleich 3. Alsdann kann x, höchstens gleich 2 sein. Die 
Hypothese: (8, 2) gibt:O= 5. Es ist nun zunächst klar, daß m nicht gleich 
Null sein kann, denn dann käme: 


=D, 
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und es gibt im linearen Komplexe keine Kurve, deren Rang gleich 5 ist. 
Auf der anderen Seite kann m nicht größer als 1 sein. Wäre nämlich die 
Gerade g eine Inflexionstangente, so müßte die Kurve von der Länge 
Null die unendlich entfernte Ebene in 4 oder noch mehr zusammen- 
fallenden Punkten schneiden. Wäre g eine Doppeltangente, so wäre [198 
die unendlich entfernte Ebene eine Doppeloskulationsebene der Kurve 
von der Länge Null. Also ist m=]1, und: 


Y=B, 


Und da man die entsprechenden Kurven im linearen Komplexe angeben 
kann, so ist es auch möglich, die entsprechenden Minimalflächen zu be- 
stimmen. Ich beschränke mich auf die Bemerkung, daß die Zahl ® in 
diesem Falle nicht größer als 4 sein kann, daß die Ordnung der betreffenden 
Flächen größer als 20 ist. 

Die Hypothese: (3,2), (Ps... gibt nur Flächen, deren Ordnung 
größer als 23 ist. 

Die Hypothese: (3,1) gibt eine Fläche zwölfter Ordnung und zwölf- 
ter Klasse. 

Die Hypothese: (8,1), (Pz... gibt nur Flächen, deren Ordnung 
größer als 18 ist. 

Indem man in dieser Weise verfährt, erschöpft man ohne Schwie- 
rigkeit alle möglichen Fälle. In dem folgenden Schema stelle ich alle 
Flächen zusammen, deren Ordnung nicht größer als 16 ist: 








Hypothese | Ordnung | Klasse 
(4, 0) Et. 8 
(3,1) 1.2438 12 
(3,0) (1,0) Bet: 12 
(3, 0) PuL 6 
(1,1) (1,1) Br 18 
4:38 (41,041;0) 21:0 >18 18 
1,3 4,0),0) 00.1: di 


Diese Betrachtungen ließen sich noch weiter verfolgen.!) 





1) Ist: C’= 10, so kann F auch die Form: 


haben. Dann ist: O = 6, und O’ jedenfalls größer als 18. 


XVII. 
Berigtigelse. 
(Berichtigung.) 

(Aus dem Norwegischen übersetzt.) 


Christiania Forh. Aar 1877, Oversigt 8.7, 2.9 v.u. — 8.8, Z. 22. Christiania 1878. 
Mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Sitzung vom 19. Oktober 1877. 


Von Lie war eingesandt. worden die folgende, München, den [6 
22. September datierte 


Berichtigung. 


In einer Abhandlung, die im „Archiv for Mathematik og Natur- 
videnskab“ gedruckt ist, habe ich allgemeine Regeln gegeben zur Bestim- 
mung der Klasse und der Ordnung einer algebraischen Minimalfläche. 
Insbesondere gebe ich an, daß meine Formeln durch 2 dividiert werden 
müssen, wenn die Fläche eine Doppelfläche ist. Das ist richtig. Dagegen 
ist mein Satz, daß eine reelle algebraische Minimalfläche keine Doppel- 
fläche sein kann, falsch. Infolgedessen muß man auch, wenn es sich [8 
um reelle algebraische Minimalflächen handelt, in jedem Falle besonders 
untersuchen, ob meine Formeln durch 2 dividiert werden müssen oder 
nicht. Diese Untersuchung wird dadurch geführt, daß man eine Funktion 
einer komplexen Veränderlichen in ihren reellen und ihren imaginären 
Teil zerlegt. 

‚Infolgedessen muß meine Behauptung, daß die Klasse einer reellen 
Minimalfläche S 6, sowie daß ihre Ordnung S 9 ist, auf Flächen ein- 
geschränkt werden, die keine Doppelflächen sind. 

Es gibt in Wirklichkeit eine reelle Minimalfläche von fünfter 
Klasse, wie von Weierstraß gezeigt worden ist. Die Ordnung dieser 
Fläche ist gleich 15 und nicht gleich 17, wie man anscheinend bisher 
geglaubt hat. 

Daß es keine reelle Minimalfläche von dritter oder vierter Klasse 
gibt, geht unmittelbar daraus hervor, daß es keine Kurve vom Range 
vier oder fünf gibt, die einen auf der betreffenden Developpablen liegen- 
den einfachen Kegelschnitt in zwei getrennten Punkten trifft. 
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Ich habe gefunden, daß, wenn es eine reelle Minimalfläche gibt, 
deren Ordnung kleiner als neun ist, ihre Ordnung gleich sechs, ihre Klasse 
gleich neun sein muß. 

Indem ich den Fehler beklage, dessen ich mich schuldig gemacht 
habe, behalte ich mir vor, die neuen auf die allgemeine Theorie der Mini- 
malflächen bezüglichen Ideen, die ich in meiner vorhin angeführten Ab- 
handlung vorgebracht habe, in zukünftigen Abhandlungen zu verfolgen 
und weiter zu entwickeln. 


XVIlla. 
Selbstanzeigen von XVII und XVIII. 


1. F.d.M. Bd. IX, Jahrg. 1877, S. 572-573, Berlin 1880. 


Der Zweck dieser Arbeit ist, die Theorie der Minimalflächen, [572 
die früher fast nur analytisch behandelt worden ist, einer synthetischen 
Behandlung zugänglich zu machen. 

Monges Bestimmung aller Minimalflächen läßt sich, geometrisch 
ausgedrückt, folgendermaßen formulieren. Man nehme zwei Minimal- 
kurven (das heißt Kurven, deren Länge gleich Null ist) c, und k,, die einen 
Punkt p, gemein haben. Man führe danach c, in Translationsbewegung 
derart, daß p, die Kurve k, durchläuft. Alsdann beschreibt c, eine Fläche, 
die in zweifacher Weise durch Translationsbewegung einer Minimalkurve 
beschrieben werden kann. Eine jede solche Fläche ist eine Minimalfläche. 

Wenn c, und k, imaginär-konjugierte Kurven, dann und nur dann 
ist die erzeugte Minimalfläche reell. 

Wenn c, und k, beide algebraische Kurven, dann und nur dann ist 
die erzeugte Minimalfläche algebraisch. 

Kann c, durch Translation in k, übergeführt werden, so bilden die 
Minimalkurven der Fläche eine irreduktible Schar, welche die Fläche 
zweifach bedeckt. Solche Flächen mögen Doppelflächen heißen. 

Der Tangentenkegel, dessen, Spitze auf dem imaginären Kugel- 
kreise liegt, zerfällt im allgemeinen in mehrere Kegel, deren jeder längs 
einer Minimalkurve berührt. Dieser Satz gibt eine äußerst einfache |573 
Formel für die Klasse einer jeden algebraischen Minimalfläche. 

Es sei R der Rang einer auf der Fläche gelegenen Minimalkurve, und 
sei M die Multiplizität des Kugelkreises auf der betreffenden Develop- 
pablen; es seien ferner R’ und M’ die entsprechenden Zahlen für eine 
Minimalkurve der zweiten Schar. Alsdann ist die Klasse gleich: 


M(R —M')+M'(R—M). 
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Ist die Fläche reell, so ist die Klasse gleich: 
2M(R—M). 
Ist die Fläche eine Doppelfläche, so ist die Klasse gleich: 
M(R—M). 


Die Zahl R — M ist immer größer als 2. | 

Ebenso wird eine allgemeine Methode entwickelt zur Bestimmung 
der Ordnung einer beliebigen Minimalfläche. 

Schneidet die früher besprochene Minimalkurve c, den Kugelkreis 
in den Punkten P,, P;,..., P, und schneidet k, den Kugeikreis in den 
Punkten II,, II,,..., II„, so liegt jede Gerade P,I/, auf der Fläche. 

Ih, 


2. F.d.M. Bd. IX, Jahrg. 1877, S. 573. Berlin 1880. 


In der vorangehenden Abhandlung war irrtümlich behauptet, daß 
eine algebraische Doppelfläche immer imaginär sei. Diese Ungenauigkeit 
wird in dieser kurzen norwegischen Note berichtigt. L. 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 21 


XIX. 
Mathematiske Sätninger (Mathematische Sätze). 
(Aus dem Norwegischen übersetzt.) 
Christ. Forh. Aar. 1878, Oversigt S.5 und 7. Christiania 1879. 
1. Allgemeine Sitzung vom 5. April 1878. Oversigt 8.5, Z. 18—6 v. u. 


Der Präses legte folgende mathematische Sätze vor, die Sophus [5 
Lie unterm 30. März für die Gesellschaft eingeliefert hatte: 


a) Eine Minimalfläche, die eine ebene Krümmunsgslinie enthält, ist 
algebraisch, wenn diese Kurve die Evolute einer algebraischen Kurve ist, 
sonst nicht. 

b) Eine Minimalfläche, die einen Zylinder nach einer geodätischen 
Kurve berührt, ist zugleich mit dieser Kurve algebraisch ; von der Kurve 
wird angenommen, daß sie eine Raumkurve ist. 


ce) Eine Minimalfläche ist algebraisch, wenn sie die Evolute einer 
algebraischen Raumkurve nach dem Orte der Krümmungszentren be- 
rührt, oder nach irgend einer Fußpunktkurve der Rückkehrkante. Die 
Singularitäten der Minimalfläche können aus denen der gegebenen Raum- 
kurve abgeleitet werden. Die Fläche ist im allgemeinen eine Doppel- 
fläche. 


2. Allgemeine Sitzung vom 3. Mai 1878. Oversigt 8.7, 2.1—9. 


Der Präses legte folgende mathematische Sätze vor, die Sophus [7 
Lie unterm 24. April für die Gesellschaft eingeliefert hatte: 

a) In jeden algebraischen Kegel lassen sich unendlich viele (oo”) 
algebraische Minimalflächen einschreiben, die sämtlich angegeben 
werden können. 

b) Wählt man unter den Tangentialebenen einer algebraischen 
Minimalfläche unendlich viele (oo!), so lassen sich in die betreffende Deve- 
loppable oo” algebraische Minimalflächen einschreiben, die sämtlich 
angegeben werden können. 


6 € | [84 
Petite contribution & la theorie de la surface Steinerienne. 
Par SophusLie. 


Arch. for Math. Bd. III, Heft 1, S. 84—92. Kristiania 1878. 


1. La surface Steinsrienne du quatrieme ordre et de la troisiöme 
classe a &te, comme on sait, l’objet des recherches de plusieurs g&ome6tres: 
Kummer, Weierstraß, Clebsch, Cremona, Sturm, Schroeter, 
Laguerre, ete. Je me propose de donner une petite contribution & la 
theorie de cette surface remarquable en dömontrant le thöor&me suivant: 

Le lieu des pöles d’un plan fixe par rapport aux coniques 
situ6es sur une surface Steinerienne est en general une 
autre surface Steinerienne. Si en particulier le plan touche 
la surface donn6e, la surface engendr6e sera une surface du 
second degr&.!) 

J’emploie l’expression pöle d’un plan par rapport & une conique © 
pour designer le pöle par rapport a& C de la droite d’intersection entre le 
plan donn& et le plan de la conique. 


sl. 

J’etablirai d’abord deux th&oremes auxiliaires dont le premier se 
rapporte aux coniques inscrites & un triangle donnd, l’autre se rap- [85 
porte aux coniques dans l’espace qui touchent quatre plans fixes. 

Les coniques inscrites au triangle de reference: x, = 0, = (0, 2, = 0 
sont represent6es, comme on sait, par l’&quation: 


(1) HYaı + %Vx + % Va =0, 
ou par l’&quation &quivalente: 
| Zu 2m =. 
® 
Le pöle de la droite: 
(2) Yılıt Yala + Ya = 0 





1) Je communiquais ce th&or&me dejä en 1869 & l’Universit6 de Christiania. 
21* 
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par rapport & une telle conique est determine par les equations: 
ey tiryı Bemiy tar = ayıt Mr: 


Ces formules obtiennent une forme remarquable lorsqu’on exprime 
les quantites y,, &, par les coordonne&es: 


Br Ra Be 
des points d’interseetion entre la conique (1) et la droite (2). En effet les 
equations: | 
zym=0, Mu =, 


Zo,ys;=0, Zoa,ya, = 0 
donnent: 
Pi „f EN Er 


PR We Mr 








et: 
%ı X X 


Vin — Van Vo yVae ‘ Vo -Valc, 


et par substitution des ASARIRE proportionelles trouvees au lieu [86 
de a, et y;: 


(8) 2, =pVoe, 5=eoya.n., Heplan: 











to= Van — 2%) + VS (0,0, — 2,8) + 
-+ VE8,8, (8 — 8%). 


En se rappelant maintenant que le facteur commun o peut &tre effac6 
dans les expressions des coordonnees homog£enes &,, &3, &,, on pourra 
önoncer le theoreme suivant: 

Theor&mel. Si une conique, inscrite au triangle de r&- 
ference: ,=0, %=0, z,=0 rencontre une droite donnöe 
dans les points: #/,2,,2, et &\,2,,2,, le pöle de la droite par 
rapport a la conique aura les coordonne&es: 

EEE TR VEREIRE, 1,7 
&,=Vam, = Vaza,, &,—= Va. 

3. Maintenant c’est facile de d&montrer l’autre theoreme auxiliaire 
dont j’ai besoin. 

Regardons une conique tangente aux quatre plans: &, =0, 1 =(0, 


%=0, 24= 0, une droite passant par deux points: 


[44 


’ [4 ” „ 
X, eo.) DR et: %,; .o., I, 
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de la conique, et le pöle eorrespondant: &,, &, &3, &ı. Faisons la per- 
spective de cette figure dans le plan 2,= 0, en choisissant le point: 
2% = %g—= 2%, = 0 comme lieu de l’eil. On obtiendra par la dans le plan 
&, = 0 une conique tangente aux droites: = 0, 3=0, 2%,3= 0, une 
droite passant par deux points: &, 25,2, et ©), %,, x, situ6s sur elle, 
et le pöle correspondant -&,, &, &. Done en employant le th6or&me 
precedant on aura les formules: 


ER PETER PETE ELE FE EEE 3 
&,=Vaa, Von, = Vo, 
auxquelles on peut ajouter, comme l’on trouve par un raisonnement 
analogue: 
&,=Ve;«). [187 
Cela donne: 
The&or&me II. Si une eonique inscrite au tetraedre de re&- 
ference: u =0, m =0, =0, z,=0 rencontre une droite 
1 ) 2 ’ 3 4 
Br G „ ’ 
dans les points: &,,...,a, et & ,...,%, , les coordonne6es £&, du 
pöle de la droite seront donne6es par la formule: 


&; = Ve: £, » 


Ss Il 
4. L’öquation: 
(4) %ı Ve: + 0% Vx; + 0% Ves +09 Ve = (0 
represente comme on sait une surface Steinerienne rapportee & son 


'tetra&dre fondamental. On obtient toutes les coniques situses sur elle 
en la coupant par une autre telle surface: 


(8) Bı Va, + PaVxs + Ba Va; + Bı VYr, = 0, 


ßı, Ba, Ps, Pa designant des parametres variables. Il est de möme &vident 
qu’on trouve toutes les coniques cherchees en &tablissant entre les ß 
une relation lineaire quelconque; car on obtient la möme conique en 
substituant au lieu de ß},..., ß, les quantites: 


Pı+ Acı,-.-, Bat Aa, 


ou A a une valeur quelconque. Dans le suivant nous supposons quelque- 
fois que les 8 soient liees par une relation lineaire: 


(5°) 20;ß; =; 


mais pour simplifier les formules nous gardons toutes les 8 dans nos for- 
mules. 
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5. Cherchons maintenant le lieu des pöles d’un plan fixe: 


(6) Yılıt Yale t Yalz + Yalı = 0 

par rapport aux coniques de la surface (4). Remarquons ä& cet effet que 
ces coniques touchent les quatre plans: &,=(,..., 24,= 0. Done (Theo- 
reme II) les formules: 

(7) &, = Vaal,..„&= Vale, [ss 


oü les x; et x, designent les points d’interseetion entre une telle conique 
et le plan (6), determinent le pöle correspondant. Il faut exprimer les 
quantites Vz}; par les quantitss donnees &,, y, et par les quantitss 
varlables ß;. 


Pour cela nous @liminons z, et x, entre les &quations (4), (5) et (6), 
ce qui donne une @quation de la forme: 


Az, +Bya yo +02, =0, 


laquelle nous regardons comme une &quation du second degre par rap- 
port Ya, etVx,. De cette maniere on trouvera: 


ER [4 „ 
aa =(, Yaı=4, 
ou: 


C = y2(a3 Pa — Ruß)? + Ya(Raßo — Raßı)? + Yalaaßs — Pa)’, 
A = yı (ar — Ruß3)? + Ya(aaßı — ße)? + Yalkıßa — Kshı)?- 


Un raisonement analogue donne les valeurs de VYx,x) et VYa/x). 


Done en substituant en (7) on trouvera les expressions cherchöes de 
Eis. +, &, qui puissent &tre representees par une formule unique: 


Ei = Z Yu (&ußr - PB =lp); 

uv 
en designant par ik u» succesivement toutes les permutations possibles 
des nombres 1, 2, 3, 4. 


Si l’on exprime ici 8, linöairement par ßı, ßs, ß, & l’aide de la re- 
lation (5’), on aura les coordonn6es du pöle cherch& exprim6des comme 
fonctions homogenes du second degre des trois parametres ß}, Ps, Ps- 
Mais apres Steiner et Weierstraß un point variable dont les coor- 
donnees sont des fonetions homogenes du second degr& de trois para- 
metres, d6crira en general une surface Steinsrienne. Donc le lieu cherch& 
sera, ou une surface Stein&rienne generale, ou une degeneration d’une 
telle surface. e 
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6. Pour discuter le lieu des pöles completement nous suivrons la [89 
möthode de Clebsch (Crelle-Borchardts Journal 1867.) Apres lui il 
faut former l’expression: 


Afı + Agfa + Agfa + Afı= PB) 


et chercher de telles valeurs des coefficients /, que @(ß) devient un carr6 
complet. Si l’on trouve quatre systemes distinets de valeurs qui satis- 
font & cette condition, la surface est une surface Stein&rienne generale. 
La recherche des A eonduit & une öquation du quatrieme degr& que l’on 
pourrait former et resoudre. En suivant cette route on trouverait quatre 
racines difförentes et par consequent quatre systemes de valeurs diffe- 
rentes pour les 4. 

Mais une telle methode serait assez laborieuse. J’ai trouv6 par 
une methode synthetique quatre systemes de valeurs qui satisfont 
& notre condition. J’indiquerai ces systemes aussitöt, et en veri- 
fiant qu’ils transforment la quantite @ dans un carr& complet je 
d&montre en m&me temps que la surface engendr6e soit une surface 
Steinerienne generale. 


Posons: 
(8) 4, ED MysYaYı en 3y10, 
h,=%92, ,=379%4J, „=41129, 
ou: 
(9) Q= Ku YaYs + KYaya + Kg Y3Ya; 


on verifiera par un calcul el&mentaire dont je supprime les details que 
2 7,f; prend la forme: 


(o1ßı + 02ßa + 03ß3; + 9ßı)?, 
ou: 
01 = Ku YaYs + Ks YaYa r 2 YsYa 


02 = — Aı&oY3Yas 03 7 —&ıRsYaYa» 0a —RıdkıaYaY)s- 


On connait ainsi un syst&me de valeurs pour les A qui transforment 
24,f;, dans un carr& complet. On voit de plus, qu’on obtient des [90 
nouveaux systemes qui possedent la m&me propriete, en permutant dans 
les formules (8) et (9) les indices 1, 2, 3, 4 d’une maniere quelconque. 
Entre ces systemes il y a quatre qui sont distinets, suppose que les con- 
stantes y ont des valeurs generales. Donc la surface engendr6e sera une 
surface Steinerienne gen6rale, lorsque le plan donne a une position 
generale par rapport & la surface donnee. 
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$ III. 


7. Nous cherchons maintenant les modifications auxquelles notre 
theoreme sera soumis pour des positions speciales du plan donng, en sup- 
posant toujours que la surface Stein&erienne donnee soit generale. 

En supposant que le plan donn& ne soit pas tangent ä la surface donn&e, 
la courbe d’intersection entre la surface et le plan sera une courbe irre- 
ductible du quatrieme ordre. Elle aura evidemment trois points doubles. 
Prenons un point p de cette courbe; il existe toujours une conique situee 
sur la surface qui est tangente au plan donn& en p, et qui ne soit pas 
situ&e dans ce plan. Or le pöle du plan par rapport ä& cette conique est 
preeisement p; done ce point appartiendra & la surface engendree. Cela 
donne: 

Lorsque le plan donne ne soit pas tangent ä la surface 
donne&e, leur courbe d’intersection appartiendra ä la surface 
engendree. 

La surface engendree contiendra ensuite dans le cas general une 
courbe du quatrieme ordre a trois points doublest); par consequent elle 
sera une surface Steinerienne generale. 

Quand le plan donneE ne soit pas tangent a la sur- [91 


face donne&e, la surface engendr6e sera une surface Steine- 
rienne gen£rale. 


8. Supposons maintenant que le plan donn& soit tangent & la surface 
donnee, et soit A le point de contact. Dans ce cas la courbe d’inter- 
section entre la surface donnee et le plan donne& consistera de deux 
eoniques qui se coupent en A et en trois autres points. Maintenant on 
ne peut plus demontrer comme precedemment que la courbe d’inter- 
section entre la surface donnee et le plan donn& appartienne aussi & la 
surface engendre6e. 

Pour trouver la courbe d’intersection entre le plan donne et la surface 
engendr&e nous chercherons les points dans l’espace, appartenant & la sur- 
face engendree qui sont infiniment voisins au plan donne. De tels points 
correspondent necessairement & des coniques k situ6es en des plans tan- 
gents, infiniment voisins au plan donne. Or de tels plans passent par 4, 
abstraction faite d’une quantite infinitesimale. La conique k est infiniment 





1) La courbe d’intersection entre la surface donn&e et le plan donn& possede 
quatre tangentes doubles situees dans les quatre faces du t&tra&dre fondamental de 
la surface donn&e. Ensuite le tetra&dre fondamental de la surface engendre&e contient 
aussi quatre faces distinctes. 
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peu different de l’une des deux coniques situees dans le plan donne. Done 
la tangente en A & la eonique k sera infiniment voisine & la tangente cor- 
respondante de la conique situee dans le plan donne. 

En poursuivant ces considerations on verra que l’intersection entre 
le plan donne et la surface engendree consiste seulement de deux droites: 
les tangentes en A des deux coniques situees dans le plan donne. Ces 
deux droites sont en möme temps les tangentes asymptotiques de la sur- 
face donnee dans le point A. 

Dans le cas considere la surface engendree sera une surface du second 
ordre qui touche le plan donne en A. 


9. La surface gauche du troisieme ordre et de la troisieme classe [92 
est, comme on sait, une d&generation de la surface Stein&rienne. Notre 
thöor&me s’applique encore & cette degeneration. La surface engendree 
sera elle-m&me pour une position generale du plan donne une surface 
gauche du troisieme ordre. 


XXa. 
Selbstanzeigen von XX. 


1. Repertorium Bd. II, S. 408, 409, Leipzig 1879. 


Versteht man unter dem Pol einer Ebene hinsichtlich eines [408 
Kegelschnitts den Pol der Durchschnittsgeraden der gegebenen Ebene [409 
mit der Ebene des Kegelschnitts, so besteht der Satz: 

Der Ort der Pole einer festen Ebene hinsichtlich aller Kegelschnitte, 
die auf einer Steinerschen Fläche vierter Ordnung dritter Klasse liegen, 
ist im allgemeinen eine andere solche Fläche. Wenn jedoch die Ebene 
dıe vorgelegte Fläche berührt, so ist die erzeugte Fläche eine Fläche 
zweiten Grades. 

Zu jeder Steinerschen Fläche vierter Ordnung dritter Klasse ge- 
hören somit oo? Flächen zweiten Grades und 00° Steinersche Flächen 
vierter Ordnung dritter Klasse. 

Diese Sätze bestehen noch, wenn die vorgelegte Fläche in eine 
Linienfläche dritter Ordnung ausartet. 

Fast wörtlich stimmt hiermit überein die Selbstanzeige in den F.d.M. Bd.X, 


Jahrg. 1878, S. 531, Berlin 1880. Nur fehlt hier der Absatz: „Zu jeder ... dritter 
Klasse‘, und der letzte Absatz beginnt: ‚Der Satz bleibt gültig, wenn“. 


2. Bulletin Bd. XIV (II. Ser., Bd. III), 2. Abt., $. 187, Paris, November 1879. 


Si l’on entend par pöle d’un plan par rapport ä& une conique le [187 
pöle de la droite d’intersection du plan donn& avec le plan de la conique, 
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on a ce theor&me: „Le lieu du pöle d’un plan fixe par rapport & toutes 
les coniques situdes sur une surface Stein&rienne de quatrieme ordre et 
de troisieme classe est en general une autre surface de möme nature. Si 
toutefois le plan est tangent & la surface donnee, la surface engendree 
sera une surface du second degre.“ 

„A chaque surface Stein&rienne de quatrieme ordre et de troisieme 
classe correspondent ainsi oo? surfaces du second degr6 et oo? surfaces 
Steineriennes de quatrieme ordre et de troisieme classe.‘ 

Ces theor&mes subsistent encore lorsque la surface donnde degenere 
en une surface gauche du troisieme ordre. 


XXI 


Sätze über Minimalflächen. [166 
Von Sophus Lie. 
Arch. for Math. Bd. III, Heft 2, S. 166—176, Kristiania 1878. 


1. Die Aufgabe, durch eine gegebene Linie eine Minimalfläche zu 
legen, deren Normalen längs der Kurve ebenfalls gegeben sind, wurde, 
wenn ich nicht irre, zuerst allgemein erledigt von Björling.!) Sind x, y, 2 
die Koordinaten der Punkte der gegebenen Kurve, ausgedrückt als Funk- 
tionen einer unabhängigen Variablen t, sind ferner X, Y, Z die Kosinus 
der Winkel, welche die gegebene Normale in dem betreffenden Punkte 
mit den Koordinatenachsen bildet, so wird, wenn man setzt: 


U=r+i/(Zdy- Yd, 
(1) V=y+if(Xde—-Zde), 
W=z+i/(Yde— Xdy), 


die gesuchte Minimalfläche (man vergleiche Schwarz, Crelle-Borchardts 
Journal Bd. 80, S. 291) bestimmt durch die Gleichungen: 


RER, Want, zB. 


2. Im Jahre 1872 stellte Schwarz die Aufgabe, die Minimal- [167 
fläche zu bestimmen, die eine vorgelegte ebene Kurve als geodätische 
Kurve enthält. Nun ist allerdings dieses Problem nur ein spezieller Fall 
des obenbesprochenen Problems, dessen allgemeine Lösung man kennt. 
Nichtsdestoweniger sind die von den Herren Henneberg und Herzog 
gegebenen Beantwortungen des speziellen Problems sehr bemerkens- 
wert. Insbesondere scheint mir er folgende von Henneberg entdeckte 
Satz sehr interessant: 

Enthält eine Minfmaltläche eine ebene geodätische 
Kurve, so ist die Fläche algebraisch, wenn die Kurve die 
Evolute einer algebraischen Kurve ist, sonst nicht. 





1) Später haben sich Bonnet und Weierstraß mit Erfolg mit demselben 
Probleme beschäftigt. 
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Durch synthetische Betrachtungen ist es mir gelungen, einige bemer- 
kenswerte Verallgemeinerungen des Hennebergschen Satzes zu finden. 
Ich erlaube mir, diese Verallgemeinerungen hier kurz anzugeben. Im 
Übrigen beabsichtige ich, bei einer späteren Gelegenheit diese und einige 
verwandte Gegenstände näher zu besprechen. 


I. Die Minimalfläche, die eine gegebene ebene Krümmungslinie enthält. 


3. Zunächst bemerke ich, daß man in dem Hennebergschen Satze 
ohne weiteres „Krümmungslinie"“ statt „geodätische Kurve“ 
setzen kann. 

Es sei in der Tat die gegebene ebene Krümmunpgslinie in der x, y- Ebene 
gelegen. Alsdann kann man in (1) nach einem bekannten Satze: 


Z= y= Const. 


setzen. Ferner ist: 
= 0, Ade+ Yay=V: 


Also kommt, wenn man die Bogenlänge der gegebenen Kurve mit s be- 
zeichnet: 


a ee 








dz day da. , Yda-— Ady f168 


Und durch Einsetzung in (1) folgt: 
U=z-+ıyy, V’=y-ıya, W= ivyl1—»2.s. 


Ist daher die gegebene Kurve die Evolute einer algebraischen Kurve, und 
also s eine algebraische Funktion von &, so sind U, V, W algebraische 
Funktionen von x, so daß die erzeugte Minimalfläche wirklich alge- 
braisch ist. 


4. Verlangt man andererseits, daß die erzeugte Minimalfläche alge- 
braisch sein soll, so muß zunächst die gegebene Kurve algebraisch sein, 
das heißt, y ist eine algebraische Funktion von x. Es muß ferner mög- 
lich sein, U, V, W als algebraische Funktionen einer Variablen darzu- 
stellen. Und da U und V schon algebraische Funktionen von & sind, so 
muß auch W, und zugleich s eine algebraische Funktion von x sein. 
Das heißt, die gegebene Kurve muß die Evolute einer algebraischen 
Kurve sein. Also: 

SatzI. Enthält eine Minimalfläche eine ebene Krüm- 
mungslinie, so ist die Fläche algebraisch, wenn die Kurve 
die Evolute einer algebraischen Kurve ist, sonst nicht. 
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Dieser Satz ist offenbar eine Verallgemeinerung des Henneberg- 
schen Satzes. Denn eine ebene geodätische Kurve ist eo ipso eine Krüm- 
mungslinie, während eine ebene Krümmungslinie im allgemeinen keine 
geodätische Kurve ist. 


II. Die Minimalfläche, die eine gegebene Zylinderfläche nach einer 
geodätischen Kurve berührt. 


5. Jetzt betrachte ich die Minimalfläche, die eine gegebene Zylinder- 
fläche nach einer geodätischen Kurve berührt. Ich wähle die Zy- [169 
linderachse zur z-Achse. Alsdann wird: 


et, Kat Yay=d, 


woraus, indem wir die Bogenlänge des orthogonalen Querschnitts mit s 
bezeichnen: 


Gert zdse= Yde-Xäy. 


Indem wir diese Werte in (1) einführen und dabei berücksichtigen, daß: 
Berks;, ke Goust. 
ist, erhalten wir die Gleichungen: 
U=s:1-—k), V=yl-k), W=(k+Vs. 


Setzen wir nun insbesondere voraus, daß k nicht Null ist), so erkennen 
wir, daß die erzeugte Minimalfläche jedesmal algebraisch ist, wenn die 
Kurve algebraisch ist. Also: 

Satz II. Berührt eine Minimalfläche eine Zylinderfläche 
nach einer geodätischen Kurve, die nicht eben ist, so ist 
die Minimalfläche gleichzeitig mit der Kurve algebraisch. 


6. Auch dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des Henneberg- 
schen Satzes. Dabei mache ich zwei Bemerkungen: 

1. Jede Minimalfläche, die eine Zylinderfläche nach einer nicht 
ebenen geodätischen Kurve berührt, kann durch Biegung in eine Minimal- 
fläche mit einer ebenen geodätischen Kurve übergehen. 

2. Zwei beliebige Minimalflächen, die eine Zylinderfläche nach zwei 
geodätischen Kurven berühren, können durch Biegung, verbunden mit 
einer Ähnlichkeitstransformation, in einander übergeführt werden. 





1) Wäre k+-i=0, und wäre also die gegebene geodätische Kurve von der 
Länge Null, so reduzierte sich die zugehörige Minimalfläche auf die betreffende 
Kurve, vorausgesetzt, daß die Zylinderachse den Kugelkreis nicht trifft. 
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III. Die Minimalfläche, die die Evolute einer Raumkurve nach dem [170 
Orte der Krümmungszentra berührt. 


7. Der Satz II ist der spezielle Fall eines Satzes, der sich auf be- 
liebige Developpable bezieht. Ich werde denselben kurz entwickeln. 
Zuerst bemerke ich, daß jede Minimalfläche: 


2) 2=Al)+Aı nd), y-=Bl)+B@), z2=C(l)+C,(), 


wo A und A, konjugierte Funktionen bezeichnen, durch die folgende 
Konstruktion erhalten werden kann: 

Ich betrachte die beiden Minimalkurven?), das heißt, Kurven von 
der Länge Null?): 


(8) Se 2A(t), A 2 Bit), a2 Kassa 2C (t) 
und: 
(4) %=24A,(T), %=2B,(t), 2= 20, (T). 


Ich verbinde einen arbiträren Punkt £,, Y,,2ı mit einem arbiträren 
Punkte &,, Ya, 2; und suche den Mittelpunkt dieser beiden Punkte: 


mt), yaılyıty), 2=3at 2). 


Der Ort dieser Mittelpunkte ist offenbar die vorgelegte Minimal- 
fläche. 

Dabei bemerke ich, daß die Tangentenebene der Fläche zwei [171 
Gerade enthält, die beziehungsweise mit den zugehörigen Tangenten der 
Kurven (3) und (4) parallel sind. Konstruiert man daher die um diese 
beiden Kurven umgeschriebene Developpable D, so berührt unsere 
Minimalfläche diese Developpable nach einer Kurve S$. 


8. Jetzt konstruiere ich die beiden Developpablen, deren Rückkehr- 
kanten die Kurven (3) und (4) sind. Diese Flächen schneiden einander 
nach einer Kurve C, deren Evolute (Polarfläche) eben die Developpable D 
ist. Und ferner ist $ der Ort der Krümmungszentra der Raumkurve (. 

Umgekehrt könnte man eine beliebige (reelle) Raumkurve C wählen, 
sodann eine Developpable um diese Kurve und den imaginären Kugel- 
kreis umschreiben. Die Rückkehrkante würde dann im allgemeinen eine 
irreduktible Minimalkurve bilden. Die zugehörige Minimalfläche ®) 





1) Solche Kurven sind, aufgefaßt als Ebenengebilde, Minimalflächen. 

2) Besonders Darboux hat sich eingehend mit Kurven von der Länge 
Null beschäftigt. 

3) Diese Fläche ist somit im allgemeinen eine Doppelfläche. 
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würde die Evolute der Raumkurve Ü nach dem Orte der Krümmungs- 
zentra berühren. Also: 


Satz. Die Minimalfläche, die die Evolute einer alge- 
braischen Raumkurve nach dem Orte der Krümmungs- 
mittelpunkte berührt, ist algebraisch. 

Es ist nun denkbar, daß die vorgelegte Kurve CÜ mehrere Fokalen 
besitzt. Alsdann steht die erzeugte Minimalfläche in demselben Ver- 
hältnisse zu diesen Fokalkurven wie zu ©. Also: 

Berührt eine Minimalfläche die Evolute einer Raum- 
kurve C nach dem Orte der Krümmungsmittelpunkte, so 
steht sie in demselben Verhältnisse zu den Evoluten aller 
Fokalkurven von (. | 


9. Ich bemerke jetzt, daß die Gleichungen unserer Minimalfläche 
auch folgendermaßen geschrieben werden können: 


2= (AU +M)+ (Am —M), 
y=(Bü+N)+(Bo—N), 
z= (Cl + D+ (GW) —P), 


wobei M, N, P arbiträre Konstanten bezeichnen. Infolgedessen [172 
gibt es dreifach unendlich viele Kurvenpaare (3), (4), welche dieselbe 
Minimalfläche erzeugen. Also: 

Jede algebraische Minimalfläche wird von dreifach un- 
endlich vielen Evoluten algebraischer Raumkurven nach 
dem Orte der Krümmungsmittelpunkte berührt. 

Ist eine beliebige Minimalfläche vorgelegt, so ist es immer möglich, 
diejenige Differentialgleichung dritter Ordnung zu integrieren, deren In- 
tegralkurven die besprochenen Berührungskurven sind. 


10. Setzt man, indem man mit m und n zwei beliebige Zahlen be- 
zeichnet: 


D A Frın, m-"t"B, „=rTttch 











M 
und 
) Fig, n- Be, ara, 
so bestimmen die Gleichungen: 
a) Mia ER a 2 | 
.i m+n ’ Bi mtn ’ Oo mtn 


wiederum dieselbe Minimalfläche wie die Gleichungen (2). Unsere |17; 
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Fläche berührt daher die um die Minimalkurven (5) und (6) umgeschrie- 
bene Developpable nach einer gewissen Kurve. Wickelt man die Deve- 
loppable in eine Ebene ab, so wird die Berührungskurve die schiefe Fuß- 
punktkurve eines gewissen Punkts hinsichtlich derjenigen Kurve, in die 
die Rückkehrkante übergegangen ist. Also: 

Jede Minimalfläche berührt vierfach unendlich viele 
Developpable nach geodätischen Fußpunktkurven!) der be- 
treffenden Rückkehrkante. 

Ist insbesondere eine solche Developpable ein Kegel, so ist die Fuß- 
punktkurve ein geodätischer Kreis. 


11. Ich werde jetzt insbesondere solche algebraische Developpable 
betrachten, deren Abwickelung in eine Ebene durch algebraische Ope- 
rationen geleistet wird, anders ausgesprochen, solche Developpable, die 
zu zweifach unendlich vielen algebraischen Raumkurven Evoluten sind. 
Auf einer solchen Developpablen liegen zwei Scharen algebraischer Mini- 
malkurven. Daher zeigen die vorangehenden Entwickelungen, daß eine 
solche Developpable jedenfalls von dreifach unendlich vielen algebraischen 
Minimalflächen berührt wird.?) 

Ist jedoch die betreffende Developpable insbesondere ein Kegel oder 
eine Zylinderfläche, so erhält man nur zweifach unendlich viele einge- 
schriebene Minimalflächen. 


IV. Minimalflächen mit einer ebenen geodätischen Kurve [174 


12. Jetzt werden wir uns auf Minimalflächen beschränken, die eine 
ebene geodätische Kurve E: 


:=0, Fr,y)= 0 


enthalten. Und laß uns mit Henneberg voraussetzen, daß E die Evo- 
lute einer reellen algebraischen Kurve (©: 


=D: ol) d 


ist. Ich nenne die Ordnung und Klasse der Evolute E beziehungsweise 





1) Bei Biegung gehen [nämlich] diese Kurven in die entsprechenden Kurven 
der neuen Fläche über. 

2) Kennt man zwei algebraische Minimalflächen, die in eine Developpable ein- 
geschrieben sind, so findet man leicht unendlich viele solche Flächen, die in dieselbe 
Developpable eingeschrieben sind. Dies kann man anwenden auf die Doppeldeve- 


loppable einer Minimalfläche, welche Developpable übrigens im allgemeinen zer- 
fällt. 
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o,und c,. Ferner sei e die Zahl der parallelen Tangenten, die an die Kurve 
C gezogen werden können. 

Ich konstruiere die Developpable, die um C und den Kugelkreis um- 
geschrieben ist. Die Rückkehrkante dieser Developpablen?) ist eine Mini- 
malkurve, deren Ordnung gleich 20,, deren Rang gleich 2c, ist. Die 
Multiplizität des Kugelkreises auf der Developpablen ist gleich e. In- 
'folgedessen ist die Klasse der erzeugten Minimalfläche, die nach unseren 
Voraussetzungen eine Doppelfläche ist, gleich e(2c, — e). Also: 

Enthält eine algebraische Minimalfläche eine reelle 
ebene geodätische Kurve, deren Klasse gleich e, ist, so ist 
die Klasse der Fläche gleich e(2c,—e). e ist die Zahl der 
parallelen reellen Tangentenebenen der Fläche, e ist zu- 
gleich die Zahl der parallelen Tangenten derjenigen Kurve, 
deren Evolute die gegebene geodätische Kurve ist. 

Die Ordnung der erzeugten Minimalfläche bestimmt man nach den 
allgemeinen Regeln, die ich bei einer anderen Gelegenheit gegeben habe. 
Hier bemerke ich nur, daß diese Zahl nie größer als: 


0,(20, —]) [175 
ist. 

13. Es sei jetzt die Kurve C symmetrisch, zum Beispiel hinsichtlich 
der x-Achse. Alsdann ist auch die Evolute E symmetrisch hinsichtlich 
dieser Linie, und folglich ist, wie Herzog und Henneberg bemerken, 
auch die Fläche symmetrisch hinsichtlich der z, &-Ebene. Die gemachten 
Voraussetzungen führen jedoch weiter. Denn die Kurve © besitzt eo ipso 
eine ebene Fokalkurve, die in der z, x-Ebene gelegen ist, und die Evolute 
dieser Fokalkurve ist eine neue ebene geodätische Kurve unserer Fläche. 

Ist die ebene Kurve, die in der &, y-Ebene gelegen ist, 
symmetrisch hinsichtlich der x-Achse, so hat unsere Kurve 
bekanntlich eine ebene Fokalkurve, die in der 2, &-Ebene 
liegt. Diejenige Minimalfläche, die die Evolute von C als 
ebene geodätische Kurve enthält, enthält zugleich die Evo- 
lute der Fokalkurve als geodätische Kurve. 

Ist die Kurve © zum Beispiel eine Ellipse, so gibt es bekanntlich 
zwei Symmetrieachsen und zwei ebene Fokalkegelschnitte, unter denen 
jedoch einer imaginär ist. Die Minimalfläche, die die Evolute einer Ellipse 
als geodätische Kurve enthält, enthält also zugleich die Evoluten der 





1) Wir beschränken uns hier auf den Fall, daß diese Developpable nicht zer- 
fällt. Der zweite Fall ließe sich ganz ebenso erledigen. In diesem Falle ist die oben- 
stehende Formel für die Klasse der erzeugten Minimalfläche mit 2 zu dividieren. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 2 
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beiden Fokalkegelschnitte als geodätische Kurven. (Man vergleiche Her- 
zogsund Hennebergs Arbeiten.) Die betreffende Fläche ist nach unserer 
allgemeinen Formel von der zwölften Klasse.!) 

Endlich werde ich voraussetzen, daß die Gleichung der Kurve: 
p(x,y) = 0 zugleich die Form: 


9—-%,—y)=0 


erhalten kann. In diesem Falle ist auch die Bonnetsche Biegungs- [176 
fläche im allgemeinen eine Doppelfläche, und also ist ihre Klasse gleich 
derjenigen der ursprünglichen Fläche. 

Hier möge endlich explizite ausgesprochen sein, daß die Biegungs- 
fläche einer Minimalfläche im allgemeinen dieselbe Klasse wie die ur- 
sprüngliche Fläche besitzt. Ist jedoch die eine unter diesen beiden Flächen 
eine Doppelfläche, so ist ihre Klasse nur halb so groß wie die Klasse der - 
zweiten Fläche. 

Können überhaupt zwei Minimalkurven in einander übergehen durch 
eine lineare Transformation, die den Kugelkreis invariant läßt, so be- 
sitzen die entsprechenden Minimalflächen im allgemeinen dieselbe Klasse. 
Ist jedoch die eine Fläche eine Doppelfläche, so ist ihre Klasse nur halb so 
groß wie die Klasse der zweiten Fläche. 

Eine interessante Anwendung findet diese Bemerkung auf die beiden 
Flächen, die die Evolute einer ebenen algebraischen Kurve beziehungs- 
weise als Krümmungslinie und als geodätische Kurve enthalten.?) 


XXla. 
Selbstanzeige von XXI. 


F.d.M. Bd.X, Jahrgang 1878, S. 542—543. 
Enthält eine Minimalfläche eine ebene Krümmungslinie, so ist [543 


die Fläche algebraisch, wenn die Kurve die Evolute einer ebenen alge- 
braischen Kurve ist, sonst nicht. Berührt eine Minimalfläche eine Zy- 





1) Bei einer anderen Gelegenheit werde ich einige Abweichungen zwischen 
Hrn. Hennebergs und meinen Untersuchungen besprechen. In einem Punkte liegt 
der Irrtum bei mir, wie ich in einer Mitteilung an die Gesellschaft der Wiss. in Chri- 
stiania angegeben habe. In anderen Punkten, die allerdings in Hennebergs wert- 
voller Arbeit nur eine untergeordnete Wichtigkeit haben, scheint es mir, daß 
sich Henneberg geirrt hat. 

2) Enthält eine Minimalfläche eine Haupttangentenkurve, deren Dekulssione- 
ebenen konstanten Winkel mit einer Geraden L bilden, so ist die Fläche algebraisch, 


wenn die orthogonale Projektion der Kurve parallel zu L die Evolute einer alge- 
braischen Kurve ist, sonst nicht. 


Abschn. IV, Nr. 13. — Selbstanzeige von XXI 339 


linderfläche längs einer geodätischen Kurve, die nicht eben ist, so ist 
die Fläche algebraisch, wenn die Kurve algebraisch ist, und nur in diesem 
Falle. Die Minimalfläche, die die Evolute (die Polarfläche) einer alge- 
braischen Raumkurve längs des Ortes der Krümmungsmittelpunkte be- 
rührt, ist algebraisch. Berührt eine Minimalfläche die Evolute einer 
algebraischen Raumkurve © längs des Ortes der Krümmungsmittel- 
punkte, so steht sie in demselben Verhältnisse zu den Evoluten aller 
Fokalkurven von ©. Jede algebraische Minimalfläche berührt oo° Evo- 
luten algebraischer Raumkurven längs des Ortes der Krümmungsmittel- 
punkte. (Henneberg hat schon früher gezeigt, daß eine Minimalfläche 
mit einer ebenen geodätischen Kurve nur dann algebraisch ist, wenn die 
Kurve die Evolute einer ebenen algebraischen Kurve ist.) L. 


22* 


XXIl. 


Sätze über Minimalflächen. II. [224 
Bestimmung aller algebraischen Minimalflächen, die sich 
in einen algebraischen Kegel einschreiben lassen. 
Von Sophus Lie. 


Archiv for Math. Bd. III, Heft 2, S. 224—233 (1878). 


Die Theorien meiner vorangehenden Note, verbunden mit der Bon- 
netschen Theorie der Biegung der Minimalflächen, geben eine elegante 
Bestimmung aller algebraischen Minimalflächen, die sich in einen be- 
liebigen vorgelegten algebraischen Kegel einschreiben lassen. Dies werde 
ich jetzt zeigen, indem ich zuerst einen Satz, den ich früher synthetisch 
entwickelt habe, nunmehr analytisch beweise. 


1. Seien x, y, 2 die Punktkoordinaten einer reellen algebraischen Kurve. 
Die Koordinaten &,, Yı,2ı des Krümmungsmittelpunkts sind bekannt- 


lich bestimmt durch: 
gen 
Gr=ST a Lyalgn 


y" 
Yyı En Yy r gr? + y”? + zr2? 





gu 
Fer yher 

wo x”, y”, 2” die zweiten Differentialquotienten hinsichtlich der Bogen- | 225 
länge s bezeichnen. Konstruiert man nun in einem Krümmungsmittel- 
punkte die Normale zur Tangentenebene der Evolute, so erhält man eine 
Gerade, deren Richtungskosinus beziehungsweise x’, y’, 2’ sind. Die Mini- 
malfläche, die die Evolute nach dem Orte der Krümmungsmittelpunkte 
berührt, ist daher gegeben durch die bekannten Formeln: 


E& RU DERV,  TeSV, 


A=2:+ 


wo: 
U=m+i/(edy — yda), 
V=y+ifl@da— zrdaı), 
W=a+i/(yda, — vdyı). 
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Durch Ausführung findet man: 


nn 2 / a ur ER : 2" 

U= Tı +i/ (za z’2 4 y"2 4 22 ee 

oder, indem man die Integration ausführt und die analogen Ausdrücke 
der Größen V und W hinzufügt: 

















! ‚ 
N 2 yo Yy FA 
U=- Tı ‘r V ne yra Lzr2? 
ir BE Et A 
= Yım dan yma zwi? 
BR $: ya — a’ y" 
W= 21 + ® zu Lyra zri' 


Hiermit ist nachgewiesen, daß die gesuchte Minimalfläche algebraisch 
ist. Also: 

Satz 1. Die Minimalfläche, die die Evolute einer alge- 
braisschen Raumkurve nach dem Orte der Krümmungs- 
mittelpunkte berührt, ist algebraisch. 

Es ist leicht, zu verifizieren, daß der Punkt, dessen Cartesische 
Koordinaten beziehungsweise U, V, W sind, auf der Evolute gelegen 
ist. Es besteht in der Tat, wie man durch Ausführung findet, die [226 
Identität: 


1) U-)e+-Wy+W—-2)’=0. 
Hier möge noch bemerkt werden, daß: 
9 ee: —1 
(U az 2)” He des Yı) ır (WR 21)” ge ar? + y"2 + 272° 


oder, wenn man den Krümmungsradius der ursprünglichen Kurve mit 0 
bezeichnet: | 


(2) vU-®?+0/- MP? + W—-a)=ie. 


2. Jetzt suchen wir die Bonnetsche Biegungsfläche. Setzen wir: 








U= +10, V=yH+t!% W=2zH+ 2 


und nennen die Koordinaten der reellen Punkte der Biegungsfläche be- 
ziehungsweise &,n,&, so ist nach Bonnet: 


E= Rn —%), n= Rliy —Y), %= Rliz — 2). 


Der Berührungskurve der ursprünglichen Minimalfläche mit der vorgeleg- 
ten Evolute entspricht dabei auf der neuen Minimalfläche diejenige 
Kurve K, deren reelle Punkte durch die Formeln: 


Ee=— I, 77.774 (=—2% 
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gegeben sind. Die Normale der Tangentenebene längs dieser Kurve be- 
sitzt dabei bekanntlich die Richtungskosinus «’, y’, 2’, das heißt, dieselben 
Richtungskosinus, wie die entsprechende Tangentenebene der ursprüng- 
lichen Fläche. 
Wir werden zeigen, daß die Tangentenebenen der Biegungsfläche 
längs K einen Kegel bilden. 
Es ist nämlich: 
zdU+yaV/+z!dW=0, 
woraus folgt: 
ed + ydy + da =0, [227 


ds, +ydy+ de, =0; 
ferner ist (1): 
"ut YYyt2!2=0, 
also kommt: 


' [4 ' 














zT en Yy u 2 
Ya % 2, Ta | % |’ 
dy,d2z d2,4%, ıda,dy, 


welche Gleichungen zeigen, daß die Tangentenebenen der Biegungsfläche 
längs der Kurve K sämtlich durch Origo gehen. 

Berücksichtigt man nun die Formel (2), so kann man den folgenden 
merkwürdigen Satz aussprechen: 


Satz 2. Die Biegungsfläche berührt einen Kegel, dessen 
Tangentenebenen mit den Normalebenen der ursprüng- 
lichen Kurve parallel sind. Für jeden Punkt der Berührungs- 
kurve ist die Distanz von Origo gleich dem entsprechenden 
Krümmungsradius der ursprünglichen Raumkurve. 

Früher haben wir gefunden, daß die vorgelegte Minimalfläche 00°? 
Evoluten algebraischer Raumkurven nach dem Orte der Krümmungs- 
mittelpunkte berührt. Den betreffenden Berührungskurven entsprechen 
dabei auf der Biegungsfläche die dreifach unendlich vielen Kurven, nach 
denen die letzte Fläche von ihren Tangentenkegeln berührt wird. Und 
da die Beziehung zwischen den beiden Minimalflächen eine gegenseitige 
ist, folgt, daß auch die Berührungskurven der vorgelegten Fläche mit 
ihren Tangentenkegeln diejenigen Kurven der Biegungsfläche liefern, 
nach denen diese Fläche von den Evoluten von Raumkurven nach dem 
Orte der Krümmungsmittelpunkte berührt wird. 


3. Ist nun ein beliebiger algebraischer Kegel gegeben: 


30 


Nr. 2—4. Die Biegungsfläche. — Algebr. Minimalflächen in algebr. Kegel 343 


so findet man folgendermaßen vermöge des vorangehenden Satzes [228 
beliebig viele algebraische Minimalflächen, die in diesen Kegel ein- 
geschrieben sind. 


Ich setze: 


er 


U U 
= 


und interpretiere dabei mit Plücker £,u, v als Koordinaten der allge- 
meinen Ebene: 
Ing tt uy + —1-=0. 


Ich füge eine arbiträre algebraische Relation zwischen t, u, v: 
o(t, u, v) = 0 


hinzu. Alsdann bestimmen die beiden Gleichungen: f= 0, @ = 0 die Os- 
kulationsebenen einer algebraischen Raumkurve, deren Normalebenen 
mit den Tangentenebenen des vorgelegten Kegels parallel sind. 


Nunmehr nehme ich auf jeder Erzeugenden des Kegels einen Punkt p, 
dessen Distanz von Origo, das heißt von der Kegelspitze, gleich dem ent- 
sprechenden Krümmungsradius der Raumkurve ist. Der Inbegriff der 
Punkte p bildet eine Kurve, und diejenige Minimalfläche, die den vorge- 
legten Kegel nach dieser Kurve berührt, ist nach dem Vorangehenden 
immer algebraisch. Also: 


Satz 3. Es gibt unendlichfach unendlich viele algebra- 
ische Minimalflächen, die in einen beliebigen vorgelegten al- 
gebraischen Kegel eingeschrieben sind. Um eine solche zu 
finden, nehme man eine beliebige algebraische Raumkurve, 
deren Binormalen mit den Erzeugenden unseres Kegels par- 
allel sind, und bestimme auf jeder Erzeugenden einen Punkt 
p, dessen Distanz von der Kegelspitze gleich dem entspre- 
chenden Krümmunssradius der Raumkurve ist. Die Mini- 
malfläche, die den Kegel längs der von den Punkten p er- 
zeugten Kurve berührt, ist algebraisch. 


4. Der letzte Satz erhält dadurch eine noch größere Wichtigkeit, daß 
die angegebene Konstruktion sämtliche algebraische Minimalflächen 
liefert, die in den vorgelegten algebraischen Kegel eingeschrieben sind. 


Seien in der Tat: [229 
Eee: Nuln Cm 


die Gleichungen der Berührungskurve einer beliebigen eingeschriebenen 
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algebraischen Minimalfläche mit dem vorgelegten Kegel. Seien X, Y,Z, wo: 























B Br h 4 er Z 
Ya 2% 22 Ta % Ya |’ 
dy,d2, d2,dt, dz,dys 


die Richtungskosinus der Tangentenebene des Kegels. Setze ich dann: 


(3) dyı = Xda» —Zdz,, 


Ds 
| da, = Zdy — Yda,, 
dz, = Ydx,— Xdys 


und ferner: 
U= +18, Vey tim Wen te, 


so bestimmen die Gleichungen: 
E# BU, n=RV, Zur 
die gegebene Minimalfläche. 
Es bestehen [aber], wie man leicht verifiziert, die folgenden Formeln: 


da, = — Zdyı + Ydz,, 

(4) dyp=—-Xdza, +Zdz,, 
ds = — Ydxı, + Xdy,, 
(5) , 22, +7 u +2.,=0, 
Xd + Ydyw+Zdz,=0, 
%dX+ydY+2dZ=0, 
Xdu + Ydy +Zda=0. 


Wir führen drei neue Größen &, y, 2 ein, indem wir setzen: 


2=&- Ya —Zy, 
(6) | y-Yyıt+Za — X, 
a #r Xyy — Yz, 
woraus durch Berücksichtigung von (3) folgt: [230 


de=2,dY—y.dZ, 
dy= %ndZ2 —2,dX, 
dz=y,dX—ı,dY. 
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Man findet: 
dce+ydy+2,d:=0 


und, indem man zugleich (5) berücksichtigt: 


Ya?a 22%, | K Be 
% de+ yy dyt x RER 

















Die beiden letzten Gleichungen geben: 
de dy_dz2 __ds 
> a RE SE 


wo s die Bogenlänge der Raumkurve &, y, 2 ist. Bezeichnen wir daher 
die Differentialquotienten von &, Y. 2 hinsichtlich s mit «’, y’, 2’, so 
kommt: 


Zen, Ken Big, 


Die voranstehenden Formeln erlauben, die Größen 2, ,Yı, 21, &a> Ya, 22 
durch &, y, 2, x’, y’,2', 2’, y’, 2” auszudrücken. 


Ich setze [nämlich]: 
U,=ı+i%, Iı=ytiy, Wı=atiz 


und erhalte hierdurch, wie man leicht verifiziert, die folgenden kom- 
plexen Gleichungen: 


(7) U-)+ N -+M-2°=0, 
(8) T-)e + Mm -Yy+M-gdr=0, 
@dU,+ydV,+.!dW,=d. 


Differentiiert man die vorletzte und berücksichtigt dabei die letzte Glei- 
chung, so findet man: 


(9) U-9)®+N-Yy+W-9r"—1=0. 
Jetzt ergeben die Gleichungen (7), (8), (9): 


go" = 2’ y"— Y "zn 


2 "2 2 &% "2 "2 "29 
ar yret2 at y® tz 








U,=:+ [231 


% Par sz, 2’ zg" 


y" 
v, ga, Yy erg x"? 4 y"2 + zr? 0 "2 4 yr2 4 202? 





zt = Yy "gr ein x y" 


Ww, m. ar 4 y"2 4 zr? Fr v Er? y"? + zr2 ’ 
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oder, indem man U,, V,, W, in ihre reellen und imaginären Teile zerlegt: 


gr z’ y’— y 23" 


Tat a Lyalgm’ MT Lgilge 








a2" — 2’ x" 


y” 2 
Yı nr Y # zr2 y"? + zu2? Ya N m ge 2 + yr2+ zu2? 








2 y' gr ie a’y" 


gr? Ei y"? + zu 2 ’ ni Bay -r gr yr2 + ze2 ’ 





eh 


woraus endlich folgt: 





1 
Ver: "u y"? 4 zı2 





3 3 ER 
V2+y+23= 





Diese Formeln zeigen, daß die Anwendung der Operationen des 
vorangehenden Satzes auf diejenige algebraische Raumkurve, deren Ko- 
ordinaten &, y, 2 durch die Formeln (6) bestimmt sind, eben die vorge- 
legte algebraische Minimalfläche liefert. 


Satz 4. Die Operationen des vorangehenden Satzes lie- 
fern alle algebraischen Minimalflächen, die in einen vorge- 
legten algebraischen Kegel eingeschrieben sind. 


5. Die Theorien dieser Note sind einer merkwürdigen Verallgemeine- 
rung fähig, die ich in der nachstehenden Note analytisch entwickeln 
werde. Hier erlaube ich mir, kurz die synthetischen Betrachtungen anzu- 
geben, die mich ursprünglich zu dieser Verallgemeinerung geführt haben. 


Man wird bemerken, daß die nachstehenden Entwickelungen eine| 232 
Methode bilden, vermöge deren sich überhaupt Sätze über Minimal- 
flächen in andere Sätze über Minimalflächen umwandeln lassen. 


Legendre hat bekanntlich durch Anwendung von Ebenenkoordi- 
naten der partiellen Differentialgleichung der Minimalflächen eine lineare 
Form gegeben. Hieraus folgt, wie Weierstraß zuerst explizite bemerkt 
hat, daß die Auffindung zweier Minimalflächen unmittelbar die Kon- 
struktion einer dritten Minimalfläche, oder, wenn man will, die Kon- 
struktion von einfach unendlich vielen Minimalflächen gestattet. 

Eine solche Konstruktion wird durch den folgenden Satz, den ıch 
vielleicht zuerst ausdrücklich aufgestellt habe, geliefert: 

Gleitet eine Minimalfläche in Translationsbewegung 
längs einer festen Minimalfläche, so beschreibt jeder mit 
der beweglichen Fläche fest verbundene Punkt wiederum 
eine Minimalfläche. 

Diese Form der Konstruktion ist deshalb wichtig, weil sie unmittel- 
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bar eine allgemeine Kategorie von Berührungstransformationen liefert, 
die Minimalflächen in Minimalflächen umwandeln. 


Man führe in der Tat auf eine beliebige (algebraische) Minimalfläche 
und einen mit derselben fest verbundenen Punkt alle möglichen Trans- 
lationen aus. Betrachtet man sodann gleichzeitige Lagen der Fläche und 
des Punkts als einander entsprechend, so lehrt der vorangehende Satz, 
daß die hiermit definierte Berührungstransformation wirklich eine 
jede Minimalfläche in eine Minimalfläche umwandelt, 


Hieraus folgt insbesondere, was man übrigens unmittelbar aus der 
Form der partiellen Differentialgleichung schließen könnte, daß diePunkte 
des Raumes, aufgefaßt als Ebenengebilde, Minimalflächen sind. 


Man übersieht ferner unmittelbar, daß unsere Berührungstrans- 
formation jede Ebene in eine (parallele) Ebene umwandelt, und daß in- 
folgedessen jede developpable Fläche in eine parallele developpable 
Fläche übergeht. 


Dies vorausgesetzt, nehme man einen beliebigen algebraischen [233 
Kegel mit sämtlichen algebraischen Minimalflächen, die in denselben ein- 
geschrieben sind, und führe unsere Berührungstransformation aus. Hier- 
bei geht der Kegel in eine Developpable über; die in den Kegel einge- 
schriebenen algebraischen Minimalflächen liefern algebraische Minimal- 
flächen, die in die Developpable eingeschrieben sind. Insbesondere geht 
die Kegelspitze, aufgefaßt als infinitesimale Kugel, die in den Kegel ein- 
geschrieben ist, über in eine Minimalfläche, die in die Developpable ein- 
geschrieben ist. | 


Sei andererseits eine algebraische Minimalfläche und eine um die- 
selbe umgeschriebene Developpable gegeben. Ich behaupte, daß es un- 
endlich viele algebraische Minimalflächen gibt, die in diese Developpable 
eingeschrieben sind. Zum Beweis führe ich eine Berührungstransformation 
von der früher besprochenen Art aus, bei der die Minimalfläche in einen 
Punkt p übergeht; gleichzeitig wird die Developpable ein algebraischer 
Kegel, dessen Spitze in p liegt. In diesen Kegel lassen sich beliebig viele 
algebraische Minimalflächen einschreiben. Führt man daher die inverse 
Transformation aus, so erhält man unbeschränkt viele algebraische 
Minimalflächen, die in die vorgelegte Developpable eingeschrieben sind. 
Und man erkennt leicht, daß unsere Konstruktionen sämtliche alge- 
braische Minimalflächen liefern, die in die betreffende Neveloppable ein- 
geschrieben sind. Also: 


Satz5. Wählt man unter den Tangentenebenen einer al- 
gebraischen Minimalfläche nach einem arbiträren alge- 


ww 
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braischen Gesetze einfach unendlich viele, so lassen sich 
in die hiermit erhaltene Developpable beliebig viele alge- 
braische Minimalflächen einschreiben. Dieselben können 
sämtlich angegeben werden.!) 


XXlIla. 
Selbstanzeige von XXII. 


F.d.M. Bd.X, Jahrg. 1878, S. 543, Berlin 1880. 


Die Tangentenkegel einer algebraischen Minimalfläche berühren die- 
selbe nach 00° algebraischen Kurven. Diesen Kurven entsprechen auf 
der Bonnetschen Biegungsfläche die o0® Kurven, längs deren diese 
letzte Fläche die Evoluten algebraischer Raumkurven berührt. Bei 
jedem algebraischen Kegel ist es möglich, unbeschränkt viele (00°) al- 
gebraische Minimalflächen in ihn einzuschreiben. Es ist möglich, alle 
diese Flächen zu bestimmen. L. 





1) Durch Henneberg wurde zuerst meine Aufmerksamkeit darauf. gelenkt, 
daß sich algebraische Minimalflächen nur in solche Zylinder einschreiben lassen, 
deren orthogonaler Querschnitt die Evolute einer algebraischen ebenen Kurve ist. 
Es ist leicht, alle algebraischen Minimalflächen anzugeben, die in eine solche Zylinder- 
fläche eingeschrieben sind. 


XXI. 


Sätze über Minimalflächen. III. [340 
Über die in eine algebraische Developpable eingeschriebenen 
algebraischen Minimalflächen. 
Von Sophus Lie. 
Archiv for Math. Bd. III, Heft 3, S. 340—351 (1878). 


1. In der vorangehenden Note fand ich durch synthetische Betrach- 
tungen den merkwürdigen Satz, daß sich in eine algebraische Deve- 
loppable, in die eine algebraische Minimalfläche eingeschrieben ist, 
unendlichfach unendlich viele algebraische Minimalflächen ein- 
schreiben lassen. Ich gab zugleich eine, allerdings etwas komplizierte, 
Methode zur Bestimmung aller dieser Flächen. 

In der nachstehenden Note gebe ich zunächst einen direkten ana- 
lytischen Beweis des soeben besprochenen Satzes. Hieran schließt sich 
eine elegante Konstruktion der Berührungskurve der vorgelegten Deve- 
loppablen mit einer eingeschriebenen algebraischen Minimalfläche. 

Indem ich hiermit die Ergebnisse meiner früheren Untersuchungen 
verbinde, erkenne ich, daß sich in die Evolute einer algebraischen 
Raumkurve immer unendlichfach unendlich viele algebraische Mini- 
malflächen einschreiben lassen. Hiernach liegt die Vermutung nahe, daß 
jede um eine algebraische Minimalfläche umgeschriebene algebraische De- 
veloppable die Evolute einer algebraischen Raumkurve ist. Ich verifiziere 
indes an einem Beispiele, daß ein solcher Satz nicht besteht. 


SI [341 


2. Sei tein Parameter, dessen verschiedene Werte den verschiedenen 
Erzeugenden einer algebraischen Developpablen zugeordnet sind. Seien 
X, Y, Z die Richtungskosinus der Normalen unserer Developpablen. Da 
die zu den Punkten einer Erzeugenden gehörigen Normalen parallel sınd, 
so müssen X, Y, Z Funktionen von t allein sein. 

Seien &,,71,&, die laufenden Punktkoordinaten der Berührungs- 
kurve unserer Developpablen mit einer eingeschriebenen algebraischen 
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Minimalfläche. Ebenso seien &,, 73, {; die laufenden Punktkoordinaten 
der Berührungskurve einer anderen eingeschriebenen Minimalfläche. 
Dabei sind sowohl £&,, nı; &, wie &,, 72, & Funktionen von t. 

Unsere Voraussetzung, daß die erste Minimalfläche, die wir als ge- 
geben betrachten, algebraisch ist, kommt darauf hinaus, daß die drei 
Integrale: 


2a. - Lay FR AZ [Ta — X) 


algebraische Funktionen von t sind. Und die Forderung, daß auch die 
zweite Minimalfläche, die wir als unbekannt betrachten, algebraisch 
sein soll, kommt darauf hinaus, daß auch die drei Integrale: 


Szan —- Ya), S(Kar, -— ZiE) IR — Xan,) 


algebraische Funktionen von t sein sollen. Diese Forderung ist aber, [342 
wenn wir: 


Ge: —ı=%, Nm Ye G.—hı=2 


setzen und darnach &,, Ys, 2; als unbekannte Größen anstatt &,, 72, &a 
einführen, mit der Forderung äquivalent, daß die drei Integrale: 


a) Staay— Yan), S(Xd—Zam), [(Ydr, — Xay,) 
algebraische Funktionen von t sein sollen. 


3. Es ist: 
Xd&,+Ydnm+Zdi=0, 


Xd,+Yamn+ZdL,=0, 
woraus folgt: 

Xd + Ydy+Zda=0. 
Es ist ferner: 


X&.—-&)+ Ynm-m)+tZia-)=0, 


weil & — &,, 78 — n1; &g — &ı mit den Richtungskosinus der Erzeugenden 
proportional sind, und also kommt: 


/ 


X. + Yy»+Z2%=0. 


Endlich sind die Richtungskosinus der Erzeugenden durch eine Re- 
lation: 


N 
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verknüpft, und daher sind die Verhältnisse der Größen &,, %g, 2, durch 
die entsprechende Gleichung: 


(a 90 


4. Unser Problem nimmt somit durch Einführung der Größen [343 
La, Ya, 2, als unbekannter Größen die folgende Gestalt an: 

Man soll drei Größen &,, Ys, 23, deren Verhältnisse durch eine vor- 
gelegte algebraische Relation verbunden sind, in allgemeinster Weise als 
algebraische Funktionen einer Hilfsvariablen bestimmen derart, daß die 
drei Integrale (1), in denen X, Y,Z durch die Gleichungen: 


verbunden. 


22. Yu #2, =9, 
Xd + Ydy+Zd,=0, 
De a a A 
bestimmt sind, algebraische Funktionen der Hilfersanıhlen werden. 


5. Nach den Entwickelungen meiner letzten Note kann aber diese 
Aufgabe auch folgendermaßen formuliert werden: 
Vorgelegt ist ein algebraischer Kegel: 


ie 


Man soll in allgemeinster Weise eine auf dem Kegel gelegene Kurve 
%eg, Ya, 2 bestimmen derart, daß die Minimalfläche, die den Kegel nach 
dieser Kurve berührt, algebraisch wird. 

Und da diese letzte Aufgabe eben in meiner letzten Note erledigt 
ist, so ist auch die in dieser Note gestellte Aufgabe als erledigt zu betrach- 
ten. Dies gibt durch eine einfache Überlegung den folgenden Satz: 

Satz 1. Ist eine algebraische Developpable und eine ein- 
geschriebene algebraische Minimalfläche vorgelegt, so 
findet man folgendermaßen beliebig viele eingeschriebene 
algebraische Minimalflächen. Man nimmt eine algebraische 
Raumkurve, deren Normalebenen zu den Tangentenebenen 
der Developpablen parallel sind. Sodann bestimmt man auf 
jeder Erzeugenden der Developpablen einen Punkt p, dessen 
Distanz von dem Berührungspunkte der Erzeugenden mit 
der gegebenen Minimalfläche gleich ist dem Krümmungs-[344 
radius der Raumkurve in demjenigen Punkte, dessen Nor- 
malebene parallel ist zu der Tangentenebene längs der be- 


352 XXIII. Sätze über Minimalflächen. III. Arch. III, 1878 


treffenden Erzeugenden. Diejenige Minimalfläche, die die 
Developpable in allen Punkten p berührt, ist algebraisch; 
und in dieser Weise werden alle derartigen Flächen erhalten. 


sıl 


6. In meiner ersten Note zeigte ich, daß die Minimalfläche, die die 
Evolute einer algebraischen Raumkurve nach dem Orte der Krümmungs- 
mittelpunkte berührt, algebraisch ist. Hieraus ergibt sich nach dem Vor- 
angehenden der Satz: 

Satz 2. In die Evolute einer algebraischen Raumkurve 
können unendlichfach unendlich viele algebraische Mini- 
malflächen eingeschrieben werden. 

Um eine solche zu finden, benutzt man (vgl. Satz 1) als Hilfskurve 
eine beliebige Raumkurve, deren Tangenten zu den Tangenten der vor- 
gelegten Raumkurve paarweise parallel sind. Wählt man insbesondere als 
Hilfskurve eine Kurve, die mit der vorgelegten ähnlich und gleich- 
gestellt ist, so erhält man diejenigen in meiner ersten Note betrachteten 
Minimalflächen, die die Evolute nach geodätischen Fußpunktkurven der 
Rückkehrkante berühren. 


7. Ist eine Developpable die Evolute einer algebraischen Raum- 
kurve, so enthält sie bekanntlich zwei algebraische Minimalkurven. Ent- 
hält auf der anderen Seite eine reelle Developpable eine und infolge- 
dessen zwei algebraische Minimalkurven, so ist sie die Evolute einer 
algebraischen Raumkurve. 

Daher kann der letzte Satz auch folgendermaßen formuliert werden: 

Satz3. Enthält eine reelle algebraische Developpable 
eine und infolgedessen zwei algebraische Minimalkurven, 
so gibt es unendlichfach unendlich viele algebraische Mini- 
malflächen, die in die Developpable eingeschrieben sind. 

Erinnert man sich, daß eine Minimalkurve, als Ebenengebilde auf- 
gefaßt, eine Minimalfläche ist, so erkennt man, daß der letzte Satz |345 
eine unmittelbare Konsequenz von Satz 1 ist. 


II. 


8. Die Entwickelungen des vorangehenden Paragraphen führen leicht 
auf die Vermutung, daß jede um eine algebraische Minimalfläche umge- 
schriebene algebraische Developpable eine algebraische Minimalkurve!) 





1) Die Schnittkurve einer Fläche mit der unendlich entfernten Ebene ist 
eine Minimalkurve. Von dieser evidenten Minimalkurve wird im Texte abgesehen. 
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enthält, und somit die Evolute einer algebraischen Raumkurve ist.!) Um 
zu entscheiden, ob diese Vermutung richtig ist, werde ich die Minimal- 
kurven einer um eine Minimalfläche umgeschriebenen Developpablen be- 
stimmen. 


Sei also vorgelegt eine algebraische Minimalfläche und eine umge- 
schriebene algebraische Developpable. Ich bezeichne mit x, y, 2 die lau- 
fenden Punktkoordinaten der Berührungskurve, mit x’, y’, 2’ die laufen- 
den Punktkoordinaten der Developpablen, mit A, u, » die Richtungs- 
kosinus einer Erzeugenden der Developpablen, mit X, Y, Z die Rich- 
tungskosinus einer Ebene der Developpablen, mit o die Distanz eines 
Punktes x, y,z von einem auf der hindurchgehenden Erzeugenden ge- 
legenen Punkte x’, y’, 2’, mit dp den Winkel zwischen zwei benachbarten 
Erzeugenden. 


9. Das Bogenelement: 


ds’ = VYdar?+dy:+dz'? 





wird, wie man leicht findet, bestimmt durch die Gleichung: 
dS®= [do +(Adz + udy-+vde)”’ + 
+ [edp + VaS? — (Adz + udy + vda)°]', 





wo: 


ds +dy +d2=dS? [346 


gesetzt ist. Die auf unserer Developpablen gelegenen Minimalkurven sind 
daher bestimmt durch die lineare Differentialgleichung: 





do+(Ade+udy+vde) +iodp +iyVdS? — Ade+udy+vde®?—=0, 


die wir jetzt durch Einführung von zweckmäßigen unabhängigen Vari- 
abeln auf eine einfache bemerkenswerte Form bringen werden. 


10. Unsere Minimalfläche ist bestimmt durch die Differential- 
gleichungen: 


de= (1—sY)F”"(s)ds+ (1—0?)®''(o)do, 
dy=t(l + 5s?)F"'(s) ds + (1 + 0°%)D’(o)do, 
dz = 2:P""(s) ds + 208" (0) do; 





1) Henneberg hat bekanntlich gefunden, daß die Evoluten der ebenen alge- 
braischen Kurven die einzigen Zylinderflächen liefern, in die sich algebraische 
Minimalflächen einschreiben lassen. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd.I 23 
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ferner ist: 
Xde+Ydy+Zd=0, 


>. 6 Ben ap 2 2 
daher findet man durch eine einfache Rechnung, daß: 


bis 2 BE da ARE 05 


s—co’ s—o’ "8-0 











ist, und daß infolgedessen: 
244 RER | 


el ESS 





ist. 


Längs der Berührungskurve sind s und o verbunden durch eine [347 
Relation, die o als Funktion von s bestimmt. Gibt man daher s einen be- 
stimmten Wert, so erhält man einen bestimmten Punkt &, y, 2 der Be- 
rührungskurve und zugleich eine bestimmte hindurchgehende Erzeugende. 
Gibt man darnach o einen bestimmten Wert, so erhält man einen bestimm. 
ten Punkt der betreffenden Erzeugenden. Man kann daher x’, y’, 2’ als 
Funktionen von s und o auffassen, und, da nach dem Vorangehenden 
2,y,2, ), u», X, Y,Z, dp Funktionen von s und ds sind, so können 
wir die Größen s und o als unabhängige Variable in die Differential- 


gleichung der gesuchten Minimalkurven einführen. 


11. Es ist: 
— (1—od)ds+(1— s)do 








di = ß 
(s— 0)? 

ER rer ir de 

= (s— 0)? + 
ER —20ds+2sdo , 





(s— 0)? / 
ferner ist: 
AX-+uY +2 =I, 


2dX + udY+rdZ=0, 


7)? + Tr + y? Be 3; 
also kommt: 
1— o?)ds+ (1—- s)do 
2 (s— o)Ydsdo 
—(1+o)ds— (1+ s)do 
u = = —— 
’ 2(s— o)Ydsdo 
. 20ds + 2sdo 
=, rem g 
2(s— 0) Ydsdo 


Kg! 
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Durch Einsetzung findet man: 
id x d en A (s— 0) (FA + ®"'do?) 
BI ud i Vädsdo 
aS®=dı+dyY? +d2= — Als — oF"Ö"dsdo, 
£ (F’ds? — ©"'doR)(s 79): 
Vdsdo 





‚ [848 











VdS? — (Adxz + udy-+vde) = 
Endlich muß man auch die Größe: 


dp = V(udi — Adu)’ + (vdu — udv)? + (Adv — var)? 














berechnen. 

Es ist: 

udA—Adu  vdu—udv  Adv—vdi _ d 
Z en X 5 Y ER 
und: 
1 d d 
ndA— Adu =; | - d(s+0)+36—0) 5242], 

also kommt: 


dp=i[- al A 


12. Durch Einsetzung der gefundenen Werte nimmt die Differential- 
gleichung der [einen Schar der] gesuchten Minimalkurven die Gestalt an: 











do 
118 d 
2i(s—o)F d(s-+ 0) ds 
d _——— ds + —— + | 
= ve wu An ver do . 
ds F ds 2 


oder durch Multiplikation mit We 


a(eV “) — 2i(s — o)F"ds + eye =(, 


3 reich 
und, wenn man setzt: 
do 
ds 
kommt die einfache Gleichung: 
du+u CF _ gie o)Fräs=0, [349 


deren Integral ist: 








_ fd(s+o) je 
u=e 8—0 (c +21: 1) (s — o)F"e/ 8-0 as) . 
23* 
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Diese Gleichung bestimmt die auf der Developpablen gelegenen Mi- 
nimalkurven der einen Schar. Um die Minimalkurven der zweiten Schar 
zu erhalten, braucht man nur F’’(s) mit ®’’(o) und s mit o zu ver- 
tauschen. 

Es ist auffallend, daß F(s) nur in der Gleichung der ersten Schar, 
®(o) nur in der Gleichung der zweiten Schar vorkommt. 


13. Ich werde jetzt ein spezielles Beispiel betrachten. 
Ich setze voraus, daß die Ebenen der umgeschriebenen Develop- 
pablen [einen] konstanten Winkel mit der z-Achse bilden; daß also: 


2 = Üonst,, 
das heißt: 


ist. Unsere Annahme kommt darauf hinaus, daß: 
= a8 


ist, wo x eine Konstante bezeichnet. 
Ich setze ferner: 





Fig) 


6 a 

ee) a a E 

alsdann sind die Minimalkurven der einen Schar bestimmt durch eine 
Gleichung von der Form: 


u= log (s— a) + A(e), 


wo A(s) eine algebraische Funktion von s und dem Parameter C be- 
zeichnet. 

In dem speziellen von uns betrachteten Falle enthält daher die [350 
betreffende Developpable keine im endlichen Raume gelegene alge- 
braische Minimalkurve. 


14. Hiermit ist, wenn ich nicht irre, der folgende Satz erwiesen: 

Satz 4. Die Evoluten von algebraischen Raumkurven 
sind nicht die einzigen Developpablen, in die sich unend- 
lichfach unendlich viele algebraische Minimalflächen ein- 
schreiben lassen. 

Indem ich schließe, erlaube ich mir, die folgende Aufgabe zu stellen: 

Problem. Wie entscheidet man, ob sich in eine vorge- 
legte algebraische Developpable algebraische Minimal- 
flächen einschreiben lassen? 
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15. Hier mögen endlich noch die beiden folgenden Korollare unserer 
früheren Sätze ausdrücklich ausgesprochen werden: 


a) In eine algebraische Developpable, die eine ebene Krümmungs- 
linie besitzt, lassen sich unendlichfach unendlich viele algebraische Mi- 
nimalflächen einschreiben, wenn die besprochene Krümmungslinie die 
Evolute einer ebenen algebraischen Kurve ist. 


b) Enthält eine Zylinderfläche eine algebraische geodätische Kurve, 
die nicht eben ist, so ist die Developpable dieser Kurve um unendlich 
viele algebraische Minimalflächen umgeschrieben. 


16. Ich nehme zwei Raumkurven, deren Tangenten parallel sind. Ich 
konstruiere eine Minimalfläche, die ın die Evolute der ersten Kurve ein- 
geschrieben ist, indem ich nach den früheren Regeln die zweite Kurve [351 
als Hilfskurve benutze. Darnach konstruiere ich eine zweite Minimal- 
fläche, die in die Developpable der zweiten Kurve eingeschrieben ist, 
indem ich dabei die erste Kurve als Hilfskurve benutze. Die beiden Mini- 
malflächen, die man in dieser Weise erhält, sind Bonnetsche Biegungs- 
flächen. 


Juni 1878. 


XXIIla. 
Selbstanzeigse von XXIII. 
F.d.M. Bd. X, Jahrg. 1878, S. 543—544. Berlin 1880. 


Henneberg hat gezeigt, daß der orthogonale Querschnitt eines [543 
jeden einer algebraischen Minimalfläche umschriebenen Zylinders die 
Evolute einer ebenen algebraischen Kurve ist. Es stellt sich daher die 
Aufgabe, zu entscheiden, in welche algebraische Developpable [544 
sich algebraische Minimalflächen einschreiben lassen. 

Bei jeder, einer algebraischen Minimalfläche umschriebenen Develop- 
pablen ist es möglich, oo* algebraische Minimalflächen in sie einzuschreiben. 
Dies ist somit der Fall bei allen Evoluten von algebraischen Raumkurven 
und zugleich bei einer jeden Developpablen, deren Ebenen eine feste Ge- 
rade unter konstantem Winkel schneiden. Die eingeschriebenen alge- 
braischen Minimalflächen werden durch eine elegante Konstruktion be- 
stimmt. Br 


XXIV. 1 


Klassifikation der Flächen nach der Transformationsgruppe 


ihrer geodätischen Kurven. 
Von Sophus Lie. 


Universitätsprogramm für das erste Semester 1879. 


Kristiania: Gedruckt bei Grondahl & Son. 1879. 45 S. Gr. 4°. 


Bei Untersuchungen über gewöhnliche oder partielle Differential- 
gleichungen verdienen solche Eigenschaften derselben eine besondere Auf- 
merksamkeit, die bei beliebigen Punkttransformationen (oder Be- 
rührungstransformationen) ungeändert bleiben. Wichtig ist ein solches 
Studium unter anderm auch deswegen, weil bei den gewöhnlichen In- 
tegrationsmethoden eben solche Eigenschaften in Betracht kommen. In 
genauster Verbindung mit dem soeben besprochenen Probleme steht 
die Aufgabe, zu untersuchen, ob eine oder mehrere vorgelegte Gleichungen 
durch zweckmäßige Koordinatenwahl auf eine gewisse Form gebracht 
werden können.!) 

Die hiermit definierte Untersuchungsrichtung, die ich seit 1872 kon- 
sequent verfolgt habe, führte ich für die partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung, wenn ich nicht irre, glücklich durch in einigen Abhand- 
lungen, die in den Mathematischen Annalen Bd. VIII, IX, XI?) 
gedruckt sind. (Siehe auch die Berichte der Gesellschaft der Wissenschaf- 
ten zu Christiania, 1872, 1873 und 1874.3)) 

Was partielle Differentialgleichungen wie auch gewöhnliche Diffe- 
rentialgleichungen höherer Ordnung betrifft, so habe ich mich bis jetzt 
wesentlich auf Andeutungen beschränken müssen. Es war mir in der Tat 
notwendig, zuerst eine umfangreiche Hilfstheorie, die Theorie der Trans- 
formationsgruppen zu entwickeln. In den Göttinger Nachrichten 1874, 





1) Wünscht man zum Beispiel, zu wissen, ob aus einem vorgelegten Systeme 
von Gleichungen zwischen %, &, . . -, 2» Pıs - » -; P„ und den höheren Differential- 
quotienten von z eine gewisse Anzahl der Größen x, p weggeschafft werden kann, 
so genügt es, die Transformationsgruppe des betreffenden Gleichungssystems zu 
bestimmen. 

2)[D. Ausg. Bd. IV, Abh. I—III.] 

3)[D. Ausg. Bd. III, Abh. I, II, VI—X, XII— XIV.) 
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Nr. 22!) gab ich eine Aufzählung von allen Gruppen einer zweifach- 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit, indem ich zugleich angab, daß sich hier- 
auf eine rationelle Integrationstheorie solcher Gleichungen: 


f(z, YYs-...; y) = 0, 


die überhaupt eine Transformationsgruppe besitzen, begründen ließe. [2 
Sodann gab ich im Archiv for Mathematik og Naturvidenskab, 
Bd.I und III in vier Abhandlungen?) eine ausführliche Theorie der 
Transformationsgruppen einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit. 
Und in weiteren Abhandlungen beabsichtige ich, die Transformations- 
theorie einer n-fach ausgedehnten Mannipgfaltigkeit zu entwickeln. 


Indem ich mich jetzt zur Verwertung meiner Transformations- 
theorie für gewöhnliche Differentialgleichungen wende, halte ich es für 
zweckmäßig, zuerst an einem speziellen Beispiele die Tragweite und über- 
haupt das Wesen meiner Untersuchungsmethode auseinanderzusetzen. 
Und hierzu scheint mir die Differentialgleichung der geodätischen Kurven 
einer Fläche sich sehr gut zu eignen. Ich werde daher versuchen, in der 
nachstehenden Abhandlung die Transformationsgruppe der soeben be- 
sprochenen Differentialgleichung zu untersuchen. 


Ist das Bogenelement einer Fläche auf die Form: 
d®=F(z,y)dxdy 


gebracht, so werden die geodätischen Kurven dieser Fläche bekanntlich 
durch die Gleichung zweiter Ordnung: 


pFy _dFdy ( 


da dadz dylde 


bestimmt. Ist nun F eine arbiträre Funktion von x und y, so gestattet 
diese Gleichung keine infinitesimale Punkttransformation. Das heißt, 
es ist in diesem allgemeinen Falle unmöglich, den Größen x und , solehe 
Inkremente: 


öz= £E(a,y)öt, öy=n(e, y) dt 


zu geben, daß jede geodätische Kurve in eine ebensolche, infinitesimal 
benachbarte Kurve übergeführt wird. Es stellt sich daher die Aufgabe, 
die Größe F in allgemeinster Weise derart zu bestimmen, daß die Diffe- 
rentialgleichung der geodätischen Kurven eine infinitesimale Transfor- 





1)[D. Ausg. Bd. V, Abh. 1.] 
2) [D. Ausg. Bd. V, Abh. II—V.] 
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mation gestattet. Ich zeige, daß es drei verschiedene Flächen- 
klassen gibt, die diese Forderung erfüllen. 


1. Entweder kann F durch Einführung von zweckmäßigen Funk- 
tionen beziehungsweise von x und von y als neuem x und als neuem y 
die Form: 

F=e*",.d( —y) (@ = Const.) 


erhalten. Jede hierher gehörige Fläche besitzt die charakteristische Eigen- 
schaft, auf oo! mit ihr ähnliche Flächen abwickelbar zu sein. 


2. Oder auch kann F die Form: 
yy(z) + ®(a) 


erhalten. Dabei sind p(x) und ® (x) näher bestimmt durch zwei gewöhn- 
liche Differentialgleichungen, die ich integriere. 


3. Oder endlich kann F die Form: 
F=ola+y+Pl— y) 


erhalten.t) Dabei sind wiederum g und ® durch gewöhnliche Differen- [3 
tialgleichungen als Funktionen ihrer Argumente näher bestimmt. Ich gebe 
mehrere bemerkenswerte Partikularlösungen dieser Gleichungen, die 
jedoch möglicherweise noch weitere Lösungen besitzen. 

Ich suche sodann alle Flächen, deren geodätische Kurven mehrere 
infinitesimale Transformationen gestatten. Diese Transformationen 
bilden dabei eo ipso eine Gruppe. Indem ich Beltramis und Schläflis 
Untersuchungen über Flächen von konstantem Krümmungsmaße mit 
meinen eigenen Untersuchungen über Transformationsgruppen verbinde, 
erkenne ich, daß nur die Flächen von konstantem Krümmungsmaße 
mehr als drei, und zwar acht infinitesimale Transformationen ihrer geo- 
dätischen Kurven gestatten. 

Ich suche zunächst alle Flächen, deren geodätische Kurven mehrere 
konforme infinitesimale Transformationen gestatten. Ich zeige, daß 
alle diese Flächen durch die Gleichung: 


F=A.(2 — y)” 


bestimmt sind. Unter diesen merkwürdigen Flächen befindet sich insbe- 
sondere die Rotationsfläche einer Kurve dritter Ordnung mit Spitze. 
Soll unsere Fläche mehr als zwei konforme infinitesimale Transfor- 





1) Liouville hat die geodätischen Kurven aller Flächen bestimmt, deren 
Bogenelement die Form: ds? = (p (+ y)+ ® (x — y)) dx dy besitzt. 
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mationen [ihrer geodätischen Kurven] gestatten, so muß m — — 2 sein; 
dann aber hat sie konstantes Krümmungsmaß. 

Ich suche sodann alle Flächen, die sowohl meiner ersten wie meiner 
zweiten Klasse angehören, deren Bogenelement daher sowohl die Form: 


d?=e".DP’(z— y)dady, 
wie die Form: 
ds? = (yy(x) + P(x)) dx dy 


erhalten kann. Ich zeige, daß alle derartigen Flächen durch die Gleichung: 
F=ys+D (D = Const.) 


bestimmt sind. Alle diese Flächen gehören zugleich meiner dritten Klasse 
an; ihre geodätischen Kurven gestatten drei verschiedene infinitesimale 
Transformationen. Diese Flächen sind die einzigen, die gleichzeitig der 
zweiten und der dritten Klasse angehören. 

Ich suche endlich alle Flächen, die gleichzeitig der ersten und der 
dritten Klasse angehören. Außer den früher genannten Flächen: 


F=ys+D 


gibt es noch weitere Flächenfamilien, zum Beispiel: 





F=xr-+ıy, 
A B 
rg are} 


die diese Forderung erfüllen. Ich bestimme alle diese Flächen. 

Nach Jacobi kennt man einen Multiplikator der Differential- [4 
gleichung der geodätischen Kurven. Kennt man nun zugleich eine in- 
finitesimale Transformation dieser Gleichung, so ist es nach einem Satze 
von mir (Math. Ann. Bd. XI, S. 508)!) im allgemeinen möglich, eine oder 
unter Umständen sogar zwei Lösungen durch Differentiation herzuleiten. 
Diese Theorie gibt mir eine bemerkenswerte Bestimmung der geodätischen 
Kurven aller Flächen, die der zweiten oder dritten Klasse angehören. 

Bekanntlich hat Christoffel schon früher eine Klassifikation der 
Flächen nach dem Verhalten der auf der Fläche gelegenen geodätischen 
Dreiecke gegeben (Abhandlungen der Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin, 1868). Wenn ich nicht irre, ist jedoch das Christoffelsche Ein- 
teilungsprinzip von dem meinigen gänzlich verschieden. Nach meiner 
Auffassung hat mein Klassifikationsprinzip einen elementareren Charakter 





1)[D. Ausg. Bd. IV, Abh. III, (1877), S. 209f.] 
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als das Christoffelsche. Infolgedessen ist es mir größtenteils gelungen, 
diejenigen Flächen, die meinen verschiedenen Klassen und Unterklassen 
angehören, wirklich zu bestimmen. Auf der anderen Seite brauche ich 
nicht hervorzuheben, daß Christoffels Abhandlung einen allgemeineren 
Charakter als die meinige besitzt. 


$ 1. Analytische Formulierung des Problems. 
1. Soll die lineare partielle Differentialgleichung: 


An-zı Hr +2 F=0 
die infinitesimale Transformation: 
Eu „H df 
Bf)= er per +5 2 


gestatten, so ist nach meinen früheren Untersuchungen (Christiania, Ge- 
sellschaft der Wissenschaften, 1874, S. 255ff.; Math. Annalen Bd. XI, 
S. 495ff.)!) dazu notwendig und hinreichend, daß eine Relation von der 
Form: 


A(BP) — BAM) = pl y2). AM) 


identisch stattfindet. 


Sei jetzt vorgelegt eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter 

Ordnung: 
d? d N 

(1) Te =vle Y; 2) r, Y; Y), 
und laß uns verlangen, daß dieselbe die infinitesimale Punkttransfor- 
mation: 
(2) do2= Ela, y)öt, öy= na, y) öt 
gestattet. [5 


Um diese Forderung analytisch zu formulieren, berechne ich zuerst 
den Zuwachs des Differentialquotienten dy:dz vermöge der infinitesi- 
malen Transformation. Es ist: 








1)[D. Ausg. Bd. III, Abh. XIV, S.188ff.; Bd. IV, Abh. III, S. 196ff.] 
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und durch Vertauschung der Symbole ö und d kommt: 














ÖYy Ö% 
ö ya u ee _ dadn —dyds 
ötda da? d.ı2 ’ 
woraus: 
ö dy 


en ge ana 
ötd de. :d2de : dazdz dz) dy 
Folglich wird die infinitesimale Punkttransformation (2) nach meiner 
gewöhnlichen Terminologie repräsentiert durch das Symbol: 
2 en: af, (dan. ,y ‚de  ,2dE\ df 
BN=:; re de ala 


wo &£ und n nur von x und y abhängen. 


Andererseits ist die Gleichung (1) bekanntlich äquivalent mit der 
linearen partiellen on 





As Hıyzitve, Y,Y)7 7 =0. 


Soll daher die Gleichung (1) die infinitesimale Transformation (2) ge-. 
statten, so ist dazu notwendig und hinreichend, daß eine Relation von 
der Form: 


(A(Bih) —- B(Af)=A.Aff) 
stattfindet. Aber diese Gleichung löst sich in die drei folgenden auf: 











ren, 
le 5 -(a+tyz -y2- va)=i 
| TE Er eg 
@ | lt Sr + 





unter denen die erste die Größe A bestimmt, während die zweite eine Folge 
der ersten ist, sodaß wir nur eine Bedingungsgleichung erhalten. | 

2. Die geodätischen Kurven einer Fläche, deren Bogenelement [6 
auf die Form: 


ds=YFdxdy=YF.y.da 
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gebracht ist, sind nach den Regeln der Variationsrechnung bestimmt 
durch die Gleichung: 


s/VF.y.dae=0, 


oder durch die äquivalente Differentialgleichung: 








dy rt dy 0, 
die durch Ausführung die Form: 
yo: ‚AllogF) iv d (logF)) 


da? d« dy 
annımmt. 


Um die folgenden Rechnungen zu vereinfachen, setzen wir: 


log F = w, 
und also wird: 


in 
ds=e? Yy.d 
die Form des Bogenelements, und: 


ey ‚dw 2 
arte VE 


die Differentialgleichung der geodätischen Kurven. 


3. Sollen daher die geodätischen Kurven einer Fläche die infinite- 
sımale Punkttransformation: 


gestatten, so ist nach Nummer 1 dazu erforderlich und hinreichend, daß 
die Gleichung: 


9 ! den ‚@E den 


d2£ 
u BR ER Fi m. 
da: ı #9 dzdy Y dr: Y dxzdy 74 dy 


Ha ee Nee) > 
la a ae 


dy 


d? 
u An 
ot 


y? 
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stattfindet. Aber diese Gleichung zerlegt sich, da &, 7 und w nur von & 
und y abhängen, in die vier folgenden: 











; d? dn dw 
er i 
RE, dEdw 
5 Taptayayı 
0.0 EN rg, RR > 0 
dady da? dx? N dzdy dxzdy dx dx { 
d? d? dw d& dw dw d 
Agant3 + Eggs anatnnd 


mit deren Integration wir uns jetzt beschäftigen werden. Dabei werden 
wir drei verschiedene Fälle separat behandeln müssen. 
In $2 behandeln wir den anscheinend speziellen Fall, der sich jedoch 
als der allgemeinste Fall ergibt, daß: 
dn 
dz 


dE 
dy 
ist. Dieser Fall läßt sich bekanntlich geometrisch dadurch charakterisieren, 
daß die betreffende infinitesimale Transformation konform ist. 

In $3 erledigen wir sodann den Fall, daß die eine unter den Größen 
d&:dy, dn:d« gleich Null, die andere von Null verschieden ist. 

Endlich in $ 4 setzen wir voraus, daß diese Größen beide von Null 
verschieden sind. 


—=(, =.0 


$ 2. Gestatten die geodätischen Kurven eine konforme infinitesimale 
Transformation, so läßt sich die Fläche auf eine Spiralfläche abwickeln. 


4. Verlangen wir, daß: 


de 
ne 
Yy dz 


sein soll, so sind die beiden ersten Gleichungen (4) eo ipso identisch erfüllt, 
während die beiden letzten en (4) in die folgenden übergehen: 


d2w dwd& 
er +85 da a 99 Pe 
dw dwdn 


tet Reg 0. 


Dieselben sind vollständige Differentialquotienten: 
d & Se 
et) 


++ +n7)=0 
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und also kommt durch Integration: [8 


de dw dw 
re Fr 
(5) dn £ dw dw 
Hier können nun verschiedene Fälle eintreten, weil &, und ebenso n, ent- 
weder gleich Null oder von Null verschieden sein kann. 
Sind € und n beide von Null verschieden, so können wir, indem wir 
zweckmäßige Funktionen x’(x) und y’(y) als neues x und neues y ein- 
führen, immer erreichen, daß & und n gleich 1 werden. In der Tat, es ist: 





dr _dede_ da, dy_dyöy_dy 
Bird der’ DE Dan 
Man braucht daher nur x’ und y’ durch die Differentialgleichungen: 


68, ; day = 
Dir ke 





zu bestimmen, um das erwünschte Resultat zu erreichen. Wir können 
somit in (5) &=1 und n=1 setzen. Dies gibt: 


dw dw dw dw 
woraus folgt, daß @(y) = f(x) = Const. sein muß. Also wird: 
v=o(t—y)+Ax (4 = Const.), 
e—=ei*",d(z—y), 
womit der Fall, daß £ und n beide von Null verschieden sind, erledigt ist. 
Da & und n nicht gleichzeitig verschwinden dürfen, weil sonst unsere 
infinitesimale Transformation alle Punkte der Fläche invariant ließe, so 


steht jetzt nur der Fall zurück, daß die eine der Größen & und n verschwin- 
det, während die andre von Null verschieden ist. Sei zum Beispiel: 
Ee=0, n20. 

Alsdann können wir immer durch Einführung einer zweckmäßigen Funk- 
tion von y als neuen y erreichen, daß n = 1 wird. Also gehen die Glei- 
chungen (5) in: 

dw 3% Ed 

= =g()=t(e)= 
über; woraus: 


w= Ay+fl(e), e®= Y(y) ’X(e). [9 


Dies ist aber eine developpable Fläche. 
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5. Die Gleichungen (5) sind einer eleganten Interpretation fähig, 
wie ich jetzt zeigen werde. Aus (5) folgt zunächst: 


dw dw Er 


IP Peg P(y) — te, 
woraus, indem ich mit B eine Konstante bezeichne: 


(6) eW=B-], Ha)=-B-5- 


Dies vorausgesetzt, denke ich mir auf die Gleichung: 
(7) As = er dady 
unsere infinitesimale Transformation ausgeführt. Es kommt: 
5% ° (ds?) — eo (7 &477, Tn)dady & en (dady); 
nun aber ist: 
% (dedy) = - (a 2)» dy+de. (5 N) = dtdy+dadn; 
also wird: 
ö w 
(8) 5, (ds?) = e ‚dady (Sn e+ gen +, % 2)» 
woraus durch Berücksichtigung von (5), (6) und (7): 
0) 
3; (48?) = Bas’, 


oder: 


(9) (d)=z > Bäs. 


De 


Durch unsere infinitesimale Transformation werden 
daher alle Längen nach demselben Verhältnisse geändert.!) 
In früheren Abhandlungen (z. B. Math. Ann. Bd. V, S. 204, 1872?)) [10 
beschäftigte ich mich gelegentlich mit Flächen, die eine beliebige, gleich- 
zeitig lineare und konforme, infinitesimale Punkttransformation ge- 
statteten. Ich zeigte, daß die Haupttangentenkurven und die Krüm- 





1) Es ist übrigens äußerst einfach, diesen Satz durch synthetische Betrachtungen 
zu beweisen und gleichzeitig auf n Dimensionen auszudehnen. Durch unsere in- 
finitesimale Transformation geht nämlich die Schar aller oo! durch einen Punkt 
gehenden geodätischen Kurven in eine ebensolche Kurvenschar über. Und da die 
Transformation konform sein soll, so geht jeder geodätische Kreis, der die vor- 
gelegte Kurvenschar orthogonal schneidet, in einen geodätischen Kreis über. Aber 
hieraus folgt unser Satz als Korollar. 

2) [D. Ausg. Bd. II, Abh. I, $ 17, Nr. 51.] 
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mungslinien dieser Flächen, die sowohl die Rotationsflächen wie die 
Schraubenflächen als spezielle Fälle umfassen, bestimmt werden können. 
Ich zeigte ferner, daß die Bestimmung der geodätischen Kurven dieser 
Flächen, die ich Spiralflächen genannt habe, nur die Integration einer 
gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung verlangt. 

Es ist nach dem Vorangehenden einleuchtend, daß das Bogenelement 
einer jeden Spiralfläche, wie auch jeder auf eine Spiralfläche abwickel- 
baren Fläche die Form: 


ds®= e".d(2 — y) dzedy 


besitzt. Andererseits ist auch nicht schwer, zu erkennen, daß jede Fläche, 
deren Bogenelement diese Form besitzt, auf eine Spiralfläche abgewickelt 
werden kann. Da indes Herr M. Levy (Comptes Rendus, 18. November 
1878), wie ich während des Druckes dieser Abhandlung bemerke, soeben 
diesen letzten Satz bewiesen hat, kann ich mich darauf beschränken, 
auf die zitierte Note, die außerdem einen anderen eleganten Satz enthält, 
zu verweisen.t) 


$ 3. Erledigung des Falles: 2 =», = Z 0. Die zweite Flächenklasse. 
Wir erledigen jetzt die Hypothese: 
3. dn 
| = 22Z0. 


Indem wir zweckmäßige Funktionen x’(z) und y’(y) als neues x und 
neues y einführen, erreichen wir, daß die unserer Hypothese entsprechen- 
den Flächen keine arbiträre Funktion, sondern nur gewisse Konstanten 
enthalten. Wir bestimmen alle diese Flächen. 


6. Die Bedingungsgleichungen (4) reduzieren sich in unserem Falle 
auf die drei Gleichungen: 
ee ‚u 
10) ; 2 Fern - 14-895 
| ee en = 








1) Man erhält die allgemeinste Minimalfläche, deren geodätische Kurven eine 
konforme infinitesimale Transformation gestatten, wenn man setzt: 


F(s) = (C, + Gzi)su tmaf, 


Man erhält eine solche Fläche, indem man diejenige Minimalfläche bestimmt, die 
eine logarithmische Spirale als geodätische Kurve oder als Krümmungslinie enthält. 


d d 
$2, 3; Nr.5,6. Der Fall: 7 — 0, Hi Z 0 369 


Die erste gibt: 
d 
(11) Y)z=e, 
wo Y verschieden von Null sein muß; die dritte gibt: 


dw 


(12) +sge tn =f@). 


Um die zweite zu integrieren, bemerken wir, daß diese Gleichung folgender- 
maßen geschrieben werden kann: 


d dn dE dw dw dndw _ 
er a ee 
Nun aber ist wegen (11): 
‚dn en „dw _„dndw 
er TE 
also kommt: 
d („dn de dw dw Ye 
ae artteeent 
woraus: 
dn de dw _dw ERS 
(18) get TR a it ih 


Ehe wir weiter gehen, zeigen wir, daß Y durch zweckmäßige Koordi- 
natenwahl gleich 1 wird. Sei in der Tat y’ (y) das neue y, während das 
alte x behalten wird. Alsdann ist: 




















_ .wdy 
er. ET. 
RER Bey 
en Sur Pr, St dy; 
EN 
z dy de’ 
und also gibt (11): 
dy dr’ ‚dy' 
I) de > re 
oder: 
dy 2dn BR r 
Y ee dz ö 
Bestimmt man daher y’ durch die Gleichung: [12 
dy =YY.äay, 
so kommt: 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 24 
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Hieraus folgt sogleich, daß man in den Gleichungen (11), (12), (13) 
ohne wesentliche Beschränkung Y = 1 setzen kann. Und also ist die ge- 


suchte Flächenklasse bestimmt durch die drei Gleichungen: 





dn dw dw 
(14) m + tn il), 
dn de dw dw _ 
ra 22 7, N) 


die wir noch einmal integrieren werden. Hierbei können zwei verschiedene 


Fälle eintreten, die wir separat behandeln müssen. 


7. Ist £ Z 0, so können wir immer die Größe x derart wählen, daß 


£= 1 wird. Alsdann nehmen die Gleichungen (14) die Form an: 





_—i— ee 
dz 
: dn dw dw _ 
(15) ‘ te 
dn dw dw _ 
BD ea We 
woraus: 
' d ’ 
(15) De KCAL AU EEE E27 


und durch Integration: 


67= yfla)+r(y)+F(e), 
(16) 6er = yf’(x) + F’(a). 


Nun aber ist (15,2): 


also kommt: 


IHR SHWELEN FINE EI FEW FR HNO, 


oder: 


ar) yE+F)a+fa+ yo —alf)+ (EP —-SIE HE N)= 0, 


oder endlich: 


Een Kyf +F)r] + vis —Aff) + 6 — Sir) =0, 


[13 
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woraus durch Integration: 
(yf + F')n + y2(af —2fP) + y(6F’ —5/F’+ FF)+0(a)=0, 


2 (af —gfn — 6Pr L5/F'—PF)— ©( 
in N erlernen eie, 





sodaß x(y) jedenfalls die Form: 


ay)=ay+%+ Fir 





besitzt, wobei c, und c, Konstanten sind. 
Ist nun c(x) 20, so muß, da m von x unabhängig sein soll: 





ce) _ P2 e®) _ 2 
rl («) ==. GONSt. = L, F' (e) = Const. = M 


sein. In diesem Falle wird (16, 2): 
| 1 
rc (Lt m) 


sodaß die betreffende Fläche developpabel sein muß. 
Indem wir daher von den developpablen Flächen ab- 
sehen, können wir setzen: 


(16°) | | (4) SER CıY sp (3, 
6n=yfla)+ayt+a+Fle). 


Hierdurch geht (17) über in: 
ywr+F)a+tflay+e)+y(6f—Aaff)+(6F"—5/F'+HFM=0, 
woraus: 


a RAD Else 


—5/F+fF+aPf+of=0. 
Um diese Gleichungen zu integrieren, setzen wir: 


T-%o,= fi» F+o=F,, 
woraus: 


as) I 
| 67 Sf HR, + =0. 
Die erste Gleichung gibt: 
af, ER h a, 
woraus, wenn 0 20, folgt: 


h=a.tgza@+b)=f—%0; 
24* 
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während, wenn a= 0, folgt: [14 


ae 
h = atb f— 30. 


Um jetzt die Gleichung: 
6F7} —5/FA+fFı+aF, = 0 


zu integrieren, bemerken wir, daß: FR, = + c, wegen (18,1) ein parti- 
kuläres Integral derselben ist. Daher setzen wir: 


F,=(f+c)%(a) 


und erhalten zur Bestimmung von 2: 








da’ ar. 
Gar t+tla-5Nde+ Upper 
woraus, wenn 0a 20, durch Division mit 3: 
da’ d 
25 tInde—5tgtale +b)-Jada +4, =0, 


und durch Integration: 


22 — Aed%?cos- la(2 +b).($c, +a.tgtalz + b))*. 


Eine Quadratur gibt darnach 2. 
Ist & = 0, so kommt: 


dan’ 1 dz 2 
2 — Jade E= Em ee 0, 


woraus: 
Br l.x * u - 
0/2 = Ae? erbte, ,) } 
sodaß 2 auch jetzt durch eine Quadratur gefunden wird. 
Hiermit sind alle Flächen, die der Annahme: 


Be: dn 

0, et 

entsprechen, bestimmt. Wir werden später insbesondere auch diejenigen 
hierher gehörigen Flächenfamilien bestimmen, welche reelle Flächen 


liefern.t) 





1) Soll die Fläche: e® = yf’ + F’ konstantes Krümmungsmaß haben, so muß 
bekanntlich: 
BEFFH SUN 
yfP+F) | 
sein. Dies gibt: F’f’ — F’f'=0, woraus: AF’+ Bf’= 0, was nur developpable 
Flächen kefert. 


—= Üonst. 
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8. Es steht zurück, diejenigen Flächen zu bestimmen, welche der [15 
Annahme: 


entsprechen. In diesem Falle nehmen die Gleichungen (14) die Form an: 


dn _ z 
et 
dn dw 
7 N, I. 
d d ‚ 
Dr rk A EAU F 
woraus: 
d 5 
6n=yfla)+rWy)+Fl), 
und: 
dn ’ : 
I ereyf (2) +F'(x). 


Diese Werte, eingesetzt in die Gleichung: 


(2-N)e+n,,e)=0, 
geben: | 
(20) a —5SNyf+F)+Ww+r+Mf=0, 


1, lur + Pa] —Affy—SfR +Ff=0, 


Ar c(&) 
ay)=c1y+%+ yf+r’ 


wo wir, wie in der vorangehenden Nummer, erkennen, daß die Annahme 
c(&) 20 nur developpable Flächen liefert. 
Also können wir setzen: 
a(y)=Cı1Y+ 65, 
sodaß (20) die folgende Gestalt annimmt: 
a-SNYF+F)+Ww+ay+ta+PMf=0 


woraus: 
2a —ANf=0, 


sodaß {= A = Const. wird. Also wird e® eine Funktion von x allein. 
Und folglich liefert die Annahme: &= 0 nur developpable Flächen. 
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$ 4. Der Fall: 5, zZ, u. 0. Die dritte Flächenklasse [16 


Ich behandle jetzt den Fall: 

de dn 

N 
und zeige, daß man immer die Koordinaten x und y derart wählen kann, 
daß e® die bemerkenswerte Form: 


er = ylaty)+ Fey) 


erhält. Dabei sind die Größen y und Y, deren jede nur von einem Argu- 
mente abhängt, bestimmt durch gewöhnliche Differentialgleichungen, 
die ich allerdings nicht integrieren kann, während ich mehrere bemerkens- 
werte Partikularlösungen gefunden habe. 


9. Die Bedingungsgleichungen (4): 




















en __dn dw _ 
da dedge . ° 
BE dEdw 
I rer 
d’n d? & d2 w d? w dn dw dw de 
dady de Fra ER wer Ph 
d2£& d2 dw d? w dE dw dw d 
ad area Na ae ° 


gestatten auch jetzt eine erste Integration. Die beiden ersten Gleichungen 
geben nämlich: 


(21) Yyg-e-X(e);, 


wo, wie wir zeigen werden, X und Y gleich 1 gesetzt werden können. 
Wir führen neue Variable &’(z) und y’(y) ein. Es ist: 
._dzsöe® de, A 
ep ve Teer Tage Ay 
also kommt: [17 
dE „de dEdy dn dydn’da 
Ay Artaayay’ PT 
ew' de day 
dx dy’ 

















e? = 





1) Liouville hat bekanntlich gezeigt, daß die geodätischen Kurven einer 
Fläche, deren Bogenelement auf die Form: 


d2=[y(c+Yy)+ Pla — y)ldady 
gebracht ist, bestimmt werden können. (Vgl. Liouvilles Ausgabe von Monges 
Application de l’analyse & la Geometrie, S. 579.) 





de dn 
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und also nimmt (21) die Form an: 
de aa waray yäuydnde, 
dedydy d2dy . y dx dx 


Wählt man daher x’ und y’ derart, daß: 
de’ =YXdz, dy=YYdy, 


so kommt, wenn wir statt ©’ und y’ beziehungsweise x und y schreiben: 





de 
’ DE a EN ED 
@1’) PR Tr 
und: 
ei sau auanı, ME „am. dr dw 
dzdy dy dzdy’ daıdy dz dydız 


Hierdurch nehmen die beiden letzten Bedingungsgleichungen (4) 
die Form an: 


d dn de dw dw\ _ 
et 
d Ber an dw dw\ _ 
er ererr l 
woraus durch Integration: 
dn de dw dw _ 
se ;anse Peer he Ferch ir rin 


(22) 


Die vereinigten Gleichungen (21’) und (22) sind äquivalent mit den Glei- 
chungen (4). 


Die Gleichungen (21’) zeigen, daß man setzen kann: 


dU dU 
A (9 FF A. deäy’ 
und zwar ist hiermit die Bestimmung unserer Flächenklasse reduziert auf 
die Bestimmung der Funktion U. Durch Addition der Gleichungen (22) 
kommt: 


(2-5) fo +rW). 
(-SD+RG). 
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Folglich besitzt U die Form: 


U=pa+ry)+Pa—y+Xle)+Y(y), 

und es wird: | 

(23) Ee=o+Öd+X, n=0"—-d’'+Y, @=g9"— ©". 

Es steht somit nur zurück, die vier Funktionen , ®, X, Y, deren jede 

nur von einem Argumente abhängt, zu bestimmen. [18 
Zu diesem Zwecke substituieren wir die Werte (23) in (22), wodurch 

kommt: 

4(g" nn ®”) + 5Y* 2 Er IE 


ee Tre ige zer N ,, 
op” &’ j 











2% 
En Apr O) sr Ya 
m wre oo’ ' &’ 5. Zi m“ ' &’ y° 
I ae sn a Di AN 


woraus durch Addition: 


6Y’—6X’=- Ay) + fe) 
und: 
(227) 6Y’"=Ay)+A, 6X’=A— f(x) (4 = Const.), 


womit die Größen A(y) und f(x) bestimmt sind. Hierdurch reduzieren 
sich die beiden Gleichungen (22’) auf die einzige Gleichung: 





0=4A+4(p" +60’) — (X’ + Y’) — 
(24) Es 2p'p” 98 + x’ (p” EN ®”) + y’ (p'” + ®”) 
p” _— 0 B 


die die vier Funktionen @, ®, X, Y bestimmt. 


Es ıst mir nicht gelungen, diese Gleichung in erschöpfender Weise 
zu behandeln, während ich mehrere bemerkenswerte partikuläre Lö- 
sungen durch spezielle Methoden gefunden habe. Ich erinnere im übrigen 
daran, daß man aus (24) durch Differentiation und Elimination von drei 
unter den vier unbekannten Funktionen eine gewöhnliche Differential- 
gleichung zur Bestimmung der vierten Funktion herleiten kann. (Man 
vergleiche Abels Werke, Bd.I, 5.1 der neuen, bald erscheinenden 
Ausgabe). 

10. Eine ziemlich allgemeine Lösung von (24) erhält man, indem man 
setzt: 

AR. äh 


d d 
$ 4, Nr.9, 10. Der Fall: 7 Z 0, 720. Beispiel Ti 


wo & eine Konstante ist. Hierdurch nimmt (24) die Form an: 


(A —20)9" +49"? —2p'p" — ala + y)P” — 
— (A — 20) dB’ —48"?+20’8"+o(e — y)D"= 0 


und zerlegt sich daher in die beiden Gleichungen: 


25) B+(4—2%)p" +49"? —2pp” — (+ y)y"=0, 
( B & (A —20)®" + 48"? _ 288" —_ (x ak vr — 0, 


wo B eine arbiträre Konstante bezeichnet. 
Um diese Gleichungen, die dieselbe Form besitzen, zu integrieren, 
setze ich: 
P+lelaty=vV, D+lsa =, 
woraus: 
(26) (B—-48%A+202) + (A—6o)y" +4y"? —2y'y” =0, 
(B-4&A+202) + (A—6a)F" +4ıP? 2 P"=0. 


Es handelt sich also darum, eine Gleichung von der Form: [19 


L+My’+4y"?—2y y'"'= 0 
zu integrieren. 
Ich setze: y =, y’= u und betrachte u als eine unbekannte Funk- 
tion von 2. Es ist: y’’= u(du:dz), und also kommt: 


L+Mu+4wW=22uSE, 


dz2 2udu 
z L+Mu+4uw’ 
welche Gleichung sich unmittelbar integrieren läßt. Hierdurch wird y” 
bestimmt als Funktion von y’, etwa y’= F(y’); also kommt: 
7 
ACHERN 
womit %’ bestimmt ist. Hiernach findet man y” durch Differentiation. 
Wenn die Konstanten L und M allgemeine Werte hätten, würde sich 
die zwischen y’ und %” gefundene Relation nicht auflösen lassen. Es ıst 
indes möglich, diese Schwierigkeit zu vermeiden, worauf ich jedoch nicht 
näher eingehe. 
Man sieht somit, daß die Annahme: X’=ax, Y’=ay wirklich 
eine hierher gehörige Flächenkategorie liefert, die sich durch Quadratur 


d(c+y), 
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bestimmen läßt. Es ist übrigens leicht, zu erkennen, daß man ohne Be- 
schränkung & = 0 setzen darf. 


Zu bemerken ist, daß man eine beliebige Lösung y’ von (26, 1) mit 
einer beliebigen Lösung Y’ von (26, 2) verbinden kann. Insbesondere 
kann man 7”= K = Const. setzen, weil diese Annahme wirklich (26, 2) 
identisch befriedigt. Die entsprechenden Flächen sind auf Rotations- 
flächen abwickelbar, ihre geodätischen Kurven gestatten somit zwei 
infinitesimale Transformationen. 


Es wird sich später ($ 5, Nr. 12) ergeben, daß die hiermit gefundenen 
Flächen eine wohldefinierte Unterabteilung der dritten Klasse bilden. 
Später bestimmen wir einige weitere Flächenfamilien, die der dritten 
Klasse angehören und sich dadurch charakterisieren lassen, daß sie zu- 
gleich der ersten oder zweiten Klasse angehören. 


$ 5. Bestimmung der geodätischen Kurven. 


Wenn die geodätischen Kurven einer Fläche eine oder mehrere in- 
finitesimale Transformationen gestatten, so vereinfacht sich immer die 
Bestimmung der geodätischen Kurven. Gehört insbesondere die Fläche 
meiner zweiten oder meiner dritten Flächenklasse an, so verlangt jene 
Bestimmung nur Differentiation und Quadratur, in gewissen merk- 
würdigen Fällen sogar nur Differentiation. 


Indem ich nun dies nachweisen werde, setze ich der Kürze wegen [20 
voraus, daß das Bogenelement schon auf die Form: ds? = e”dxdy gebracht 
ist, daß also die Differentialgleichung erster Ordnung: ds?= 0 schon in- 
tegriert ist. Ich bemerke aber ausdrücklich, daß diese Voraussetzung un- 
nötig ist, wie ich bei einer anderen Gelegenheit nachweisen werde.!) 


11. Nach Jacobi kennt man einen Multiplikator: 


3 


M= Fe Rei 


der linearen partiellen Differentialgleichung der geodätischen Kurven: 





aNn=0=- Hy ve) 





1) Wenn andererseits eine Fläche auf eine Rotationsfläche abwickelbar ist, 
so genügt eine Quadratur zur Bestimmung ihrer geodätischen Kurven, auch dann, 
wenn die Gleichung: ds? = 0 noch nicht integriert ist. Hierbei wird jedoch voraus- 
gesetzt, daß die Fläche nicht von konstantem Krümmungsmaße ist. 
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Kennt man nun zugleich eine infinitesimale Transformation: 


d d 
BEZ +ng + Van 


die die Gleichung: A (f) = 0 invariant läßt: 
A(Bef)) —- B(Af)=AAf), 


so ist nach meinen Untersuchungen (Math. Ann. Bd. XI, $S. 508)!) der 


Ausdruck: 
d d d 
I= B(logM) + = + T + Ay BR 





entweder eine Konstante oder aber eine Lösung von A(f) = 0. Ebenso 
ist B(I) entweder eine Konstante oder eine Lösung von A) =. 


Es ist (Nummer ]): 





_qam ‚an _ ‚dE ' ds u ME ‚ag 
var 9 ir Hay ae FR rer 
logM = 3w— 5logy', 

EI PLN Se RE a RESP WAR ERTL 
B(logM)= 5 (Eg, +79, ine Y dr ve): 
ds , dn, dy _ „dan 9,4 

und also kommt: Ä 
2 4W dw dn de ‚dE ldn 
(27) N role u Te rar Pe Re er 


welche Größe offenbar nur dann eine Konstante sein kann, wenn gleich- 
zeitig: 
de BR, dn 


dy ’ da 


ist. Bestehen diese beiden Gleichungen, so ist: 
,dw, „dw, dy, de 
BERN ET Ze [21 


und dieser Ausdruck ist nach den Gleichungen (5) und (6) wirklich eine 
Konstante. | 

12. Wenn also unsere Fläche der zweiten oder dritten Klasse ange- 
hört, so findet man eine Lösung 2/ durch Differentiation. Es ist 
leicht, nachzuweisen, daß man in gewissen Fällen eine weitere Lösung 
durch Differentiation herleiten kann. 





1)[D. Ausg. Bd. IV, Abh. III (1877), S. 2098.) 


380 XXIV. Klassifik. d. Flächen n.d. Trfsgr. d. geod. Kurven. Kristiania 1879 


Ich setze: 
a de de, 
Bag en U are day’ day’ 


h=a-By—yn 


und bilde den Ausdruck B(I,), der entweder eine Lösung oder aber eine 
Konstante sein muß. Es ist: 


B()=B()—BAy—By) 3 rn) t+Vn-Vg hi u 


woraus: 
B(I,)= B(e) — BE _ Zr — y'(B(ß) + Bil — Pa) 


1 B d 
(By + yd)+y 2% + 


Um zu entscheiden, ob dieser Ausdruck, der nur dann eine Kon- 
stante sein kann, wenn die Größen d&E: dy= ß und dn: dxz= y gleichzeitig 
verschwinden, eine von I, unabhängige Lösung darstellt, bilden wir den 


Ausdruck: 
B(I)—-IH=1],, 


der wiederum eine Lösung ist. Es ist: 





n= Bi) Bil y5,—- 2 — 
(28)  -v(BA+BF- BT 28) — 
(Bo) -rZ2+r2 .—2ay): 


Ehe wir weitergehen, werden wir annehmen, daß die Fläche der 
dritten Klasse angehört. Alsdann ist: 


und also kommt: 
FR ‚ 
1,= B(o) —4P — ®— (y+7)(BA-228)-(V-7)B (-3;); 
andererseits ist in diesem Falle: 
: 1 
h=s-(Y+,)B 20). 
Ist daher die Größe dn: dy — d£: dx verschieden von Null, so ist I, [22 


$5; Nr.12. Bestimmung der geodätischen Kurven 381 
unabhängig von £; sodaß wir in diesem Falle zwei Lösungen durch 
Differentiation erhalten. 


Ist dagegen (vgl. hier und im Folgenden $ 4): 


a_E_g_yry)-X'e); Y"=-X-a- Conit,, 


# RT; d än. dA. 
B(—2aß= Be) ze tngtntz)e 
— Be”) — 3 B(w).e” — 3(2(@" + ©’) +X” + Y”)e” 
—1B(ew) — %(9" + D"’)e” — 3ae”. 


Und da Formel (24) durch die Substitution: X”= Y’= a, indem man 
zugleich mit der Größe: e®= 9" — ®” multipliziert, die Gestalt: 


(A — 2a) (p’ — D”) + 4(p' — D")(p” + 9”) — B(eo) = 0 
erhält, so kommt: 


B(ß) — 2aß = 3 (A — 6a) (p" — ®’) = 3(A — 6a)P, 
woraus: 


= Bi) AR 8 ,(y +z)(A-6a)B, 


I,—4(A —6a) I, = B(eo) -—4® — —3(4A—6ba)a=fla, y). 


Die Lösung: I,— 3(A — 6a) I, enthält nach ihrer Form jedenfalls nur 
die Größen x und y und muß somit eine absolute Konstante sein. 


Hiermit ist nachgewiesen, daß die Größen I, und ], für eine 
Fläche der dritten Klasse nur dann unabhängige Lösungen 
sind, wenn die Größe dn:dy—d£&:dxz von Null ver- 
schieden ist. 


Laß uns jetzt annehmen, daß unsere Fläche der zweiten Klasse an- 
gehört, und laß uns untersuchen, ob I, und I, in diesem Falle unabhängig 
sind oder nicht. 


Jetzt wird: 
La. =,e® 
> RE y’’o om ’ 
Ss Ben LINE 
I,= B(a) — & (Bi) ut 26) 


Es fragt sich, ob der Ausdruck: 1,— KI, bei passender Wahl der Kon- 
stanten K identisch gleich einer Konstanten werden kann. 
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Es ist: 
" = x w\ — = „an 1 „48 
Bo) +rz —20y= Bl) — ze te, 
Andererseits ist wegen (14), 5 (16°): 
dn ( r 
B(w) —57, +5 — 9(y) = — cı = Const.; [23 
also kommt: 
1 1 
B(y) — zn Hy —20y= — Sue =-— 07. 


Hieraus folgt die Existenz einer Relation von der Form: 


L,+3ah= 1, y), 


wo die Größe f, die eine Lösung sein soll, eine absolute Konstante sein 
muß. 

Für eine Fläche zweiter Klasse sind somit die Lösungen 
I,und /J, niemals unabhängig. 

Die Bestimmung der geodätischen Kurven einer Fläche, die auf eine 
Spiralfläche abwickelbar ist, reduziert sich nach meinen allgemeinen 
Theorien leicht auf die Integration einer gewöhnlichen Differential- 
gleichung erster Ordnung. Diese Gleichung scheint jedoch nur in spe- 
ziellen Fällen integrierbar zu sein. 


$ 6. Die Form der Transformationsgruppe. 


13. Ich gehe jetzt dazu über, alle Flächen zu bestimmen, deren geo- 
dätische Kurven mehrere infinitesimale Transformationen gestatten. 
Diese Transformationen bilden in jedem einzelnen Falle eine Gruppe. 
Daher kann ich mich auf meine allgemeine Theorie der Transformations- 
gruppen stützen (Göttinger Nachrichten 1874, Nr. 22; Archiv for Math. 
og Naturv. Bd. I und III).!) Andererseits stütze ich mich auf Unter- 
suchungen von Beltrami und Schläfli, nach denen die geodätischen 
Kurven immer dann und nur dann durch eine lineare Gleichung darge- 
stellt werden können, wenn die betreffende Fläche konstantes Krümmungs- 
maß besitzt. Eine solche Fläche läßt sich daher derart auf eine Ebene 
abbilden, daß ihre geodätischen Kurven die Geraden der Bildebene 
werden. 

Indem ich diese beiden Theorien verbinde, gelingt es mir in diesem 
Paragraphen, zu beweisen, daß die Transformationsgruppe der geo- 





1)[D. Ausg. Bd. V, Abh. I (1874) und II—IV (1876, 78)]. 
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dätischen Kurven nur dann mehr als drei Parameter enthalten kann, 
wenn die Fläche konstantes Krümmungsmaß besitzt. Mit den Flächen 
von konstantem Krümmungsmaße brauche ich mich nicht näher zu be- 
schäftigen. Denn nach Beltramis und Schläflis soeben zitierten Unter- 
suchungen gestatten ihre geodätischen Kurven jedenfalls eine acht- 
gliedrige Gruppe, die durch passende Koordinatenwahl die lineare Gruppe 
der Bildebene wird. Und nach mir können sie keine umfassendere Gruppe 
besitzen, da die lineare Gruppe der Ebene in keiner umfassenderen Gruppe 
dieser Ebene enthalten ist. 


14. Ich werde jetzt sukzessiv alle Gruppen von Punkttransforma- [24 
tionen einer Ebene betrachten. Ich stelle dabei die Forderung, daß die be- 
treffende Gruppe eine zweifach unendliche Kurvenschar, die sich nicht 
durch eine lineare Gleichung darstellen läßt, ungeändert lassen 
soll. Es ıst klar, daß die geodätischen Kurven der gesuchten Flächen 
nur eine solche Gruppe besitzen können, die diese Forderungen erfüllt. 

Laß mich zunächst in meiner Aufzählung aller Gruppen der Ebene 
(Archiv for Math. Bd. III, S.138£f.)!) alle Gruppen mit einer Unter- 
gruppe von der Form q, X (z)g betrachten. Läßt eine solche Gruppe eine 
zweifach unendliche Kurvenschar invariant, so gibt es jedenfalls Kurven 
in dieser Schar, deren Gleichung sich hinsichtlich y auflösen läßt. Sei 
y= f(x) eine solche Kurve der Schar. Alsdann gehören sämtliche Kurven 
mit der Gleichungsform: 


y=T(@)+a+bX 


der Schar an, die hiermit vollständig definiert ist. Aber diese Schar wird 
dargestellt durch eine lineare Gleichung zwischen den Größen: y — f(x) 
und X. Gestatten daher die geodätischen Kurven einer Fläche die Gruppe 
9, X (z)q, oder eine Gruppe, die diese zweigliedrige Gruppe umfaßt, so 
hat die Fläche konstantes Krümmungsmaß. 

Laß uns sodann alle Gruppen mit einer Untergruppe von der Form 
q, yq betrachten. Läßt eine solche Gruppe eine zweifach unendliche 
Kurvenschar invariant, so sei: y= f(x) eine Kurve dieser Schar. Als- 
dann gehören alle Kurven mit der Gleichungsform: 


y=aj(a)+b 


der Schar an, die hiermit definiert ist. Sie wird dargestellt durch eine line- 
are Gleichung zwischen den Größen y und f(x). Gestatten daher die geo- 
dätischen Kurven einer Fläche die Gruppe gq, yq, oder eine Gruppe, die 





1)[D. Ausg. Bd. V, Abh. IV, 8. 114#f.] 
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diese zweigliedrige Gruppe umfaßt, so hat die Fläche konstantes Krüm- 
mungsmaß. 

Hieraus folgt, daß die Gleichung der geodätischen Kurven jeden- 
falls nur solche Gruppen gestatten kann, deren sämtliche zweigliedrige 
Untergruppen entweder die Form p, q oder die Form p, 2p + ygq besitzen. 

Hieraus schließen wir, daß die Gruppe einer jeden Differential- 
gleichung zweiter Ordnung, die nicht durch Punkttrans- 
formation in die lineare Gleichung y”=0 übergeführt wer- 
den kann, eine der folgenden Formen besitzt: 


2:25 BP HYG 59 xp + AyYg 
4,P,2p+(y+Az)g P9,2P+ yg, 2?p+ (2xzy+ Ayd)g. 


Wenn daher die geodätischen Kurven einer Fläche, deren 
Krümmungsmaß nicht konstant ist, eine Transformations- 
gruppe gestatten, so enthält diese Gruppe jedenfalls nicht 
mehr als drei Parameter. 


$ 7. Spiralflächen mit mehreren konformen infinitesimalen [25 
Transformationen. 


Ich bestimme jetzt alle Spiralflächen mit mehreren konformen infini- 
tesimalen Transformationen. Dabei kann ich nach dem Früheren von 
den Flächen von konstantem Krümmungsmaße absehen. 

15. Nach den Entwickelungen in $2 kann ich annehmen, daß es unter 
den infinitesimalen Transformationen: &(z2)p + n(y)q der Fläche keine 
gibt, für welche entweder & oder n gleich Null ist. Hieraus folgt, daß 
die r infinitesimalen Transformationen der Gruppe sowohl die einfach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit: © = Const., wie die Mannigfaltigkeit: 
y= Const. durch eine r-gliedrige Gruppe transformieren. Folglich 
(Archiv for Math. Bd.I, 5.57)!) ist r<4, und also entweder gleich 2 
oder gleich 3. Jedenfalls gibt es zwei infinitesimale Transformationen: 


H,= &p+ mg, H3= &Pp+ 29; 
die eine zweigliedrige Gruppe bilden. Und dabei muß: 
(pP + Mg, &p+ 29) Z 0 | 
sein, weil sonst (£,P, &p) = 0 sein müßte, was: 
2 lonst. 2 48 


1) [D. Ausg. Bd. V, Abh. II (1876), S. 41.] 
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nach sich ziehen würde; und dann besäße die Transformation: AH, — H, 
die Form n(y)q, was nach dem Vorangehenden nur möglich wäre, wenn 
die Fläche konstantes Krümmungsmaß besäße. Wir können somit setzen: 


5 (&ıP + 719; &Pp + N29) = pt ng 
und: 
Er tma=p+gG Kptmg=rıptyg, "=e*. Pl —y). 


Es handelt sich darum, die Größen ® und a, wenn möglich, derart zu be- 


stimmen, daß die geodätischen Linien auch die Transformation zp + yq 
gestatten. 


Wenn wir die betreffenden Werte in die Gleichungen (5): 


dE dw dw dn dw dw _ 
RENTEN: eg ee) 


substituieren, so kommt: 
d dw 
Hat WIR). 


sodaß: p(y)= f(x2)=m-+ 1 sein muß. Und w ist bestimmt durch die 
Gleichung: 


wo statt w die Größe: az + log ®(x — y) zu setzen ist. Dies gibt: [26 


ar &’ 
ch Xu Mm; 


sodaß x = 0 und: 


aR,_ MARY) 
u EN BET TEE. 





B=K.(c—y)" 


sein muß. Hieraus fließt der Satz: 


Die Rotationsfläche, deren Bogenelement die Form: 
(29) d?=K.(z — y)"”" dedy 


besitzt, und die auf sie abwickelbaren Flächen sınd die 
einzigen, deren geodätische Kurven zwei konforme infini- 
tesimale Transformationen gestatten. 
Das Krümmungsmaß dieser merkwürdigen Fläche ist gleich: 
X 
(2 — y)m+2 
Ist daher: m = —2, so ist das Krümmungsmaß konstant, sonst aber 
nicht. 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd.I 25 
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16. Soll die Fläche (29) noch eine dritte infinitesimale Transformation: 
&(z)p + n(y)q besitzen, so müssen sowohl die drei Transformationen 
p, zp, £p, wie die drei Transformationen q, yq, ng eine dreigliedrige 
Gruppe bilden. Also können wir (Archiv for Math., Bd. I, S. 57)!) setzen: 
= 2%, n= y?; und diese Werte müssen in (5) eingesetzt werden. Dies 


gibt: 
atmet pie), 2y+ ltr yien rk), 


wo e®— (t — y)” zu setzen ist. Also kommt: 





2c+ Bo — y? 


2—y 





Tr 2 N mio) 


und: 
2. -Y)=ePW)-I@), gyW)=B-2%y, fa)=-B-—-2: 
und: 
@+m(e+y)=B, 


woraus folgt, daß m = — 2 sein muß. Aber dann hat die Fläche kon- 
stantes Krümmungsmaß. Also: 

Außer den Flächen mit konstantem Krümmungsmaße 
gibt es keine Fläche, deren geodätische Kurven mehr als 
zwei konforme infinitesimale Transformationen gestatten. 

Verlangt man, daß das Bogenelement der Fläche e?= (x — y)"” 
nicht allein bei der Transformation p + q, sondern auch bei der Trans- 
formation &p + yq invariant bleiben soll, so findet man ($ 2, Nr. 5), daß 
m = — 2 sein muß. Dies ließe sich übrigens unmittelbar daraus schließen, 
daß eine Fläche, die sich in zwei Weisen in sich ohne Ausdehnung ver- 
schieben läßt, konstantes Krümmungsmaß haben muß. 


$ 8. Spiralflächen, die der zweiten Flächenklasse angehören. [27 


In diesem Paragraphen bestimme ich alle Flächen, die gleichzeitig 
der ersten und der zweiten Klasse angehören. 

| 17. Da die gesuchte Fläche der zweiten Klasse angehören soll, so 
kann ich immer setzen: 


= y'p(a)+ De), 


und es muß möglich sein, wenn ich setze: y’= Y(y), &’=X (x), die 
Form: 
euer, Pic— (w = Const.) 





1)[D. Ausg. Bd. V, Abh. II (1876), S. 41.] 
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zu erreichen. Dies gibt die Bedingungsgleichung: 
[Yp@)+ Pe) YA) er. Pea—y)=W, 
wo: | 


dW dW 
a Free Add 





ist. Setze ich daher: 9gX’= f(x), PX'=F(x), so erhalte ich zur Be- 
stimmung der drei unbekannten Funktionen Y, f und F die Relation: 


AWYi+Yn+ ” YYf+YM=o(YY/+Yn, 
oder entwickelt: 
(0) YYfF+YrF'+(YY'’+Y°:-oYY)/+(Y’"—-oY\)F=0. 
Bestände nun keine Relation von der Form: 
(31) Const. f’ + Const. F’ + Const. f+ Const.F = 0, 


so müßten die Größen: YY’, Y, YY"’+Y'?-oYY'’' und Y"—-oY’ 
sämtlich verschwinden, sodaß Y = Const. käme. Dies ist indes un- 
möglich, und daher können wir annehmen, daß f’, F’, fund F durch eine 
oder mehrere homogene lineare Relationen verbunden sind. Dabei ist zu 
bemerken, daß wir von dem Falle, daß f und F durch eine Relation von 
der Form F = Const. f= A.f verbunden sind, absehen können. Denn 
dann käme: 


®—=(YY'+AY')fe), 


sodaß die Fläche developpabel wäre. Es bestehen daher jedenfalls nicht 
mehr als zwei Relationen von der Form (31). Existiert auf der anderen 
Seite nur eine solche Relation, so ergibt sich, daß ein Ausdruck von der 
Form Y’(A + BY) identisch verschwindet, ohne daß die beiden Kon- 
stanten A und B selbst gleich Null sind. In diesem Falle wäre daher 
Y= Const., was an und für sich unmöglich ist. 

In dieser Weise erkennen wir die Existenz zweier Relationen [28 


von der Form: 
!=oaf+ßF, F'=yf+ÖF. 
Durch Einführung dieser Werte in (30) kommt: 
YY’+Y’+(a«—-o)YY + Fr eh, 
(32) 


vr} BYY' I —-o)Y=0, 
25* 
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woraus durch Elimination von Y” folgt: 
Y:?:+yY' + —-$)YY'’—-BYY =0, 

und, da Y’2P0 ist: | 

Y+y+la&—-)Y—-PBY=0. 
Durch Differentiation kommt: 

Y’"+(&—-69)Y'—-2ßYY' =0, 
woraus durch Vergleichung mit (32, 2) folgt: 

x—-6=6—-0, w=2öd—a, BI. 


Bei der weiteren Diskussion ist es notwendig, die beiden Fälle: 
62% und ö=« separat zu behandeln. 


18. Sei zunächst d 2x. Alsdann werden die drei Gleichungen: 
f=oaf, F'=yf+öFf, Y=(ö—-a)Y—y 
in allgemeinster Weise befriedigt, indem man setzt: 


r B 

Er ax N pös ER. ad ER 5 d—a@ 

BER Ne are ea v, 

Und zwar ist hierbei zu bemerken, daß diese Integralgleichungen auch 

dann gültig bleiben, wenn entweder & oder ö verschwindet. Also kommt: 
eu = e@d-)e[ 42 B(d — a)er(ö-e)w-m) + AN (6 — a)ed-) wm], 


oder durch Wegwerfung des unwesentlichen Faktors (ö — a)A, indem 
wir darnach AB gleich 1 setzen: 


Es steht zurück, zu untersuchen, ob die hiermit gefundene Fläche, 
die nach ihrer Form eine Spiralfläche ist, wirklich zugleich der zweiten 
Flächenklasse angehört. 


Nach den Regeln des $3 führen wir die Größe e® = *Y als neues y ein, 
Hierdurch kommt: 


er — y0r2 En Ne°#®, 


Wir müssen versuchen, die Gleichungen (14) zu befriedigen. Es ist: 


dn 75 1 7 N 
am yar+ Ne, = yerrtzettry), 
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welchen Wert wir in (14,2 +3): 


d ds 
| ta +rW) [29 
substituieren. Dies gibt: 
1 ’ ds 
erterd)Tetr). 
re 


Sc e“* %c 


7, trt= fe) (L= Const.). 


Ich substituiere darnach in die Gleichung (14, 2): 


d 
ie er tee tn =0. 
Dies gibt: 


5 ' d @% x 
(2er +0 +5, —L)wer + Ned) + 
(83) | 
+ E(ayer® * Nöe‘®) + (- yer® Ihr? N ‚oa mn r)e— li 0, 
woraus, wie im $3, folgt, daß: 
a(y) = GY+ 
ist.- Hierdurch erhält (33) die Form: 


(— 2 er +, —L+ 2) (yee® + Ne??) + E(ayer® + Nöe®) + 
1 
+ ee® (—_ yo: Rz N oa eS CıY N )= E 
woraus: 


an. tot lerta=0, 
(34) h FR : : 
ar 0 08 as ® ds a 2 „(a-d)z _ 
= + 6, Re RT +y% (0, 


und durch Subtraktion und Auflösung: 


E00, La ler -0)x 
H &Ö a 





Indem wir diesen Wert in die eine Gleichung (34) einführen, erkennen 
wir, daß: 

ea, Get 
sein muß.t) 





1) Im Texte ist stillschweigend vorausgesetzt worden, daß weder & = 0, noch 
ö=0 ist. Man verifiziert indes leicht, daß keine dieser beiden Annahmen eine 
Lösung unseres Problems liefert. 
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Die hiermit gefundenen Werte: 


2 
ade 


Bi e?0x N 
er = yead: + Ner, = a en zer CcıY 


befriedigen die Relationen (14) identisch, und dabei bleibt sogar die [30 
Konstante c, unbestimmt. 


Die gefundenen Gleichungen erhalten eine sehr bemerkenswerte 
Form, wenn wir die Größe e’* als neues x einführen. Alsdann wird: 


(5) e=yz+N, tete - as, ‘n=-tmy+ Nr+ay. 


Die geodätischen Linien unserer Fläche gestatten, da c, eine arbiträre 
Konstante ist, die beiden infinitesimalen Transformationen: 


H,=ap—yg, H=3ap+(ga®y+ Nay)g, 


unter denen die erste nur aussagt, daß die Fläche auf eine Spiralfläche 
(Rotationsfläche) abwickelbar ist. 


Nun aber ist klar, da der Ausdruck: y& + N hinsichtlich y und x 
symmetrisch ist, daß die geodätischen Linien unserer Fläche zugleich 
die infinitesimale Transformation: 


A; = 4ya+Ny)p+3%yg 


gestatten. Noch mehr Transformationen können die geodätischen Linien 
unserer Fläche, deren Krümmungsmaß nicht konstant ist, nicht gestatten 
($ 6). Also müssen H,, H, und H, eine Gruppe bilden. Und in der Tat ist: 


(H,H,)=2H,, (HıH)=—2H,, (H,HA,= N?®H,. 


Da unsere Fläche eo ipso die infinitesimale Transformation H,+ H, ge- 
stattet, so gehört sie zugleich unserer dritten Flächenklasse an. Also: 


Die Flächen, deren Bogenelement die Form: 
ds= (zy+ N)daxdy 
besitzt, gehören gleichzeitig unseren drei Flächenklassenan. 
19. Sei jetzt ö= x 20. Alsdann werden die Gleichungen: 
f=af, F=ylftar, Y=-y 
in allgemeinster Weise befriedigt, indem man setzt: 


= Be*, F=yBaxe*’+De’, Y=-—yy+e: 
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Dabei kann man ohne Beschränkung: B=1, e=0,y= — 1 setzen. Also 
wird: e®= e**(y-+ D)— xe**, wo D ohne Beschränkung gleich Null ge- 
setzt werden kann: 

e=e’(y—n). 


Diese Fläche ist nach ihrer Form auf eine Spiralfläche abwickelbar. Es 
fragt sich, ob sie zugleich der zweiten Flächenklasse angehört. 
Wir müssen versuchen, die Gleichungen (14) zu befriedigen. Es ist: 
dn 0*7 ur 


rn a a = —y-—- 145 +), 


und dabei erkennt man wie früher, daß x(y) eine lineare Funktion [31 
von yist: z(y) = CıyY + cz. Nun ist: 
(86) (2 - Jette tnne=0, 
also kommt: 

(—+a-N ey a) + &ay a) 1er + 


e* x e* x 


ee 





+ GG tay+o)e®=0, 


woraus: 


ru ftoet tao=0, 
(37) = FF Pe 
-2 —+a-N-We+E- Set G+a=0, 


und also wird: 


ax 


> — +6G% +06. 
Diesen Wert und den Wert von » substituieren wir in die Gleichung: 


d d 
(88) re) +rply). 
Dies gibt: 


5s(—+a)=Ma) try), F)=5.+L. 
Diesen Wert [und &] substituieren wir in (37,1), wodurch kommt: 
—4— +41 -I+ +00 +04 +0=0, 


wasindes eine kontradiktorische Gleichung ist. DieAnnahme:ö=x20 
gibt somit Nichts. 
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20. Sei endlich ö=x= 0. Alsdann werden die Gleichungen: 


Tea. ei ee 
in allgemeinster Weise befriedigt, wenn man setzt: 
[=B, F=eyBz+6C, T=—yy4+2, 
= y?B(y—2)--y(Bö+0), 
oder, ohne wesentliche Beschränkung: 


2© _ dn \ 
Man find et: 


N=YR—3UÜ+CY+ 
und durch Substitution in (36): 


+4 y—- d—-E+ye—3®+ay+a=)0, 
woraus: 


[=217 +20, E=I®? +0 +6, [32 
und durch Substitution in (38): 


6e+c)- at )=2a+)+pWY), 
was jedoch eine kontradiktorische Gleichung ist. Die Annahme 


ö=a=0 gibt somit Nichts. 


21. Ich werde zeigen, daß es außer der gefundenen Flächenfamilie: 
e® = z£y+ D keine Flächen gibt, deren geodätische Kurven zwei 
oder mehr infinitesimale Transformationen von der Art d&:dy=®, 
dn:dz 20 besitzen. Für jede solche Fläche können wir nämlich setzen: 


Ich behaupte, daß Y(y) eine Konstante ist. 
Wir setzen: 


dy =YYay 


und führen darnach y’ als neues y ein. Alsdann muß der Ausdruck: 


‚ d 
"= (yf+ny 


$ 8; Nr. 20, 21. Flächen mit zwei infinit. Transform. n = 0, 5 


bekanntlich die Form: y’ o(2) + ®(x) besitzen. Es ist also: 


>20 393 


dy ‚ 
W+mnmy=yet®, 


woraus durch Differentiation hinsichtlich y’, indem ich der Kürze wegen 
setze: 
= (le), y=-Yıly), 
folgt: 
d ; day, 
Ay! YY)r+ a ?=1. 


Bestände nun keine Relation von der Form: Ay+ BY+(C=0, so 
müßte 1 gleich Null sein, was an und für sich unmöglich ist. Existierten 
andererseits mehrere solche Relationen, so käme: 


Const. » = Const. X, Const. f= Const. F, 


und dann wäre die Fläche developpabel, welchen Fall wir ausschließen 
können. Also existiert eine Relation von der Form: Ay+ BY/=1, 


woraus folgt, daß: 
d 
dy 


DIL Ay tA, D=ByHtB, 





(Y,Y)=4, BP E —=B, 


und endlich: 


a E 1 
TRATEN 
sodaß Y wirklich eine Konstante ist. Also kommt: [33 
dnı N eEFE dns 
ER, de 


Un — a 
ee 0, MN -am=Pp(Y). 


Hiermit ist aber nachgewiesen, daß die geodätischen Kurven unserer 
Fläche eine infinitesimale Transformation: 


(&1—0&)P + (m — an.)q 


gestatten, welche die Form: &(z2)p + @(y)q besitzt. Und also läßt sich 
die Fläche auf eine Spiralfläche abwickeln. 
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$ 9. Flächen, die gleichzeitig der zweiten und der dritten Klasse 
angehören. 
In diesem Paragraphen bestimme ich alle Flächen, die gleichzeitig 
der zweiten und der dritten Flächenklasse angehören. 
22. Da die gesuchten Flächen der zweiten Klasse angehören sollen, 
so kann ich setzen: 


er = y'pl@)+ Bla‘), 


und da sie zugleich der dritten Klasse angehören sollen, so muß es mög- 
lich sein, statt x’ und y’ solehe neue Variable x und y einzuführen, daß: 





wird. Setze ich: 








’ d j d 

y=-YW. 9.7—=1@), 9.7—--=Fle), 
so kommt: 

YYfa)+YF(ea)=ylae+y)+Yle—y), 
woraus: 


d? ! / d? ! ’ 
SWYf+ rn - ZuYi+Yn=0, 
oder entwickelt: 
DET 5 A be 1 ER 0. 


Bestände keine lineare homogene Relation zwischen f, F, f" und F”, so 
müßte: Y’= 0, Y= Const. sein, was an und für sich unmöglich ist. Be- 
stände nur eine solche Relation, die dann nicht die Form: 


Const. f + Const. F = 0 
haben könnte, so käme jedenfalls eine Relation von der Form: 


(Const. Y + Const.) Y’=0, 


woraus wiederum die unmögliche Gleichung: Y = Const. folgen würde. 
In dieser Weise erkennen wir die Existenz zweier Relationen von der 
Form: 


F"r+af+ßBF=0, "+yf+öfFf=0d. [34 
Durch Einsetzung folgt: 
a 8Y Y’+,YY -+0Y'=0, 


(39) 
Y"+sYY+BY=0, 


$ 9; Nr. 22, 23. Flächen, die der 2. und 3. Klasse angehören 395 

und durch Elimination von Y’": 
3Y’Y"—-5Y:Y +—-PYY +aY'’=0, 
woraus durch Division mit Y’ und Differentiation: 
3Y"’—-25YY +y-PY=0, 

woraus durch Vergleichung mit (39) folgt, daß ö=0, y=4ß ist. Zur 
Bestimmung von f, F und Y erhalten wir somit die Gleichungen: 
(0) P=-A4ßf, PF=--BF-af, V--BY-La, 
bei deren Integration wir verschiedene Fälle separat behandeln müssen. 


23. Laß uns zunächst annehmen, daß $ 20 ist. 


Alsdann werden die Gleichungen (40) in allgemeinster Weise be- 
friedigt, wenn wir setzen: 


Y=-;;+@sin(yYB+Y), f=Lsin(2zVß+A), 


F= 55 sin (22 VB +2) +Msin(xYß + u), 


woraus folgt: 


e® — (GLsin (2x Yß + A) sin (yVß+y)+ 
+ Msin(eVß + n))@YBeos(yVß +»), 


oder, da wir ohne wesentliche Beschränkung: G=1, L=1,B=1,/=0, 
y = 0 setzen können: 


e-—= 3sin?2r.sin?2y+M sin (£-+ u) cosy. 


Um zu untersuchen, ob diese Fläche der zweiten Klasse angehört, 
führen wir sin y als neues y ein. Alsdann kommt: 


an 
dr’ 


e” = sin?22r.y+Msin(e + w)= 
und durch Integration hinsichtlich «: 
= — 300822.y—Mcos (ce + W)+CGYy+ 6, 


wo die Integrationskonstante bekanntlich eine lineare Funktion von y 
ist. Ich substituiere in die Gleichung: 


/ 


d d d 
(2% os (2)) © + er N a 
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Dies gibt: 
(4 — 3c0os22 —f)(y.sin22r+Msine + w)+ 
+ &(Qy.cos22z+Mcos(z + w)-+ 
+(—4y.c0s22 —Mcos(£+ wW-+ cıy+ 6)sin2r = 0, 


woraus durch Zerlegung und Auflösung: [35 


f = 2%c, — 0082% +2 c0ot Az .E, 


(ce, — $cos2r) sin @+ m (3; — os (@+ Mm) sin?2z 


> cos (2 + u) — 2sin(T + u) cot2z 





Auf der anderen Seite besteht bekanntlich (14, 2+ 3) eine Relation von 


der Form: 
on 


-E-I@)+PW. 


wo g(y) = Const. sein muß. Also kommt: 


ds _ 
de 


E — %2cos?2rx — %cot?x2.E£. 


Diese lineare Differentialgleichung integrieren wir und finden somit, 
daß £ die Form: 
En H— Ec0s22 + cos?27 
2sin?2z 





besitzen muß. Und da diese Form mit der früher gefundenen identisch 
sein muß, kommt: 


(H — Eecos?2x + c0s?2) (cos(x + u)sin?2x — 2sin (x + w)cos2r) = 


Cg 


— 2 sin?2x|(cı — cos 2a) sin (@ + u) — r — cos(z + „))sin 2) j 
woraus: 


(H — E(2 cos? x — 1) + (2 cos? x — 1)?) — 2 cos?= + 2) cosu = 





ee 2 2 | 2 1 _ n 
—= 8(1 — cos?r) cos 2 cos u (cı +cos"T+3% 20082 5): 


(H—E(2cos?z —1)+(2c0s?2 —1)2) (—2(1— cos?) — 2(2c0s?r--1)) sinu = 


— 8(1 — eos?x) 608? x ((cı — cos®?x + 4) — 2(1 — cos? x)) sin u. 
Wäre nun sowohl cos u wie sin „u verschieden von Null, so käme: 


g=0, H+E+1=0, —2E—-4=4ca+H), 
H+E+1=-44,—3, —2E—-4=4,—H)—4, 
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welche Gleichungen indes kontradiktorisch sind. Also muß entweder sın u 
oder cos „ gleich Null sein. 


Ist sinau=0, so wird: e®=sin2r.y+ Msinz, oder, wenn wir 
cos x als neues x einführen: 


e=—2rıy—M, 


sodaß wir die in dem vorangehenden Paragraphen gefundene Flächen- 
familie, die wirklich gleichzeitig unseren drei Flächenklassen angehört, 
wiederfinden. 

Ist cos u = 0, so kommt: e®= y.sın 22+ M cos x, oder, wenn wir [36 
sin x als neues x einführen: ee =2xy-+ M, sodaß die Hypothese: cos u= 0 
dieselben Flächen, wie die Annahme: sin u = 0 liefert. 


24. Sei jetzt $= 0. Alsdann werden die Gleichungen: 


eu Brei, mails 
in allgemeinster Weise befriedigt, wenn wir setzen: 
[=Ax+B, Y=—-$Jay?+ßy+y 
F=—4Ax®—4aBe?+(Cı-+D. 
Also wird, wenn wir Y als neues y einführen: 


@—= "= y(Aa+B)+(-toA® —4oBat+Ca+D), 


n=y44A®+Ba+E)+(- 4aA#—-IoBa®+4C0a+De-+F). 
Wir substituieren in die Gleichung: 


(- F@a))or + Ey, I ngze® = 0. 


Dies gibt: 


0=(4Am®+Bbxr+E—f\yAxz+BD)—4%aAr®—4aBe+Cz+D) + 
+(4y—3aAe®— oBze+0)&E+(Ax+B)|y4A® + Be+D — 
Am -taBe’+iCa+Dcs+F), 

woraus! 

gA®+Bze+E—NAa+B+AL+ 
+(A2+B(4A®+Ba+EH)=0, 

(41) ı 4422+Ba+E—N)(-40Aa® —taBe?+0C2+D)+ 

+34 — aB&e+0)E+ 

+42 +B)(-5,eAa—4aBa®+-4Ca®+Dae+F)=0. 
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Andererseits ist: 


d d 
6-7 ta) + FW), 
woraus: 
(42) 6440 + Ba+M)—-E=f@)+L. 


Nun ist aber (41,1): 
(A&2+ B)f=2(3A2®®+Baz+E)(Ae+B)+AE. 


Also kommt durch Elimination von f: 


4($ Aa? + Br + E)(de + B) — (Adv + BG, = AE+ L(de + B). 


(43) Z.((da+Bd)=4(5 424 Br+E)(Ae+B)—L(4w+B). [37 


Setzen wir nun zunächst voraus, daß AZ0 ist, so können wir 
A=1, B= 0 setzen. Also kommt: 


(a) —- 22? +4Ex — La, z&E=3@a"+43(4E—- LD)®+K, 


woraus: 


=} +44E-De+T, E=-3+44E—-10)—-% 


Wir substituieren die gefundenen Werte von f(x) und £ in (41, 2). Als- 
dann wird der Koeffizient von x° gleich — 3. Und folglich ist die 
Größe x gleich Null. Also wird: ®&=ye+Cx+D, oder, da wir 
C= (0 setzen können: 


e=y@a+D, n=Iy®+Ey+Da-+F, = +Ga +“, 


wobei wir zur näheren Bestimmung der Konstanten die gefundenen 
Werte in (41, 2) substituieren könnten. ‘Dies ist indes unnötig, da wir 
schon im vorangehenden Paragraphen die allgemeinste infinitesimale 
Transformation der Fläche: ee = yxz + D bestimmt haben. 


Sei jetzt A= 0. Alsdann können wir B20 annehmen, weil die 
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Fläche sonst developpabel wäre. Insbesondere können wir B=1 setzen. 
Alsdann wird: 


e=y—lax+Cı+D, n=y(@+E—toax® +40 +Dxs-+F, 
E=4@+B)—L, E=20+(4E-D)e+K, f=2(@+B). 
Wir substituieren diese Werte in (41, 2), und bemerken dabei zunächst, 


daß der Koeffizient von x? gleich — 3a ist, sodaß x = 0 sein muß. Also 
kommt: 


— (2+E)(C2e+D)+C(22°+(4E—L)e+K)+3C02+Da+F=0, 


sodaß © = 0), und somit die Fläche developpabel wird. 


25. Gestatten die geodätischen Kurven einer Fläche die beiden in- 
finitesimalen Transformationen: &,p+ nıq und &P + 729, wo: 
dE, 14 dn de dng A, 
el, IE, eh — =, | [38 
so gestatten sie zugleich die Transformation: (& + &)p + (n + n2)g; die 


Fläche gehört somit sowohl der dritten wie der zweiten Klasse an. Die 
einzige Flächenfamilie, die dieser Annahme entspricht, ist: 


= yuc+D,. 


$ 10. Bestimmung aller Spiralflächen, die der dritten Klasse angehören. 


Indem ich mir jetzt die Aufgabe stelle, alle Spiralflächen zu finden, 
die zugleich der dritten Klasse angehören, kann ich von den schon bestimm- 
ten Flächen, die zugleich der zweiten Klasse angehören, absehen. Zu- 
gleich kann ich absehen von den Flächen: e® = (x — y)”, die zwei kon- 
forme infinitesimale Transformationen gestatten. 


26. Hiernach kann ich annehmen, daß die gesuchte Fläche nur eine 
Transformation: &(x)p-+ n(y)q, etwa: p-+q, und eine oder mehrere 
Transformationen: 

Ep --ng, wo 0 20 
2 dy ER : 
gestattet. Nach meinen Untersuchungen über Transformationsgruppen 
kann ich dabei immer annehmen, daß: p+ qund: &p+ ng eine zwei- 
gliedrige Gruppe bilden: 


P+4,P+nd=aß+N+telp+tng: 
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Ist hierbei &; 2 0, so führe ich statt p + qund &p + nq die beiden Trans- 
formationen: 


1 
ze+gD und Pp+nd+.P+g 


ein. Hierdurch erkenne ich, daß ich, wenn &, Z 0 ist, immer ohne wesent- 

liche Beschränkung: &g =]1, & = 0 setzen kann. Ist dagegen &,= 0, so 

führe ich, wenn &, 20 ist, statt £&p + nq die Transformation: 
A:e)(&p + ng) 


ein, und erreiche hierdurch, daß e, gleich 1 wird. Endlich ist es denkbar, 
daß e, und &, gleichzeitig gleich Null sind. Hiernach können wir uns auf 
die Betrachtung der drei Fälle: 
P+g4,EP+nd=-d; Pr Sptnd=-P+G 
Pr, Ssptnd=Sp+tng 


beschränken. 


27. Ich setze: (P+g, Ep+ng)= e(p + g), woraus folgt: 


und durch Integration, indem man die unwesentlichen Integrations- 
konstanten wegläßt: | 


E= fa —y)+ter, n= pl —yY+ ey. 


Da die Fläche eine Spiralfläche sein soll, so ist: e® = e*”. A) (x — y); [39 
aber andererseits ist: 
ds. 
Aa) ay ee Er 
also kommt: 


—X.fa@—-y)=e*r.ıı—yJ)=Y.ple-Y) 


Also kann man, indem man mit K und L zwei Konstanten bezeichnet, 
setzen: 


X=Kers, Y=Leer, 
Ma y)=—Kf(@—y=Lew-n.p(e—y). 


Nach den Regeln des $ 4 führen wir jetzt neue Variabeln x’ und y’ ein, 
indem wir setzen: 


Re er ey 
de =daVEK.e , dy=dyyYL.e ,, 


$10; Nr. 26, 27. Flächen, die der 1. und 3. Klasse angehören, nicht der 2. 401 


woraus durch Integration (wenn x 20 ist): 











n ’ 2yK Jaz ’ L 2.0, " 
"=" +ß=- S . +y=- 7 ee =y 
Ei uni dt eier 

 TaUVh Ps SayL 
Nun ist 
RER ut Te We ER u Ma—y) = ul —y) 
da’ dy’ VKL VEL a 


und durch Einführung der neuen Variabeln @’ und y’ (oder x” und y”) 


kommt: 
„lt (VE.8)} 006) =-0W. 


Es muß möglich sein, © (&” : y”) auf die Form: v(x’+ y’) + Y(x&’— y’) 
zu bringen. Hierdurch kann © bestimmt werden. Es ist: 

















PAD . 0 
dx’? dy'” , 
_ 140 @0_ 1.8, 
ds. "00° dat yradaı?’ 
10__ de dO_amae, ,ade 
äyi y’2do’ dy: yrıdw: y"3 do’ 


und durch Einsetzung kommt die Gleichung: 


d?© do d do 
deren allgemeine Lösung ist: 
@=M.log®FI+N. 
Also kommt, da wır M =] setzen können: 
. U 


e” = log(@”+ y”) —log(e@’—y’) + N = day’ 
Dabei ıst <= dU:de«', "= dU:dy'; also kommt durch Integration: 


=|(2’+ y") log (a y") + (er y") log (2 — y"))+ Ny"+X,(e”), [40 
n'=|(@” + y')log (a" + y)— (@’— y')log (a — y)])+ Na’+ Yılyı). 
d. 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 26 
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Zur Bestimmung von X, und Y, benutzen wir die Gleichungen: 
d«' P ‚ 
=, beelf@—y)ten), Vong, ty pay) +ey). 
Die erste gibt durch Division mit x”: 
y” y" " 
(+++ Fl %)) + 2logat + 


+ NH a ah ei = ta(fe — y) + ex) = 32 (75) + Ele, — 


woraus: 


YK’ 





X,(2”) = — 22’ loge”" + ex” log 7 ira, 


Eine analoge Rechnung gibt: 





Y,(y”") = — 2y” logy” + ey” log >. + Ry" (R= Const.). 


vr 


Indem wir zu den Bezeichnungen in $ 4 zurückkehren, können wir setzen: 
1 e% [4 ” ” 1 ”„ ” 
pP =(a+yP)lg@"+y')+zNl'+y”), 
’ 2 [4 " ” 1 7 4 " 
= ar)" —- y) ZN, 


” ” ” 1 ni (2 ” | " 1 
P=lg@'+y)+1+zN, D=lg@'—y)+1—-zN), 


m 1 3 SFR 1 


ei gr E=  Ü DAR ”. 


X = — 22" logz" + ex” log I FIR, 


Y’=— 2y" logy" + ey’ leg —— = rs Ry”. 


VE 


Diese Werte müssen in die Fundamentalgleichung (24) eingetragen werden. 
Hierdurch käme eine algebraische Relation zwischen x” und y” und den 
folgenden Logarithmen: 


log (2* -— y"); log (a? CR Yu}, log:2", log y". 


Da dies indes unmöglich ist, so erkennen wir, daß die Hypothese « 2 0 
keine Fläche liefert. 


$ 10; Nr. 27,28. Flächen, die der 1. und 3. Klasse angehören, nicht der 2. 403 
28. Laß uns sodann annehmen, daß & = 0 ist. Alsdann kommt wie 
früher: 
:=-fa@—y)+ter, n=pl@—y)+ey, 
w_ zn de Di dn 
®=-Ia --IXa),,- Wr: 
woraus: [41 
X=K’= (ons., Y= LD’= Const. 
Wir führen wiederum neue Variable x’ und y’ ein, indem wir setzen: 
de=Kdz, dyY=Lay "=v"+ß=Kxe, Y"=y+y=-Ly. 
Es ist: 


eu 











gw dr dy - "= rl). 
RE ee Re N er 


Aber andererseits soll e” die Form: y(z” + y”) + Y(x"— y") besitzen. 
Also muß A die Gleichung: 
d?} d? 7 


befriedigen. Und daher sind zwei Fälle denkbar, je nachdem K?— [2 
gleich Null oder verschieden von Null ist. 


Ist K®— 1? 20, so ist: 


1 


-0- (a5) =0 


und: 
’ ” D ” ” D [4 
= --=0y Er — 37% 2 + Kr; 


"9 ee 
x TE Y + Y.. 





Aber andererseits ist: 


el a , 
®=-T-E=KE=-Kf@—y)+Ken, 





"= qyn=Ln=Lo@—y)+Ley; 
also folgt: | 
OLy+ DLay—3DLy +X,=Kfie—y)+Kex, 
CKz+3DKa2— DKxy+Y,=Lo(z—y)+ Ley, 


und: 
Xı=—-1DL2+ (Ke— CL)e +4, 
Yı= 4DKy+ (Le—CK)y+B, 
26* 
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und endlich: | 
’ x” St Ke—CL ” ” 
3 =-4DL(7 -#) I A, 








K L K 
R Ei Le— CK " ” 
= IDEK(7— 7) ZZ y" +0@’+B. 


Die gefundenen Werte substituieren wir in die Gleichung (22) (siehe 
auch (22”)): 


dn de dw 


ee re 


1" =ig)=-6Y’+ 4-65 it Ar. 


Hierdurch finden wir eine Gleichung, welche zeigt, daß DK und infolge- 
dessen D verschwindet. Dann aber wird e” = Const., und somit ist die 
betreffende Fläche developpabel. Die Annahme K?— 12S0 gibt [42 
daher jedenfalls nur developpable Flächen. 

Sei jetzt: K= +L, zum Beispiel: K= + L. Alsdann können wır 
ohne Beschränkung: K= L=1 setzen. Also kommt, wenn ıch: 


2 — Yy)= wW(® —Y) 
setze: 


ae _d 
e"=-Aa— = =-;,=-uMl@-y). 


dy 
Ee=—- ya —-yJ)+X, n=na-YyJrY. 
Aber früher fanden wır: 


Ee= fa —Yy)+tex, n=ple—Yy)+t ey. 
Also kommt: 
A eiH+ 5, "=2y+ 5, 


und, wenn wir zu den Bezeichnungen in $4 zurückkehren: 
p=0, P=0, P"=— ul —Y), P’ = —ulr—yY), 
Ee=o+P9'+X,, n=P"—-®'+Y". 


Diese Werte substituieren wir in die Fundamentalgleichung (24) und er- 
halten dadurch zur Bestimmung von u eine Gleichung von der Form: 


2a — 2 WIM ATI 
Um dieselbe zu integrieren, setzen wir: u — }e(2 — y) + 3ß = v, woraus: 
27” —4vV +4e? + yW'+3e)=0, 


welche Gleichung man nach bekannten Regeln integrieren kann (Nr. 10). 





$10; Nr. 28,29. Flächen, die der 1. und 3. Klasse angehören, nicht der 2. 405 


Es ist eo ipso einleuchtend, daß alle Flächen, die man 
in dieser Weise erhält, gleichzeitig der ersten und der 
dritten Klasseangehören. Dabei verifiziert man leicht, daß die beiden 
Transformationen: 


H,h=p+g, H,= (er — ul —W+R)p+(ey+uc—y)+S)g 
in der verlangten Beziehung stehen, denn es ist: (H,H,) = eH,. 


29. Sei jetzt: (p+qg,Ep+ng)=Ep+ng, woraus: 


(44) e=e.fe—y, n=e.o(lc—9y). 


Da die Fläche eine Spiralfläche sein soll, ist e® = e*”.A(x — y), und da 

sie zugleich der dritten Klasse angehört, ist: 
Et RES d 

ia), "= IWn. 

— Xe. fe —-y)=e*:.AMc—y)=Ye.o(e—y). 


Also kann man, indem man mit K und L zwei Konstanten bezeichnet, 


setzen: 
X= a Y=-l#ee-bv, 


Nach den Regeln des $ 4 führen wir neue Variabeln x’, y’ ein, indem 


wir setzen: 
«—1)y 


= Ba 1 
de =daVyX=Ke“ de, dy =Le" "ray, 











woraus, indem wir den Fallx=1 ausschließen: [43 
” ’ 2K 3(«—1) x ” N 3L I (a«—1)y 
Berry Eee » 
woraus: 
EL. («—1)e” a. («—1)y” 
Ran BT gr 
Nun ist: 











dz dy e"”)(z—y) Jar) 5 | 
da’ dy KL ’ =e.2(@ —y). 


ew’ — ew 


Und also kommt: 
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Aber andererseits wissen wir, daß e” die Form: y(2”+y”)+ #(x2"—y") 
besitzt, und daß daher: 
RE T, 
der: er — dyr: ei, 


Also findet man zur Bestimmung von © die Gleichung: 


a u u 


a—l1l do «—loa—l 





deren allgemeine Lösung ist: 


2 2 
9=L(1+0)-1+M(- o)-t, 
woraus folgt: 














2 2 i 
e” = L(a’ + y’-1+M (a — y’yi = dar 
Dabei ist <=dU:de’, n' = dU:dy’, und also kommt durch Integration, 
indem wir den Fall: x = —1 ausschließen: 
a—1 &—1l en 
& = I Lfa' + yet 2 Mt yet X, 
x—1l ze a—l1 Be 
ee a ee ee 3 ie 
Nun aber ist: 
’ de’ ” ‚ee y” 
e = E= a —1a.e. fa )=arır(E), 


«+1 
’ dy' " I ii 
"== te Dyr.o.g@-)=-yid(n). 


g" 


Und also besitzen X’ und Y’ die Form: 


a+l «+1 


X'— Ra" Be Vrn Sy", 


wo R und S zwei Konstanten sind. 
Wir kehren jetzt zu den Bezeichnungen des $4 zurück. Es ist: [44 


2 2 
op" AIR L(a" + ya i D" BEREBOR. M («" en yaae-1 5 
RE | er PR ar: 
Vera ryn . Per mwen) , 


3—a 3—a 


ZZ 2 n „ ee u ZZ 2 „ "a—1 
ge" = La 4 yet, Br Me N. 





810; Nr. 29. Flächen, die der 1. und 3. Klasse angehören, nicht der 2. 407 
Diese Werte müssen wir in die nn (24): 
0= (A—X”"—Y’)(p"— DB’) +4(p"?— 2’) — 200" +2D9’'B"’ — 
a ER ae A EU rn 
substituieren. Dabei werden alle Glieder der hervorgehenden Gleichung, 
ausgenommen A (9" — ®”) homogen hinsichtlich x”, y” von der Dimension 


4: (x — 1); während A (9” — ©”) homogen von der Dimension 2: (x — 1) 
ist. Also schließen wir zunächst, daß A = 0. Es ist: 








4 4 
(4 p"? ir 2p' po"): wre — SE = 7 : (1 4 w)e—1 
ae a 
(— 40"2 4 BURN ET nen ee (1 — w)* mi.) 
4 2 
x x’ p" Ge, 9"): a" PIE RER er |®+ +1 dl -E w)e—1 2 





3—a 
2 toi, 


(X”®" iE xo", . wre — ih RM — ee E 





Br oje |, 


2 


2 
(— Y'a An N) . are — KRERR SL Be we—1(1 + w)e—t + 
9 EN net 
+ Fe wel (1 .- oJ ; 


(Y’0' — Y’O”):0'T=— SM Toll — ori — 


und, da die Summe der linksstehenden Glieder gleich Null ist, so ver- 
schwindet auch die Summe der rechtsstehenden Glieder. 

Setzen wir jetzt zunächst voraus, daß2: (x —1) keine ganze (positive 
oder negative) Zahl ist, so erkennen wir durch Reihenentwicekelung nach 
den Potenzen von w, daß die Summe der beiden letzten rechtsstehenden 
Glieder gleich Null ist. Infolgedessen ist: 


SIE4+-M =. SL-M=0, 
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woraus, da L und M nicht beide verschwinden dürfen, folgt, daß S gleich 
Null ist. Und da die Größen x” und y” gleichberechtigt sind, schließen 
wir, daß auch R gleich Null ist. Unsere Bedingungsgleichung reduziert [45 
sich daher auf die beiden ersten Glieder, deren Summe nur dann ver- 
schwindet, wenn a gleich Null ist. 

Ist andererseits 2: (x — 1) eine ganze negative Zahl (doch nicht — 1), 
so erkennt man ganz ebenso, daß R und S gleich Null sein müssen, und 
daß jedenfalls nur die Annahme «= 0 eine Lösung unseres Problems 
liefern kann. 

Die Annahme a=0 liefert die Fläche: 


L M 
Gt T ap 





ew 


die auf eine Rotationsfläche abwickelbar ist, und gleich- 
zeitig der dritten Klasse angehört. 

Da die Annahme 2:(«—1)= —1 auf den schon früher ausge- 
schlossenen Fall x = — 1 führen würde, so steht jetzt nur die Annahme, 
daß 2: (x — 1) eine ganze positive Zahl ist, zurück. In diesem Falle wer- 
den sämtliche Glieder unserer Bedingungsgleichung ganze Funktionen 
von o. Elementare Überlegungen zeigen, daß 2:(«—1)=1, M=iL 
sein muß. Hiermit erhalten wir die Fläche ($7, Nr. 15): 


e=r—ıy, 


deren geodätische Kurven drei verschiedene infinitesimale 
Transformationen: 


H,=p—ig, B,=ap+yg, 
B,= @a+iay+3)p+ gi +ay+giyd)g 


gestatten. Man verifiziert leicht, daß dieselben eine drei- 
gliedrige Gruppe bilden. 

Die früher ausgeschlossenen Fälle: x = + 1 liefern, wie ich bei einer 
anderen Gelegenheit näher nachweisen werde, keine Lösung unseres 
Problems. Im übrigen behalte ich mir vor, einige im vorangehenden an- 
geregte Fragen!) zu behandeln. Dezember 1878. 





1) Man kann verlangen, daß die lineare partielle Differentialgleichung: A (f) = 0 
der geodätischen Kurven (s. Nr. 11) eine Lösung von der Form: 
KENT THE HAN He 


besitzen soll, wo m eine ganz beliebige Zahl, n eine ganze Zahl, f,, . . -, f„ Funktionen 
von z, y bezeichnen. Es ergibt sich, daß es immer ausgedehnte Flächenklassen 
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XXIVa. 
Selbstanzeigen von XXIV. 


1. Bull., Bd. XIV (II. Ser., Bd. III), Abt. 2, S. 188—189, Paris, November 1879. 


L’auteur s’oecupe, depuis l’annee 1872, de la determination des [188 
proprietes des öquations differentielles qui restent inalterables dans toutes 
les transformations analytiques de ces equations. Pour faire connaitre 
la portee et surtout la nature de sa methode de recherches par un exemple 
propre & ce but et en möme temps important par lui-möme, ıl prend 
l’öquation differentielle des lignes geodesiques d’une surface queleonque 
et cherche leur groupe de transformations. 

Si l’el&ment d’are d’une surface est donne par l’equation: 


ae Fe, Wazıdy, 


les lignes geodesiques seront döterminses par l’equation differentielle du 
second ordre: 


p@y_dFay_ dr N. 
2. dedz dy 

Sı maintenant F est une fonction arbitraire de x et de y, cette 
equation n’admettra aucune transformation de points infinitesimale, c’est 
a dire que, dans ce cas general, il est impossible de donner a x et y des 
accroissements: 


2 = £Ei8,y)6L, Iymnla,y)öt 


tels que chaque ligne geodesique se transforme en une pareille ligne 
infiniment voisine. 

On se posera maintenant le probleme de determiner la quantite F 
le plus generalement possible, de telle sorte que l’&quation differentielle 
des lignes geodesiques admette une transformation infinitesimale (ou 
meme plusieurs). Il existe trois classes de surfaces qui remplissent cette 
condition: 

1°. Ou F, par l’introduetion d’expressions convenables x’ (x), y’(y) 
a la place de x, y pourra prendre la forme: | [189 


(A) F= et, D(x Are Y) (&@ = const.): 





gibt, die diese Forderung erfüllen, welche Werte auch m und n haben mögen. 
ist: m = —4, n= 1, so erhält man die Rotationsflächen; ist: m—= —1,n=2, 
so erhält man die Liouvilleschen Flächen: ®—=y(z+y)+ Y(z— y); ist 
endlich: m—= —1, n=1, so erhält man die Flächen: ®—= ygp(2)+ © (x), und 
so weiter. Dies gibt ein neues Klassifikationsprinzip der Flächen. 
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2°, Ou F pourra prendre la forme: 
(B) ypla)+ Pla); 


ici p et ® sont encore assujettis & verifier deux &quations differentielles 
qui sont integrees dans le M&emoire; 
3°, Ou enfin F pourra prendre la forme: 


(C) (a +Yy)+ Pla —Yy); 


ici encore @ et ® sont determines en feuetion de leurs arguments par 
deux &quations differentielles ordinaires. 

Si l’öquation des lignes geodösiques admet plusieurs transformations 
infinit6ösimales, il existera alors deux, trois ou huit de ces transformations. 
Dans le dernier cas, la surface a une mesure de courbure constante. Les 
deux autres cas conduisent a une serie interessante de familles de sur- 
faces qui sont toutes determindes. Nous eiterons seulement les suivantes: 


F=(@—y”"; F=ya+l; F=atiy; 
A B 
Form tao 
Si une surface appartient a la classe (B) ou & la classe (C), la deter- 
mination de ses lignes geodesiques n’exige que des quadratures, ou, dans 
certains cas remarquables, de simples differentiations. Si elle appartient 


& la classe (A), et que « soit 20, on aura alors & integrer une equation 
differentielle ordinaire du premier ordre. 





2. Repertorium Bd. II, S. 414—415. Leipzig 1879. 


Der Verfasser beschäftigt sich schon seit 1872 mit der Bestim- [414 
mung solcher Eigenschaften der Differentialgleichungen, die bei allen 
analytischen Umformungen ungeändert bleiben. Um die Tragweite und 
überhaupt das Wesen seiner Untersuchungsmethode an einem guten und 
gleichzeitig wichtigen Beispiele auseinanderzusetzen, nimmt er die Dif- 
ferentialgleichung der geodätischen Kurven und sucht die Transforma- 
tionsgruppe derselben. 

Ist das Bogenelement einer Fläche bestimmt durch die Gleichung: 


uet= Filz) 444y, 


so werden die geodätischen Kurven dieser Fläche definiert durch die 
Differentialgleichung zweiter Ordnung: 


p@y _dFdy dr (a3)? 


de dzds dyl\da, 
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Ist nun F eine arbiträre Funktion von x und y, so gestattet diese Gleichung 
gar keine infinitesimale Punkttransformation. Das heißt, es ist in diesem 
allgemeinen Falle unmöglich, den Größen x und % solche Inkremente: 


doe= E(z,y)öt, öy=nle, y) öt 


zu geben, daß jede geodätische Kurve in eine eben solche, infinitesimal 
benachbarte Kurve übergeführt wird. 

Es stellt sich daher die Aufgabe, die Größe F in allgemeinster Weise 
derart zu bestimmen, daß die Differentialgleichung der geodätischen 
Kurven eine infinitesimale Transformation gestattet. 

Es gibt drei Flächenklassen, die diese Forderung erfüllen. Ent- 
weder kann F durch Einführung von zweckmäßigen Größen x’(x) und 
y'(y) als neuem x und neuem y die Form: 


(A) F=e*r.d(r — y) (@ = Const.) 


erhalten. Jede hierher gehörige Fläche besitzt die charakteristische [415 
Eigenschaft, auf oo! mit ihr ähnliche Flächen abwickelbar zu sein. Oder 
auch kann F die Form: 


(Br. yp(a) + Pe) 


erhalten. Dabei sind g und ® näher bestimmt durch zwei gewöhnliche 
Differentialgleichungen, die in der Abhandlung integriert werden. Oder 
endlich kann F die Form: 


(0) yet+y)+Pla—y) 


erhalten. Dabei sind wiederum @ und ® durch gewöhnliche Differential- 
gleichungen als Funktionen ihrer Argumente bestimmt. Von diesen Glei- 
chungen werden mehrere Partikularlösungen angegeben. 

Gestattet die Gleichung der geodätischen Kurven mehrere infini- 
tesimale Transformationen, so bilden dieselben eine Gruppe, die ent- 
weder zwei oder drei oder acht unabhängige infinitesimale Transforma- 
tionen enthält. Im letzten Falle hat die Fläche konstantes Krümmungs- 
maß. Die beiden anderen Fälle führen auf eine Reihe Flächenfamilıien, 
die sämtlich bestimmt werden. 

Kann F in zwei Weisen die Form (A) erhalten, so kann man setzen: 


F= (x — y)". 
Kann F sowohl die Form (A) wie die Form (B) erhalten, so ist: 


F=ys+J]; 
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'n diesem Falle kann F zugleich die Form (C) erhalten; die betreffenden 
Flächen besitzen dreı infinitesimale Transformationen. Sie sind die 
einzigen Flächen, die gleichzeitig der Klasse (B) und der Klasse (C) an- 
gehören. Kann endlich F sowohl die Form (A) wie die Form (C) erhalten, 
so hat F eine der folgenden Formen: 


A B 


Frerm Int 





wobei 2 durch eine integrierbare Differentialgleichung bestimmt ist. 

Gehört eine Fläche zur Klasse (C), so verlangt die Bestimmung ihrer 
geodätischen Kurven nur Differentiation; gehört sie zur Klasse (B), so 
ist noch eine Quadratur erforderlich. Gehört sie endlich zur Klasse (A), 
so muß man eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung inte- 
grieren. 


3. F.d.M. Bd. X1, Jahrg. 1879, S. 536—537. Berlin 1881. 


Ist das Bogenelement einer Fläche auf die Form: 
(1) as®—= Fir, y)drdy 


gebracht, so werden die geodätischen Kurven bestimmt durch die Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung: 


(2) F dy dFdy dF (@ 2) 


de daedz dy\da) 

Ist nun F eine willkürliche Funktion von x und y, so gestattet die Glei- 
chung (2) im allgemeinen keine infinitesimale Punkttransformation; 
anders ausgesprochen, es ist in diesem allgemeinen Falle unmöglich, den 


Größen x und y solche Inkremente: 
or Ela, y)öt, öy=nla, y) öt 


zu geben, daß jede geodätische Kurve in eine ebensolche unendlich be- 
nachbarte Kurve übergeführt wird. 

Es gibt drei verschiedene Flächenklassen, deren geodätische Kurven 
eine infinitesimale Transformation gestatten. [537 


1. Die erste Klasse wird definiert durch die Gleichung: 
F=e*.d(t — y). 


Jede hierher gehörige Fläche kann auf oo! ihr ähnliche Flächen abge- 
wickelt werden. 


Bl ah ee Serben See A u eh Da ee aan, 
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2. Die zweite Klasse entspricht der Gleichung: 


F= yY(«) E D(x), 


wo p und ® in der Abhandlung näher bestimmt werden. 
3. Die dritte Klasse entspricht der Gleichung: 


F=o(c+y)+9®(e—y), 


wobei @ und ® durch eine Relation verknüpft sind. 

Sodann werden alle Flächen bestimmt, deren geodätische Kurven 
mehrere infinitesimale Transformationen gestatten. 

Gestatten die geodätischen Kurven mehr als drei infinitesimale 
Transformationen, so hat die Fläche konstante Krümmung. Die Gleichung: 


F= (x — y)” 


bestimmt alle Flächen, deren geodätische Kurven zwei konforme in- 
finitesimale Transformationen gestatten. Die Gleichungen: 


Fey 1. P=-rty 


bestimmen zwei Klassen Flächen mit drei infinitesimalen Transformatio- 
nen. Zwei infinitesimale Transformationen besitzen die Flächen: 


A B 
Sarwtag 
und einige Rotationsflächen. 

Aus dem Öbenstehenden fließt eine rationelle Behandlung der 
Differentialgleichung der geodätischen Kurven in allen Fällen, in denen 
diese Gleichung eine oder mehrere infinitesimale Transformationen ge- 
stattet. Dabei wird nicht, wie bei den entsprechenden Untersuchungen 
von Liouville, vorausgesetzt, daß die Kurven: ds = 0 schon bestimmt 
sind. L. 


F 





XXV. 
Weitere Untersuchungen über Minimalflächen. [477 


Von Sophus Lie. 
Archiv for Math. Bd. IV, Heft 4, S. 477—506. Kristiania 1880. 


1. Es ist möglich, den Begriff Minimalflächen projektivisch zu ver- 
allgemeinern. Bezeichnet man in der Tat zwei einander schneidende Ge- 
rade als konjugiert hinsichtlich eines Kegelschnittes, wenn sie die 
Ebene dieses Kegelschnittes in konjugierten Punkten schneiden, so kön- 
nen die Minimalflächen bekanntlich durch die folgende Eigenschaft de- 
finiert werden: 

„Die Haupttangenten einer Minimalfläche sind in jedem Punkte der 
Fläche konjugierte Gerade hinsichtlich des Kugelkreises.‘ 

Daher wird der Inbegriff aller Flächen, in welche alle Minimalflächen 
durch eine beliebige projektivische Transformation übergehen, in folgen- 
der Weise rein projektivisch definiert: 

Die Haupttangenten einer solchen Fläche sind für jeden Punkt der 
Fläche konjugierte Gerade hinsichtlich desjenigen Kegelschnittes, ın den 
der Kugelkreis durch die betreffende projektivische Transformation über- 
gegangen ist. | 

2. In dieser Abhandlung bestimme ich zunächst alle Flächen, deren 
Haupttangenten für jeden Punkt der Fläche gleichzeitig hinsichtlich un- 
endlich vieler Kegelschnitte konjugierte Gerade sind.!) Die betreffen- 
den Flächen lassen sich auch dadurch charakterisieren, daß sie durch [478 
achtfach unendlich viele?) verschiedene lineare Transformationen in Mini- 
malflächen übergeführt werden können. 

Danach bestimme ich die allgemeinste Minimalfläche, die durch 
Translationsbewegung einer ebenen Kurve erzeugt werden kann. 





1) Die im Texte besprochene Bestimmung führte ich schon 1870 aus. Eine 
hierauf bezügliche Notiz findet sich in der Note: „Kurzes Resume mehrerer neuer 
Theorien.‘‘ Gesellschaft der Wissenschaften in Christiania, 1872. [D. Ausg. Bd. III, 
Abh. I, 8. 3.] 

2) Es gibt bekanntlich 00? lineare Transformationen, die alle Minimalflächen 
in solche umwandeln. 
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Und endlich bestimme ich alle Minimalflächen, die durch Trans- 
lationsbewegung einer gewundenen Kurve erzeugt werden können. 


Die wichtigsten Resultate dieser Abhandlung fasse ich folgender- 
mabßen zusammen. 


Kann eine Minimalfläche durch Translationsbewegung 
einer gewundenen Kurve erzeugt werden, so gestattet sie 
unendlich viele solche Erzeugungen. Insbesondere wird sie 
durch Translationsbewegung einer ebenen Kurve erzeugt. 
Die Haupttangenten einer solchen Fläche sind in jedem 
Punkte konjugierte Gerade hinsichtlich unendlich vieler 
Kegelschnitte, die vier gemeinsame Punkte besitzen. 

Die Haupttangentenkurven liefern bei sphärischer Ab- 
bildung konfokale sphärische Kegelschnitte. h 


$1. Bestimmung aller Flächen, deren Haupttangenten hinsichtlich 
unendlich vieler, in einer Ebene gelegener, Kegelschnitte konjugiert sind. 


3. In diesem Paragraphen bestimme ich alle Flächen, deren Haupt- 
tangenten in jedem Punkte hinsichtlich unendlich vieler, ineiner Ebene 
gelegener Kegelschnitte konjugiert sind. Ich beweise zunächst, daß die 
betreffenden Kegelschnitte vier gemeinsame Punkte enthalten und somit 
ein Büschel bilden. Um die Formeln zu vereinfachen, wähle ich die un- 
endlich entfernte Ebene als Ebene der betreffenden Kegelschnitte. 


Sind z, y, 2 gewöhnliche Cartesische Koordinaten, so sind die [479 
Differentiale dx, dy, dz einerseits Bestimmungsstücke einer Fort- 
schreitungsrichtung; andererseits können sie als homogene Koordi- 
naten eines Punktes der unendlich entfernten Ebene betrachtet werden. 
Daher bestimmt die quadratische Gleichung: 


1) adı+bdy+cdz+2edzdy+2fdxrdz+2%gdydz= 0 
mit den konstanten Koeffizienten a, b,...,g einen Kegelschnitt der un- 


endlich entfernten Ebene. 


Die Haupttangenten einer Fläche werden bestimmt durch die 
Gleichung: 


(2) rd? +2sdedy+tdy=0, 
in der r, s, t£ wie gewöhnlich die zweiten Differentialquotienten von 2 


hinsichtlich x und %y bezeichnen. Um nun auszudrücken, daß die Haupt- 
tangenten (2) hinsichtlich des Kegelschnittes (1) konjugiert sind, setzt 
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man in (l):dz= pdx+gdy und ee darnach, daß die hervor- 
gehende Gleichung: 


(a + cp? + 2fp) da? + 2(e+cpq+fq+gp) dedy+ 
+(b + eg? + 299) dy?= 0 


zu der Gleichung (2) der Haupttangenten in harmonischer Beziehung 
stehe. Diese Forderung wird bekanntlich ausgedrückt durch die Glei- 


chung: 
3) (b+ce?+2gg)r—2%le+cpga+fga+gp)s+(a+ cp?+2fp)i= 


die eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung darstellt. 
Setzt man insbesondere voraus, daß der vorgelegte Kegelschnitt eben 
der Kugelkreis ist, daß also: 


o-hec-t, 2=laged 
ist, so erhält man die bekannte Differentialgleichung der Minimalflächen. 


4. Laß uns nun annehmen, daß die Haupttangenten einer Fläche 
gleichzeitig zu mehreren, etwa zu drei Kegelschnitten: 


a,d2?+b,dy? + c,d2?+2e,dedy+ 2f,dedz+2g,dydz=0 üi=1,2,3) 


konjugiert sind. Alsdann befriedigt unsere Fläche gleichzeitig drei par- [480 
tielle Differentialgleichungen: 


0= (b,+ + 2g)r 2; + cpga+hga+Nnp)s+ 
+ (a+ pP +2; pJti=0. 


Ist dabei die Fläche keine Ebene, und [sind] daher die Größen r, s, t 
nicht sämtlich gleich Null, so muß die Determinante: 


(b, + ca? +299 C+C%Ppgd+tfegt geP, + 63P?+ 2/3Pp) 


identisch verschwinden. 
Wir können daher ohne Beschränkung annehmen, daß es zwei Kon- 
stanten A, u gibt, welche die sechs Gleichungen: 


= Aa, + MQs, 
b; m Ab, E: ubs, 


9; = Agı + Ua 


erfüllen. Unsere drei Kegelschnitte bilden somit ein Büschel. 
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5. Sind andererseits die Haupttangenten einer Fläche konjugiert hin- 
sichtlich zweier Kegelschnitte: U= 0, V=0 einer Ebene, so steht die 
Fläche in derselben Beziehung zu allen Kegelschnitten des Büschels: 
U-+AV=0. Dies geht unmittelbar aus den vorangehenden Entwicke- 
lungen hervor, ist andererseits eine direkte Konsequenz des bekannten 
Satzes, daß die Kegelschnitte eines Büschels auf einer jeden Geraden 
eine Involution bestimmen. 


Sind daher die Haupttangenten einer (nicht ebenen) 
Fläche konjugiert hinsichtlich oo* in einer Ebene gelegener 
Kegelsehnitte, so ist k=1. Die betreffenden Kegelschnitte 
bilden ein Büschel und haben daher vier gemeinsame 
Schnittpunkte. Steht andererseits eine Fläche in der 
besprochenen Beziehung zu zwei in einer Ebene gelege- 
nen Kegelschnitten: U=0,V=0, so steht sie in der- 
selben Beziehung zu allen Kegelschnitten des Büschels: 


U+/V=0. 


Es sind verschiedene Fälle zu berücksichtigen, da die Kegelschnitte 
U+RAV=0 distinkte oder zusammenfallende Schnittpunkte besitzen 
können. 


A. Die Kegelschnitte: U+AV = O0 mögen vier distinkte [481 
Schnittpunkte besitzen. 


6. Die Gleichung: 
(4) (‚—b)dedy+(b— co)dydz+(c—a)dzdte=0 


mit den arbiträren Parametern: «—b, b—c, ce — a bestimmt unendlich 
viele in der unendlich entfernten Ebene gelegene Kegelschnitte, die vier 
distinkte gemeinsame Schnittpunkte: 


added YVR=Id.- de de-d,; 
de —dy=dy—d:=0 


besitzen. Und da vier getrennte Punkte einer Ebene, unter denen keine 
drei auf einer Geraden liegen, immer durch eine lineare Transformation 
in vier bestimmte solche Punkte übergeführt werden können, so bestimmt 


die Gleichung (4) das allgemeinste Büschel von Kegelschnitten mit vier 
getrennten Schnittpunkten. 


Die allgemeinsten Flächen, deren Haupttangenten in jedem Punkte 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 97 


418 XXV. Weitere Untersuchungen über Minimalflächen. Arch. IV, 1880 


hinsichtlich aller Kegelschnitte des Büschels (4) konjugiert sind, werden 
nach dem Vorangehenden bestimmt durch die Gleichung‘): 


b—c)gr— la—b+(e—a)g+(b—e)p}s+(c—a)pt=0, 


in der a,b, c arbiträre Konstanten bezeichnen. Setzt man sukzessiv: c=& 
und: c= b, so erhält man die beiden partiellen Differentialgleichungen: 


gar+1-—-p)s=0, pt+l—gs=0, 


deren gemeinsame Integralflächen wir bestimmen müssen. 


%. Durch Differentiation hinsichtlich x und y kommt: 


ga +(1—p)ß N, 
qß+(1—p)y =s—rt, 
GHN9P+ py =s’—rt, 


wo a, ß, y, 6 die dritten Differentialquotienten von 2 hinsichtlich [482 
x und y bezeichnen. Diese Gleichungen bestimmen x, ß, y, ö als rationale 
Funktionen von 9, q, r, s, t mit dem gemeinsamen Nenner: 


pal—P—g. 


Und da die Annahme, daß dieser Nenner gleich Null ist, nur developpable 
Flächen (das singuläre Integral) liefert, so brauchen wir nur das allge- 
meine Integral, das offenbar (höchstens) vier arbiträre Konstanten ent- 
hält, zu bestimmen.?) 


8. Durch Kombination unserer Gleichungen kommt: 


221 .. 


Pe—i) 
welche Gleichung als eine gewöhnliche Differentialgleichung behandelt 
werden kann. Durch Integration nach bekannten Methoden kommt: 


et - Yet Y—=0, 





1) Im Texte wird abgesehen von Flächen von der Gleichungsform: @ (z, y) = 0, 
was keine wesentliche Beschränkung ist. | 

2) Daß diese oo* Flächen durch ausführbare Operationen bestimmt werden 
können, kann man unmittelbar daraus schließen, daß ihr Inbegriff bei allen Trans- 
lationen und Ähnlichkeitstransformationen ungeändert bleibt. 


Te 4 


PB eb ne aa BER SB ea ae Are 


ad a Fa ei 
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ee Een Ge ge unbekannte Funktionen von y sind. In entsprechender 


Weise findet man die Gleichung: 


EL NEL N = 0, 
wo die X, nur von x abhängen. Hierdurch findet man die Gleichung: 
(5) em + Aem+-Bem’ + Ü=0 


mit den vier Parametern A, B, C, m, welche alle Differentialgleichungen 
erfüllt und somit das allgemeine Integral darstellt. 

Es gibt daher oo® ähnliche Flächen, deren Haupttangen- 
ten hinsichtlich aller Kegelschnitte des Büschels (4) konju- 
giert sind. 


9. Wünschen wir endlich die gefundenen Flächen in Minimalflächen 
umzuwandeln, so brauchen wir nur die lineare Transformation: 








@e=yyY(a—b)(b—- co) +2'VY(b — o)(c —a) = By'+yz', [483 
(6) 3 y=!Yb—eo)(—a)+@YVle—a)(a—b)= yr+ax, 
\ 2=@Vle-a)(a—b)+yYla—b)b —e)= an’ + By, 


auszuführen; denn vermöge derselben ist: 

















(a —b)dedy+(b— co)dydz+(c—a)dedıe = 

= (a —b)(b— c)(e—a)(de’?+dy’?+dz'?). 
Hierdurch erhält Gleichung (5) die Form: 
(7) em(ad+3) + Aemßvtrz) 4 Bauten 16 19 


wo die Konstanten m, A, B, CO, a, b, c beliebige ee oder imaginäre 
Werte haben können. 


10. Es stellt sich die Aufgabe, diese Konstanten in allgemeinster 
Weise derart zu wählen, daß die entsprechende Fläche reell wird. Hierzu 
machen wir die folgenden Überlegungen. 

Ist die Fläche (7) reell, so müssen jedenfalls die Kegelschnitte des 
transformierten Büschels paarweise zu einander konjugiertimaginär sein. 
Denn sonst erhielte man durch Vertauschung von + mit —i in der 
Gleichung des transformierten Büschels ein neues Büschel, hinsichtlich 
dessen Kegelschnitten die zusammengehörenden Haupttangenten un- 
serer reellen Fläche jedesmal konjugiert wären. Und das ist unmöglich, 
da eine nicht ebene Fläche nur zu den Kegelschnitten eines einzigen 

27* 
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Büschels in dieser Beziehung stehen kann. Also müssen die Kegelschnitte 
des transformierten Büschels paarweise konjugiertimaginäre Kurven 
sein. Hieraus folgt, daß auch die vier gemeinsamen Schnittpunkte dieser 
Kegelschnitte, die nicht reell sein können, paarweise konjugiertima- 
ginäre Punkte sind. Also sind unter den sechs Verbindungsgeraden dieser 


Punkte zwei reell, und die vier übrigen paarweise konjugiertimaginäre 
(Gerade. 
Wir können zum Beispiel annehmen, daß die beiden Geraden: 


y=-0=yz+or und 2—-7=0=ar—y7r 
reell sind, daß die Geraden: [484 
2=0=ar+ßy und 2—-y=0=Pßy —or 
konjugiertimaginär sind, und daß ebenso die Geraden: 
z=0=ßy+y?’ und y—-z=0=yz2— ßy 


konjugiertimaginär sind. Also ist das Verhältnis y:« reell, während 
die beiden Verhältnisse y: ß und &: ß rein imaginär sind: 


. & . * 
F=ri, Z=oi, = 


VERF ee I 


wo r und o reelle Größen bezeichnen. 


11. Die gesuchte reelle Fläche besitzt daher jedenfalls die Gleichungs- 
form: 


(a, + 53) eM+mzi) (ex’i+y') + (db, + b,i) e Mı+ med) Wr) 


+ (at ai) AT E  d + di 0. 
Hier setzen wir: 


M=V(); b, + b,i= a, — Qt, dı + di=c—6sl, Mm—= 2n, 


Mori Imrzri 
ec 


1 
dividieren darnach mit e? und finden so die Gleichung: 


(4, u Qi) er" v' „eritga’—rz') = [an Ay) erv' ‚eril@ea'—rz') z 
+ (cı 3 Co‘) eri(gx'+rz’) iu (cı SR een —(, 
oder die äquivalente: 
aje?"v’ cosn(ox’ —rz’) — age?"V’ sinn(ox’ —r?z') + 


+ c,cosn(loX® +rz) — ssinn(or+rz)=0, 
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die auch folgendermaßen geschrieben werden kann: 
(8) e?rv’ cosn(oX —r!+u) tacosn(ler +r!’+v)=0N, 


wo u,» und a, wie n, o und r reelle Konstanten sind. [485 

Diese Fläche ist reell. Sie enthält außer r und o (die nur von «, ß, y 
abhängen) noch vier wesentliche Konstanten. Hiermit ist die allge- 
meinste reelle Fläche, die in der Gleichungsform (7) enthalten ist, ge- 
funden. In der Tat, wählt man ein beliebiges reelles Flächenelement 
X, Yy, 2, p, q und erteilt darnach den Größen r und o beliebige reelle Werte, 
so gibt es immer unendlich viele (ähnliche) reelle Flächen von der Glei- 
chungsform (8), welche dieses Element enthalten, wie man leicht veri- 
fiziert. 


12. Eine Minimalfläche wird bekanntlich durch Translationsbewegung 
einer beliebigen Minimalkurve von allgemeiner Lage erzeugt. Und da 
die Fläche (7) hinsichtlich einfach unendlich vieler Kegelschnitte eine 
Minimalfläche ist, so kann sie auf unendlich viele Weisen durch Trans- 
lationsbewegung einer Kurve erzeugt werden. Unter diesen einfach un- 
endlich vielen Kurvenscharen gibt es, wie wir sogleich zeigen werden, sechs 
Scharen ebener Kurven. Dies beruht darauf, daß das Büschel (4) drei 
Kegelschnitte enthält, die in Geradenpaare ausgeartet sind. Die Ebenen: 


2= bonst., 2= Const., y-— Const. 


schneiden offenbar die Fläche (5) jedesmal nach kongruenten Kurven. 
Dasselbe ist der Fall mit den Ebenen: 


z— y=Const, y—2z=Const., 2— x = Const. 


Und es ist andererseits klar, daß unsere Fläche sich nur in diesen sechs 
Weisen durch Translationsbewegung einer ebenen Kurve erzeugen läßt 


(vgl. $ 3). 


B. Unter den vier Schnittpunkten des Büschels mögen zwei 
zusammenfallen. 


13. Die Gleichung: 
(9) (dy—dx)de+odedy=V0 


bestimmt in der unendlich entfernten Ebene ein Büschel von Kegel- [486 
schnitten, unter deren vier gemeinsamen Schnittpunkten zwei zusammen- 





1) Diese Minimalfläche hat Scherk entdeckt. Später ist sie von mehreren 
Mathematikern, zum Beispiel von Schwarz, Kiepert betrachtet worden. 
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gefallen sind. Diejenigen Flächen, deren Haupttangenten in jedem 
Punkte der Fläche hinsichtlich aller Kegelschnitte dieses Büschels kon- 
Jugiert sind, werden nach (3) bestimmt durch die Formel: 


ar —-e+P—-gs—pt=0, 
die sich wegen des arbiträren Parameters o in die beiden Gleichungen: 


(10) qr—pti=0, s=0 
zerlegt. 
Bezeichnet man wie früher die dritten Differentialquotienten von z 


hinsichtlich x und y mit x, ß, y und ö, so erhält man durch Differentiation 
hinsichtlich x und y die Gleichungen: 


tr rt 
BER Rn Re Im | 
die außer developpablen Flächen kein singuläres Integral besitzen. Aus 
der ersten Gleichung folgt: 
y? 


pP. 


6 A 


und durch dreimalige Integration kommt: 
2= Yıe’'" + Y,, 

wo Y,, Ya, Ys Funktionen von y sind. In entsprechender Weise kommt: 
se XKe WIR. 


Das allgemeine Integral der beiden Gleichungen (10) wird daher darge- 
stellt durch die Relation: 


z= Aer®+Berr’+C 


mit den vier Parametern A, B, C und m. Die entsprechenden Flächen 
sind ähnlich und gleichgestellt. 


14. Wünscht man diese Flächen in Minimalflächen umzuwandeln, 
so genügt es, einen beliebigen Kegelschnitt des Büschels (9) durch [487 
eine lineare Transformation in den Kugelkreis umzuwandeln. In dieser 
Weise reelle Minimalflächen zu erhalten, ist jedoch unmöglich. Denn das 
transformierte Büschel kann nicht sich selbst konjugiertimaginär sein, 
da der Kugelkreis keinen reellen Punkt enthält, und infolgedessen der 
Inbegriff der drei Schnittpunkte des Büschels nicht sich selbst konjugiert- 
imaginär sein kann. 
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C. Die vier Schnittpunkte des Büschels mögen paarweise 
zusammenfallen. 


15. Die Gleichung: 
(11) dedy+od2?=0 


bestimmt in der unendlich entfernten Ebene ein Büschel von Kegel- 
schnitten, deren Schnittpunkte paarweise zusammengefallen sind. Die- 
jenigen Flächen, deren Haupttangenten in jedem Punkte der Fläche hin- 
sichtlich aller Kegelschnitte dieses Büschels konjugiert sind, werden nach 
(3) bestimmt durch die Formel: 


(12) efr—(l+2epgs+tept=0, 

die sich wegen des Parameters o in die beiden Gleichungen: 
(13) s=0, (r+pti=0 

zerlegt. Durch Differentiation findet man die Gleichungen: 


Ir? 2t2 
RZ —, =: (}, el = —, 
p ß ? q 


deren allgemeines Integral die Form: 


mz + log(mz + A) —loemy+B)+0=0 
besitzt. 


16. Setzt man jetzt: 
2=@+iy, y=®—iy, z2Vo=3, 
so wird: 
dzdy+od2=dx?’+dy'?+dz'?, 
und die transformierten Flächen: 
Sn 
ve 
sind Minimalflächen, die hinsichtlich aller Kegelschnitte des transfor- 
mierten Büschels in der verlangten Beziehung stehen. Man übersieht 


leicht, daß diese Flächen Schraubenflächen!) sind; und zwar erhält 
man in dieser Weise alle Schraubenflächen. 


2 + log(ma®’ + my’ + A) — log(ma&’ — imy'’ +B)+C=0 [488 





1) Daß die Flächen des Textes Schraubenflächen sind, läßt sich auch daraus 
schließen, daß die Gleichungen (13) die Gleichung: 


Pr — 2pgs+ p’t=0, 


deren Integralflächen sämtlich Regelflächen sind, nach sich ziehen. 
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D. Unter den vier Schnittpunkten des Büschels mögen 
drei zusammenfallen. 
17. Die Gleichung: 


(14) 2dyP +Hdxzdz+odıedy=0 


bestimmt in der unendlich entfernten Ebene ein Büschel von Kegel- 
schnitten, unter deren vier Schnittpunkten drei zusammengefallen sind. 
Die Flächen, deren Haupttangenten in jedem Punkte der Fläche zu allen 
Kegelschnitten dieses Büschels konjugiert sind, werden nach (3) bestimmt 
durch die Formel: 

2r—(e+gs+tpt=0, 
die sich in: 

s=0, 2r+pi=0 

zerlegt. Durch Differentiation kommt: 


pe 2a=-ir-—, 


welche Gleichungen in allgemeinster Weise durch: 
z= 4er my’? +Cy+D 


befriedigt werden. Führt man einen beliebigen Kegelschnitt des Büschels 
(14) in den Kugelkreis über, so gehen gleichzeitig die gefundenen Flächen 
in Minimalflächen über, die zu den Kegelschnitten des transformierten [489 
Büschels in der verlangten Beziehung stehen. In dieser Weise kann man 
indes nıe reelle Minimalflächen erhalten, wie aus den früheren Ent- 
wickelungen hervorgeht. 


E. Alle vier Schnittpunkte des Büschels mögen zusammen- 


fallen. 
18. Die Gleichung: 


dy -dedz+ode=0 


bestimmt in der unendlich entfernten Ebene ein Büschel von Kegel- 
schnitten, deren vier Schnittpunkte sämtlich zusammengefallen sind. Die 
Flächen, deren Haupttangenten in jedem Punkte der Fläche hinsichtlich 
aller Kegelschnitte des Büschels konjugiert sind, werden nach (3) bestimmt 
durch die Gleichung: 

r+qs+(e—pt=0, 
die sich in die beiden: 
(15) i=0, r+qgs=0 


$ 1; Nr. 17—19. Büschel mit drei- oder vierfachem Schnittpunkte 425 


zerlegt. Durch Differentiation kommt: 
Beet, ae —d,. 
Die drei ersten Gleichungen zeigen, daß z die Form: 
z= Ay? + (Bxz+C0)y+X(x) 
besitzt. Dabei zeigt die Gleichung: r +qs= 0, daß: 
X’ (@)= — B(2Ay+Bte+0)=— Br — BO; AB=0 
ıst; und daß: 
2= (Be +C)y—tB?2?—I3BCr®?+Lze+M 


das allgemeine Integral der Gleichungen (15) darstellt. Diese Flächen 
sind ähnliche und gleichgestellte Cayleysche Linienflächen dritter Ord- 
nung und dritter Klasse, die jedoch nur imaginäre Minimalflächen 
liefern. 

Hiermit sind alle möglichen Fälle erledigt. 


Das sphärische Bild der Haupttangentenkurven besteht [490 
aus konfokalen sphärischen Kegelschnitten. 


19. Ich zeige jetzt, daß die Haupttangentenkurven unserer Flächen 
bei sphärischer Abbildung konfokale Kegelschnitte liefern. Hierzu be- 
nutze ich eine transzendente Transformation, die auch sonst Interesse 
darbietet, insofern sie einen merkwürdigen Zusammenhang zwischen der 
Theorie der Minimalflächen und der Theorie des tetraedralen Linien- 
komplexes begründet. 

Die Gleichung: 


(4) (—b)dedy+(b—c)dydz+(c—a)dzedt= 0 


bestimmt einerseits nach unserer früheren Auffassung einen Kegelschnitt 
in der unendlich entfernten Ebene; andererseits ist sie die Definitions- 
gleichung eines Linienkomplexes zweiten Grades, des Inbegriffs aller Ge- 
raden, die den besprochenen Kegelschnitt schneiden; drittens kann sie 
als Definitionsgleichung von oo® Linienelementen aufgefaßt 
werden. Ich setze: 


(16) nz=logx’, ny=logy’, nz= log.” 
und erhalte hierdurch statt (4) die transformierte Gleichung: 


(4*) (a gr) b)z” dx” dy" + (b — c) ge" dy" dz” E= (6 CE a) y" da” de” ar 0, 
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die im Raume x”, y”, 2” einen tetraedralen Linienkomplex zweiten Grades 
bestimmt. Bei unserer transzendenten Transformation ist somit ein 
Linienkomplex zweiten Grades in gewissem Sinne in einen anderen 
Linienkomplex zweiten Grades übergegangen, was jedoch nur so zu ver- 
stehen ist, daß die oo* Linienelemente (4) in die oo* Linienelemente (4*) 
übergegangen sind; während die Geraden des ersten Komplexes nicht 
in die Geraden, sondern in gewisse transzendente Kurven des Raumes 
x’, y’,2” transformiert sind. Dabei genügen die Linienelemente dieser 
Kurven der Differentialgleichung (4*). 

Überhaupt ist klar, daß jede Kurve des Raumes x, ,, 2, deren Linien- 
elemente der Gleichung (4) genügen, bei der Transformation eine Kurve[491 
im Raume x”, y”,2” liefert, deren Linienelemente der Relation (4*) genügen, 
was ich so auszusprechen pflege, daß Komplexkurven in Komplexkurven 
übergehen. 


20. Bei der Transformation (16) gehen die Flächen: 
(17) Aeme + Bemv+ Cem + D=0 


über in dıe Flächen: 


Aa" +. By"’r +02’ + D=0, 


das heißt, in tetraedralsymmetrische Flächen. Nehmen wir insbesondere 
n=m an, so sind die transformierten Flächen Ebenen. Die in diesen 
Ebenen gelegenen Kurven, die der Relation (4*) genügen, sind nach 
Plücker unendlich viele Gerade des Komplexes (4*) zusammen mit dem- 
jenigen Kegelschnitte, den diese Geraden umhüllen. Da nun die Geraden 
eine irreduktible Schar bilden, so schließen wir, daß die auf der Fläche (17) 
gelegenen Kurven, die der Relation (4) genügen, eine irreduktible Schar 
bilden, und daß daher die entsprechende Minimalfläche: 


(18) AemPu'+re) ie Bem'yz'+«=’) 22 Cem(«x’+PV) ib r.20 


eine Doppelfläche ist. Die Umhüllungskurve ihrer Minimalkurven ist 
daher keine singuläre Kurve, wohl aber eine Haupttangentenkurve. 
Somit ist diejenige Kurve der Fläche (17), die vermöge der Transfor- 
mation (16) dem Komplexkegelschnitte der Ebene: 


Ax’ + By"+0:"+D=0 


entspricht, eine Haupttangentenkurve.!) 





1) Hätten wir nicht n = m gesetzt, so würden wir eine Punkttransformation 
erhalten haben, vermöge deren die Haupttangentenkurven einer tetraedralsymme- 
trischen Fläche in die Haupttangentenkurven der Minimalfläche (18) übergingen. 
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231. Läßt man jetzt die Parameter a, b, c sukzessiv verschiedene 
Werte annehmen, so definiert die Gleichung (4*) sukzessiv unendlich viele 
(oo!) tetraedrale Komplexe, die demselben Tetraeder entsprechen. [492 
Man erhält hierdurch in der Ebene oo! Komplexkegelschnitte, die vier 
feste Gerade berühren, sodaß durch einen jeden Punkt der Ebene zwei 
solche Kegelschnitte gehen. Dementsprechend erhält man auf der Fläche 
(17) unendlich viele Haupttangentenkurven, unter denen durch emen 
arbiträren Punkt der Fläche jedesmal zwei gehen. 

Die Tangenten einer solchen Haupttangentenkurve schneiden jedes- 
mal einen bestimmten Kegelschnitt des Büschels (4), sodaß die Osku- 
lationsebenen der Kurve diesen Kegelschnitt umhüllen. Dies lehrt, daß 
jede Haupttangentenkurve der Minimalfläche (18) bei sphärischer Ab- 
bildung einen sphärischen Kegelschnitt liefert. Und diese unendlich vielen 
sphärischen Kegelschnitte sind konfokal, da die Kegelschnitte des 
Büschels (4) vier gemeinsame Punkte besitzen. 


22. Wir haben uns hier auf den Fall, daß die vier Schnittpunkte 
des Büschels (4) getrennt sind, beschränkt. Die anderen Fälle können 
in ganz entsprechender Weise erledigt werden, worauf ich jedoch hier 
nicht eingehe, obgleich man hierdurch zur Betrachtung einer Reihe 
interessanter transzendenter Transformationen geführt wird. 


$2. Reduktion eines allgemeineren Problems auf das schon erledigte. 


23. Jetzt suchen wir ganz allgemein alle Flächen, deren Haupttan- 
genten in jedem Punkte der Fläche hinsichtlich unendlich vieler!) Kegel- 
schnitte K, die eine ganz beliebige Lage im Raume haben dürfen, kon- 
Jugiert sind. Indem wir von den developpablen Minimalflächen, die mit 
Ausnahme der Ebene alle imaginär sind, absehen, beweisen wir, daß [493 
die betreffenden Kegelschnitte sämtlich in einer Ebene liegen. Und somit 
gibt die allgemeinere Fragestellung dieses Paragraphen nichts Neues. 


24. Laß uns annehmen, daß eine nicht developpable Fläche zu un- 
endlich vielen Kegelschnitten X, dieniehtin derselben Ebeneliegen, 
in der betreffenden Beziehung stehe. Die Fläche schneidet dann die 
Ebenen E dieser Kegelschnitte nach verschiedenen Kurven, die nur 
dann einen gemeinsamen reduktiblen Teil haben können, wenn die Ebenen 
E eine gemeinsame Achse besitzen. Hieraus folgt, daß diese Schnitt- 
kurven (außer etwa der Achse, wenn eine solche existiert) keine singu- 





1) Im Probleme des Textes könnte man statt ‚unendlich vieler‘‘ das Wort 
„zweier setzen. Ich vermute, daß auch diese Fragestellung nichts Neues geben 
würde. 
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lären Kurven, auch keine parabolischen Kurven sein können. Hieraus 
läßt sich ferner schließen, daß diese Schnittkurven nur aus geraden Linien 
bestehen. 


Um die Richtigkeit dieser Behauptung nachzuweisen, haben wir 
zwei Fälle zu berücksichtigen, je nachdem der Kegelschnitt K der Schnitt- 
kurve angehört oder nicht angehört. 


25. Wir nehmen einen Punkt p der Fläche, die beiden hindurch- 
gehenden Haupttangenten t, und t,, wie auch die beiden hindurchgehenden 
Tangenten r, und r,, die einen bestimmten Kegelschnitt K, von allge- 
meiner Lage schneiden. Alsdann besteht die Gleichung: 


thrr)=—1. 


Jetzt möge sich p einem in der Ebene E, gelegenen Punkte P, der nicht 
auf K, liegen darf, infinitesimal nähern. Da wir annehmen können, 
daß die Tangentenebene in P von E, verschieden ist, so haben nicht allein 
die Geraden t,, t,, sondern auch die Geraden r, und r, bestimmte Grenz- 
lagen; und zwar fallen die Grenzlagen von r, und 7, zusammen mit der 
Durchschnittsgeraden zwischen E, und der Tangentenebene in P. Also 
fällt die eine Haupttangente zusammen mit dieser Durchschnittsgeraden. 
Was wieder heißt, daß die betreffende Durchschnittskurve der Fläche |494 
mit der Ebene E, eine Haupttangentenkurve ist und somit aus geraden 
Linien besteht. 


26. Es steht zurück, anzunehmen, daß K, auf der Fläche liegt. 


Wir betrachten wiederum den Punkt p und die vier Geraden t,, ts, 
t, und 7,. Der Punkt p möge sich einem auf K, gelegenen Punkte von 
allgemeiner Lage nähern. Alsdann bleiben bei dem Grenzübergange t, 
und t, distinkt; unter den Geraden r, und r, fällt die eine mit t,, die 
andere mit t, zusammen. Dann aber wird der Grenzwert der anharmo- 
nischen Funktion (ft, t5 T, T,) nicht — 1, sondern entweder 0, oder &. 
Also liegt K, gar nicht auf der Fläche. 


27. Hiermit ist nachgewiesen, daß die Fläche alle Ebenen E nur nach 
geraden Linien schneidet, und daß sie somit eine Regelfläche ist. 


Hätten nun die Ebenen E keine gemeinsame Achse, so müßte, da 
die geradlinigen Erzeugenden jede Ebene E jedenfalls in den Punkten 
einer geraden Linie y schneiden, die Fläche ein zweites System gerader 
Linien y enthalten und somit eine nicht ausgeartete Fläche zweiten 
Grades sein, was jedoch unmöglich ist. Also enthalten die Ebenen E 
eine gemeinsame Achse y. 
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28. Ist y keine Tangente aller X, so wird die Fläche nach einem 
bekannten Satze eine Schraubenfläche, wenn ein beliebiger Kegel- 
schnitt K durch eine lineare Transformation in den Kugelkreis über- 
geführt wird. Es ist aber folgendermaßen möglich, zu beweisen, daß wir 
hiermit auf Contradietio geführt sind. 

Eine Schraubenfläche enthält außer der in der unendlich entfernten 
Ebene gelegenen Geraden y noch eine gerade Linie, nämlich die Achse A, 
die von den geradlinigen Erzeugenden geschnitten wird. Eine beliebige 
durch A gelegte Ebene schneidet die Fläche nach unendlich vielen paralle- 
len und äquidistanten Geraden G. Soll nun die Fläche durch eine lı- 
neare Transformation, die y invariant läßt, wiederum in eine Schrauben- 
fläche und gleichzeitig in eine Minimalfläche übergehen, so muß die Achse 
A in die Achse der transformierten Fläche übergehen. Also müssen die [495 
Geraden G nicht allein in parallele, sondern zugleich in äquidistante 
Gerade übergehen; und also bleibt der unendlich entfernte Punkt der 
Achse invariant bei der Transformation. Soll aber sowohl die Gerade y 
wie ein außerhalb derselben und in der unendlich entfernten Ebene ge- 
legener Punkt invariant bleiben, so muß die unendlich entfernte Ebene 
selbst bei der Transformation invarıant bleiben, womit wir wirklich auf 
Contradietio geführt sind. 

29. Ist y eine gemeinsame Tangente aller K, so müßte die Fläche 
eine Cayleysche Linienfläche dritter Ordnung und dritter Klasse sein. 
Wenn aber eine solche eine Minimalfläche ist, so fällt ihre singuläre Ebene 
nach meinen früheren Untersuchungen mit der unendlich entfernten 
Ebene zusammen. Und also werden wir auch jetzt zu Contradietio geführt. 

Wenn daher eine Fläche in der betreffenden Beziehung 
zu unendlich vielen Kegelschnitten steht, so müssen alle 
diese Kegelschnitte in einer gemeinsamen Ebene liegen und 
überdies vier gemeinsame Schnittpunkte haben, sodaß wır 
nur die Flächen des vorangehenden Paragraphen wieder- 
finden. 


$ 3. Minimalflächen, die durch Translationsbewegung einer 
ebenen Kurve erzeugt werden. 


30. Bei der Bestimmung aller Minimalflächen, die durch Trans- 
lationsbewegung einer ebenen Kurve erzeugt werden, sind zwei Fälle zu 
berücksichtigen, jenachdem die Ebenen der betreffenden Kurven den 
Kugelkreis schneiden oder berühren. In diesem Paragraphen erledigen 
wir das Problem für den ersten allgemeinen Fall; den Ausnahmefall einer 
Berührung brauchen wir nicht näher zu untersuchen, da seine Erledigung 
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leicht aus den allgemeinen Entwickelungen des nächsten Paragraphen 
hervorgeht. 


31. Wir nehmen also an, daß die besprochenen Ebenen den [496 
Kugelkreis in zwei getrennten Punkten schneiden, und können sie daher 
durch eine zweckmäßige reelle oder imaginäre Bewegung in die Ebenen: 
2= Üonst. eines Cartesischen Koordinatensystems überführen. 

Wir konstruieren die Tangenten an die Schnittkurve der Fläche mit 
einer beliebigen Ebene: 2= Const. Diese Tangenten werden bestimmt 
durch die Gleichung: 

dz,=0=pdz,+gqgdyı. 


Wir bestimmen eine zweite Tangente dz,, dx,,dy, durch die Glei- 
chungen: 
rd&, dx, + S (da, dys — dyı dx,) + tdyı dYys Hang 0, 


d2,—= pda,+ qdy,, 


welche ausdrücken, daß die Tangenten dz,, dx,, dy, und dz,, d&,, dys 
zu den beiden durch denselben Punkt hindurchgehenden Haupttangenten 
harmonische Lage besitzen. Also kommt: 


a a ae 


(19) gas—pt ps—qr plas— pt) +alps—qn) 








32. Soll nun die Fläche durch Translationsbewegung einer ebenen 
Kurve, die in den Ebenen: z= Const. gelegen ist, erzeugt werden, so 
müssen die Verhältnisse dy,: dx, und dz,: dx, ungeändert bleiben, wenn 
z, ungeändert bleibt, mag auch x, und infolgedessen y, variiert werden. 


Dies gibt die beiden Relationen: 
d /dy, d /dy\ _ 
Frarrele Ariel, 


er‘ 


\ \ ‚ 


unter denen sich jedoch die letzte wegen der Gleichung: 
de _ dYs 
Tr Ar 
auf die Relation: 
d dy, 
Tec az Er ” 


reduziert, die wegen (19) identisch erfüllt ıst. 
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Daher wird die allgemeinste Minimalfläche, die durch Translations- 
bewegung einer in einer Ebene: 2 = Const. gelegenen Kurve erzeugt wird, 
bestimmt durch die partiellen Differentialgleichungen: 


(20) 








| Fr TR Hr hp) = 0, 

d /ps—qr 4 (ps—qr\ 
91: ne) “es Pay Ve 0, 
die beziehungsweise von zweiter und dritter Ordnung sind. 


33. Um nun die allgemeinsten gemeinsamen Integralflächen dieser 
beiden Gleichungen zu bestimmen, leiten wir aus ihnen durch Differen- 
tiation fünf Differentialgleichungen vierter Ordnung her. Bezeichnen 
wir die Differentialquotienten vierter Ordnung mit A, u, », 0, z, so haben 
die besprochenen fünf Gleichungen die Form: 


A+gMA—  2pqu+ (147% ! =F,, 
A+qQ9)u—' 2pqav+(l+Pp9)e =F,, 
A+Pv»— 2pg+l+p)r=F,;, 

D,i+ D,u+ B,7 + Do =F,, 


P,u+ P,7 + Po + D,n=F,;,, 


wo die #,rationale Funktionen von z, y, zund den Differentialquotien. 
ten erster, zweiter und dritter Ordnung sind ; wo ferner die ©, die folgen 
den Werte haben: 


9,= Pipt gs), 
D,= alpas — 2pfti+ Pr), 
D= plpas -2r + ph), 
D,= par — PS). 
34. Es fragt sich, ob die fünf Gleichungen die Differentialquotien- 
ten vierter Ordnung bestimmen, und ihnen dabei immer bestimmte [498 


Werte erteilen. Um diese Frage zu beantworten, berechnen wir die De- 
terminante: 





1i+92 —2pg 1+7P 0 0 
0 1+@ —2rgq 1 0 

4= 0 Ge. — 294 1 +p8|- 
D, D, BD, D, 0 

0 D, D, D, BD, 
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Hierdurch ergibt sich der Wert: 


Een = PL + Er + PH 
+2pPQri— 2pgq(l +2Q)rs — 2pgq(l +2pP)st=UT. 
Wie man sieht, verschwindet die Größe: A= (p?+ )’U nicht 
identisch. Es fragt sich, ob A bei Bestehen der beiden Gleichungen (20) 
verschwinden kann. Da die Annahme p®+q?=0 nur developpable 


Flächen liefert, genügt es, zu untersuchen, ob die Gleichung U = 0 von 
gemeinsamen Integralflächen der Gleichungen (20) befriedigt wird. 


Setzen wir: 
+ q)r —2pgs+ (1 + P9t=B, 


so besteht, wie man leicht verifiziert, die Identität: 
A+gq)U —g?B’+ (2pgs+ ( — pt) B= 
= IF ET N. 


(21) 


Demnach gibt es jedenfalls nur developpable Minimalflächen, die 
die Gleichung: U = 0, oder: A = 0 befriedigen. Daher schließen wir, daß 
die Gleichungen (20) kein singuläres Integral, außer etwa developpablen 
Flächen, besitzen, und daß ihr allgemeines Integral, wie eine Abzählung 
zeigt, höchstens sechs Parameter enthält. 


35. Nun aber kennen wir schon gewisse Minimalflächen, die durch 
Translationsbewegung einer ebenen Kurve erzeugt sind (S. 485 [hier 
S. 421]). Diese Flächen gestatteten sechs solche Erzeugungen, die paar- 
weise zusammengehörten. Seien Cı, 9, 3, kı, ka, k, die betreffenden |499 
sechs Scharen kongruenter Kurven der Fläche; wenn die Fläche durch 
eine Kurve c, erzeugt wird, so durchlaufen die Punkte dieser Kurve 
jedesmal Kurven k,. Nun war, fanden wir, der Winkel zwischen den par- 
allelen Ebenen der Kurven c, und den parallelen Ebenen der Kurven k, 
arbiträr. Setzt man daher voraus, daß die Kurven c, in den Ebenen: 
2 = Const. gelegen sind, gibt darnach dem besprochenen Winkel alle 
möglichen Werte, führt auf die hervorgehenden Flächen alle möglichen 
Translationen, Ähnlichkeitstransformationen und Rotationen um eine 
mit der z-Achse parallele Achse aus, so erhält man 00% Flächen), die 
verschieden sind und dabei die beiden Gleichungen (20) befriedigen. 





1) Daß diese 00% Flächen sicher verschieden sind, beruht darauf, daß die 
Fläche (7) durch keine gleichzeitig lineare und konforme infinitesimale Trans- 
formation ungeändert bleibt. 
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36. Hiermit kennen wir somit ein allgemeines Integral von den 
Gleichungen (20), und da die Differentialquotienten vierter Ordnung, 
wie wir früher sahen, rational bestimmt wurden, ist es sicher, daß 
hiermit alle nicht developpablen Integralflächen von (20) bestimmt 
sind. 

Wird daher eine nicht developpable Minimalfläche durch 
Translationsbewegung einer ebenen Kurve (deren Ebene den 
Kugelkreis in getrennten Punkten schneidet) erzeugt, so 
durchlaufen die Punkte der beweglichen Kurve ebene und 
kongruente Kurven, sodaß die Fläche jedenfalls in noch 
einer Weise durch Translationsbewegung einer ebenen 
Kurve erzeugt werden kann. Die allgemeinste derartige 
Fläche wird bestimmt durch die Gleichung (7), oder ist eine 
Ausartung einer solchen Fläche. 


$ 4. Minimalflächen, die durch Translationsbewegung einer [500 
gewundenen Kurve erzeugt werden. 


37. Jede Minimalfläche wird bekanntlich in zweifacher Weise durch 
Translationsbewegung einer Raumkurve, die die Gleichung: 


(22) de +dy+d??= 0 


befriedigt, erzeugt. Wir stellen die Frage nach allen Minimalflächen, die 
durch Translationsbewegung einer Raumkurve c, die nicht die Gleichung 
(22) befriedigt, erzeugt werden kann. 


Diese Aufgabe ist anscheinend ziemlich schwierig, insofern eine di- 
rekte Behandlung derselben auf sehr weitläufige Rechnungen führen 
würde. Wenn ich nicht irre, ist es mir jedoch durch gemischte Betrach- 
tungen gelungen, diese Frage zu beantworten. 


Es ergibt sich zunächst, daß die Tangenten der Kurve ce mit den 
Erzeugenden eines Kegels zweiten Grades parallel sein müssen. Es 
ergibt sich ferner, daß die oo! Fortschreitungsrichtungen, nach denen ce 
bei der betreffenden Erzeugung der Fläche sukzessiv fortgeführt wird, 
ebenfalls mit den Tangenten des besprochenen Kegels parallel sind. Hier- 
aus ergibt sich dann schließlich, daß unsere allgemeine Fragestellung 
nur die früher gefundene Scherksche Fläche mit ihren Ausartungen 
liefert. 


38. Wird eine Fläche durch Translationsbewegung einer Kurve c er- 
zeugt, so durchlaufen die Punkte dieser Kurve kongruente und gleich- 


gestellte Kurven k, sodaß die Fläche auch durch Translationsbewegung 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd- I 28 
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einer Kurve k erzeugt werden kann. Die Kurven c genügen einer Diffe- 


rentialrelation: 
syn (de 
ds:. n) : 


und ebenso genügen die Kurven k einer Relation: 


Setzen wir: [501 


so erhalten unsere Relationen dıe Form: 


=, m=h()- 


Die beiden Richtungen 7, & und 7,, & liegen in jedem Punkte der 
Fläche harmonisch hinsichtlich der beiden durch denselben Punkt hin- 
durchgehenden Haupttangenten, was durch die Gleichung: 


(23) res +s(emt+ An) +inm=0 


ausgedrückt wird. Es handelt sich darum, die gemeinsamen Lösungen 
dieser Gleichung und der Gleichung aller Minimalflächen: 


(24) A+rr—2pgs+(l+pFt= 0 
zu bestimmen. 

Es ist hierbei klar, daß die Funktionen: n=f(£) und: m= fı(&ı) 
jedenfalls nicht beide arbiträr sind. Denn wenn n eine lineare Funktion 
von & ist: 


was darauf hinauskommt, daß die Kurven c eben sind, so muß nach den 
Ergebnissen des letzten Paragraphen auch n, eine lineare Funktion von 
&, sein, weil auch die Kurven k eben sein müssen. Zunächst müssen wir 
daher unsere Bestrebungen darauf richten, die Funktionen: 7 = f(£) und: 
n1= f(£&) in allgemeinster Weise zu bestimmen derart, daß die beiden 
Gleichungen (23) und (24) eine, und infolgedessen oo* ähnliche und 
gleichgestellte gemeinsame Integralflächen besitzen. 


39. Es bestehen die beiden Gleichungen: 


p&e+qn=1, phıt+qm=l, 


die p und g als rationale Funktionen von £, n, &, und n, bestimmen. Be- 
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trachten wir: 7 = f(£) als eine gegebene Funktion von £, so bestimmt die 
Gleichung: p&+qn=1 die Größe & als Funktion von p und g; und [502 
dementsprechend bestimmt die Gleichung: p&, + qm=1 die Größe &, 
als Funktion von p und q. 

Durch Differentiation kommt daher, indem wir & und £&, als Funk- 
tionen von p und q betrachten: 


er re) 


Ee+02)-—-" et) m 


welche Gleichungen die Differentialquotienten von & und £, hinsichtlich p 
und gqals rationale Funktionen von 9, q, &,n,dn:d£, &, 71, dnı: dE£, be- 
stimmen: 








BE ir di mag> 
a Pt a? Em RL 
REES ar: AB dE, a 

a4 Pt id P+ ag 


In entsprechender Weise findet man die Differentialquotienten der Größen 
n und n, hinsichtlich p und q ausgedrückt als rationale Funktionen der 
Größen: 

dın 


d 
P; G, €; N, Fe &: 71; da. 
40. Jetzt ist es leicht möglich, indem wir £&, n als Funktionen von 
x und y auffassen, die Differentialquotienten der Größen £,  hinsicht- 
lich x und y zu berechnen. Denn es ist: 


de de de dE de 
dan ap Tag ay ap tag 


also kommt: 











dE  —Er—ns “e ent 

NONE DL, dy dn ’ [503 
P+4g2 Pr 47 

Bern An an ent An, 

der o a Yu 77 BBEee Fri 7 
P+ 475 Prdgr 


in entsprechender Weise bestimmt man die Differentialquotienten von 
&1, 1 hinsichtlich x und y als rationale Funktionen von BOT, 5, 
dnı:d£,. 

28* 
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41. Die beiden Gleichungen (23) und (24) ordnen jedem Flächenele- 
mente x, %,2,p,q von allgemeiner Lage zwei bestimmte Haupttangenten- 
richtungen zu. Analytisch ausgesprochen kommt dies darauf hinaus, daß 
unsere Gleichungen durch Auflösung auf die Form: 


ar. Ve 2,.L, 


wo F und ® bekannte rationale Funktionen von p, q, &, n, & und nı 
sind, gebracht werden können. 

Durch Differentiation hinsichtlich x und y erhält man zur Bestim- 
mung der Differentialquotienten dritter Ordnung «, ß, y, ö von z Glei- 
chungen von der Form: 


& —Fy ve,; 
ß —Fö=-W,, 

B— ®y = P,, 

y— ®Dö BE Pu 


(25) Er hEm Ems 
sind. Die Determinante: 
ee [504 
ee 
ee an 
0.0 1 —PD 





besitzt den Wert: 





und verschwindet somit jedenfalls nur für developpable Minimalflächen, 
von denen wir absehen können. Also findet man durch Auflösung Glei- 
chungen von der Form: 


‘=fh, B= TR, vl = fh, 


in denen die f, rationale Funktionen von den Größen (25) sind. 


42. Es fragt sich, ob die letzten Gleichungen die Integrabilitäts- 
bedingungen erfüllen. Die Bedingungsgleichung: 


dfı _dfr 


dy dx 
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nimmt durch Ausführung und Einsetzung die Form an: 


(26) FEE+FGE+ Rn =0, 





wo F, F, und F, rationale Funktionen von: 


2%, .. 0, - und: t 
sind. 

Es ist dabei leicht, einzusehen, daß diese Gleichung für jeden Wert 
von t bestehen muß. Haben in der Tat die Gleichungen (23) und (24) 
eine gemeinsame Integralfläche, so erhält man durch Ausführung aller 
Translationen und Ähnlichkeitstransformationen oo? solche gemein- 
same Integralflächen. Daher gibt es immer oo! ähnliche Integralflächen, 
die ein vorgelegtes Flächenelement 2, x, y, p, q enthalten. Diesem Ele- 
mente entsprechen auf allen diesen Flächen dieselben Werte der Größen 
7, &, 91, &ı und also auch dieselben Werte der Differentialquotienten 
dn:dE und dn,:d£&,, dagegen unendlich viele verschiedene Werte [505 
der Größe t. Also besteht (26), wenn man t einen beliebigen konstanten 
Wert erteilt. 


43. Die hierdurch gefundene Gleichung, wie jede in entsprechender 
Weise hervorgehende Gleichung, gibt eine Relation zwischen den sechs 
Richtungen: 


Enns &+dE, n+dn; E+dE +18, n +dn +4den, 


27 
eu) au n5 Std, m+ dan; a tdi +3, m+dnmt+ Id. 


Diese Gleichungen können nicht sämtlich identisch bestehen. Denn 
setzt man: 


wo A und B beliebige Konstanten sind, so muß, sahen wir in $3, die 
Größe 7, die Form: 


N UT H, 


besitzen. Und da hierbei die vier Größen A, B, A, und B, arbiträre 
Konstanten sind, so muß (wie ich beiläufig bemerke) in (26) die Größe F, 
identisch gleich Null sein. Die Relation: 


wird, sahen wir in $1, identisch en wenn die sechs Richtungen 
(27) einem gemeinsamen Kegel zweiten Grades angehören; und wegen 
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ihrer Form wird sie nur in diesem Falle befriedigt.!) Also können wir 
schließen, daß die Gleichungen: n=f(£) und: = fi(&) denselben 
Kegelschnitt der unendlich entfernten Ebene darstellen. Und folglich 
gibt die allgemeine Fragestellung dieses Paragraphen wiederum nur die 
Scherksche Fläche. 

44. Kann daher eine Minimalfläche durch Translations- 
bewegung einer gewundenen Kurve erzeugt werden, so [506 
gestattet sie oo! solche Erzeugungen. Die Tangenten der ent- 
sprechenden Kurven schneiden jedesmal einen in der un- 
endlich entfernten Ebene gelegenen Kegelschnitt, der den 
Kugelkreis in vier festen Punkten schneidet. Die Fläche 
ist dadurch charakterisiert, daß ıhre Haupttangenten- 
kurven bei sphärischer Abbildung in konfokale sphärische 
Kegelschnitte übergehen.) | 


XXVa. 
Selbstanzeigen von XXV. 


1. Bull. Bd. XVI (II. Serie Bd. V), 2. Abt., S. 80—81; Paris, April und Mai 1881. 


Si l’on applique & une surface minimum un mouvement ou [80 
une transformation de similitude queleonque, la surface transformee est 
encore une surface minimum. L’equation aux derivees partielles des sur- 
faces minima est, par consöquent, transformde en elle-möme par les 
transformations appelees tout & l’heure, transformations 00° fois 
lin&saires. Les seules equations aux derivees partielles du second ordre 
qui admettent toutes ces transformations sont &videmment celles dont 
les surfaces integrales sont caracterisees par cette propriete que leurs [81 
rayons de courbure sont dans un rapport constant. 

Si l’on demande toutes les surfaces minima qui, par un nombre 
o0® ou plus grand encore de transformations lin6aires, sont transformees 
de nouveau en des surfaces minima, on trouve, comme l’auteur l’a d6jä 
indiqu& en 1870, la seule surface minimum de&couverte pour la premiere 
foıs par Scherk: 


ev cos ex —r2)+cos(er+r2)=0, 





1) Die Gleichung (28) gibt den folgenden, ohne Zweifel bekannten Satz: Die 
Krümmungsradien aller 00! Kegelschnitte, die einander in zwei festen Punkten 
berühren, haben in diesen beiden Punkten für jeden Kegelschnitt Werte, deren 
Verhältnis konstant ist. 

2) Ich habe bestimmt alle algebraischen und zugleich alle algebraisch eindeu- 
tigen Berührungstransformationen, die alle Minimalflächen in ebensolche Flächen 
überführen, 


$ 4; Nr. 43, 44. — XXVa. Selbstanzeigen von XXV 439 


avec ses degenerescences, parmi lesquelles se trouve l’helicoide a gen6- 
ratrice rectiligne. 

On est conduit & cette surface minimum en cherchant toutes les 
surfaces minima engendr6es par le mouvement de translation d’une 
courbe dont la longueur d’arc est differente de zero. La surface de 
Scherk peut &tre engendr&e d’une infinite de manieres par le mouve- 
ment de translation d’une courbe, et, en particulier, de six manieres 
differentes par le mouvement de translation d’une courbe plane. 


2.F.d.M. Bd. XI, Jahrg. 1879, S. 586—587. Berlin 1881. 


Die von Monge herrührende Gleichungsform der Minimal- [586 
flächen: 


z= Alt) +A,ı(), y=-BiW+B,(d), 2=Ch+C,(T), : [587 
d4?+dB?+dC?=0, dA!+dBi +dl?= 0 


zeigt, wie der Verfasser bei verschiedenen Gelegenheiten hervorgehoben 
hat, daß jede solche Fläche in zwei Weisen durch Translationsbewegung 
einer Kurve, deren Bogenlänge gleich Null ist, erzeugt werden kann. 

Sucht man alle Minimalflächen, die durch Translationsbewegung 
einer Kurve, deren Bogenlänge von Null verschieden ist, erzeugt werden, 
so erhält man nur die zuerst von Scherk entdeckte Minimalfläche: 


eenvcosn(lox —r2) +cosn(exz-+rz2) = 0 


mit ihren Ausartungen, unter denen die Schraubenfläche sich findet. 
Jede solche Fläche wird in unendlich vielen verschiedenen Weisen durch 
Translationsbewegung einer Kurve erzeugt. Die Haupttangenten einer 
solchen Fläche sind in jedem Punkte konjugierte Gerade hinsichtlich 
unendlich vieler Kegelschnitte, und es gibt überdies keine weiteren 
Flächen, die diese Eigenschaft besitzen. Unsere Flächen sind daher die 
allgemeinsten Minimalflächen, die durch unendlich viele (nicht ortho- 
gonale) lineare Transformationen wiederum in Minimalflächen über- 
geführt werden. 


XXVL [490 


Zur Theorie der geodätischen Kurven der Minimalflächen. 
Von Sophus Lie. 


Arch. for Math. Bd. VI, Heft 4, S. 490—501. Christiania 1882. 


1. Liouville hat bekanntlich gezeigt, daß die geodätischen Kurven 
einer jeden Fläche, deren Bogenelement die Form: 


(1) ds?= (y(e+y)+ Piz — y)) de dy 


besitzt, bestimmt werden können. Sucht man daher spezielle Minimal- 
flächen, deren geodätische Kurven bestimmbar sind, so liegt es nahe, 
zuerst alle Minimalflächen aufzusuchen, deren Bogenelement 
die Form (1) erhalten kann. 

Nun aber hat das Bogenelement der Minimalflächen die Form: 


(2) ds= f(X)o(Y)1+XY)X’Y’daedy, 


wo X(z) und Y(y) arbiträre Funktionen ıhrer Argumente sind. Es 
handelt sich daher darum, die Funktionalgleichung: 


3) FHEMA+LXY-P PX Y-pyaty+r ta 


in allgemeinster Weise zu erfüllen. 


2, Setzen wir: 


INX'=-X, NY =Yı 
und für einen Augenblick: 
X Yı, +2XX, Y Yı PX, 2 Yı = 2, 
so findet unser Problem seinen analytischen Ausdruck in der Gleichung: 


d?Q2 d?Q2 


oder durch Ausführung in der äquivalenten: 
X Yı +2 XXX), YY, +&RX)PY— 
— X,Yı —2XX,(YYı) — XX,(Y:Y,)’ =. 
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Dividieren wir mit X, Y,, so kommt: 





Kr EX xXa ar „ 
ey Zr 
(4) 
Y% > zu" (Ye Y,)" 
_ er — 3X - — X? ee ee 0, 


und durch dreimalige Differentiation hinsichtlich X: 


== (2) ei 5. I) ET ax «(x e) 





Diese Gleichung zerlegt sich, da Y keine Konstante und noch weniger 
eine Funktion von x sein darf, in die drei folgenden: 
N Re. I RR A cn 
5 a ee ee ee ee > 





woraus durch Integration: 





FE =0+2,X +mX?, 
A + 
(5) | SI + 2X + RR, 
er = Co + IHK. -+ DR 
\ Ar 





wo die Größen a,, b, und c, Konstanten sind. Durch Einführung dieser 
Werte in (4) folgt: 





f P=o+24,Y+oT, 
(6) ar =+2bY+cY”, 
ee %+25Y+%Y7?. 





1 


Die vereinigten Gleichungen (5) und (6) bestimmen die unbe- [492 
kannten Funktionen X,, X, Y,, Y vollständig. 

3. Laß uns zuerst die Gleichungen (5) betrachten. Durch Kombi- 
nation der beiden ersten Gleichungen (5) folgt: 


(7) IX a el eo. 


und in entsprechender Weise geben die erste und die letzte unter den 
Gleichungen (5): 


S |‘ AZ KK +2RKH2X" +2 X + 
+ (&g — 9) X? — 24, X? — X. 
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Durch Elimination von X, zwischen (7) und (8) folgt: 


0) 2X? =0,+2%ı —b)X + (a +m—4b)X?+ 


+ 2(a, — b))X? + a, X, 


und durch eine ähnliche Behandlung der Gleichungen (6) folgt: 


10) nr A tar ibitr 


+2, —- a)Y”?+o/%. 
4. Um die beiden Gleichungen (9) und (10) zu vereinfachen, bemerken 


wir, daß die Form des Bogenelements (2) im wesentlichen ungeändert 
bleibt, wenn wir X durch: 





und Y durch: 


ersetzen, dabei vorausgesetzt, daß «, ß, y, 6 beliebige Konstanten be- 
zeichnen. Wir wählen diese Konstanten derart, daß die Gleichungen (9) 
und (10) eine möglichst einfache Form erhalten. | 

Schließen wir vorläufig den Ausnahmefall, daß die Gleichung vierten 
Grades: 


0= ct —d)X + (+0 — 4b) X? + 2a, — b) X + a,X* [498 


drei und nur drei gleiche Wurzeln besitzt, aus, so können wir offenbar 
die Konstanten «&, ß, y, ö derart wählen, daß in den transformierten 
Gleichungen (9) und (10) die ungeraden Potenzen von X und Y ver- 
schwinden, sodaß: 

G4—-b=I, m b=0 


wird. Um die Formeln abzukürzen, setzen wir: 
G+%—-4b=w, 
wodurch (9) die Form: 


annımmt. Durch Differentiation kommt: 


(12) 2X" = wX + 20,X®, 


Sr m 


(18) 2 


=0 -H 6a,X?. 
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Gleichung (7) gibt: 


X b+@b—a)X + (bb 20) X2— 0,X? — Xr 


Am 2% 





woraus durch Differentiation und Multiplikation mit 2X ’2: 





X X 


s | Eee 2) OX’2{94, + 2b — 2a) X — 3a, X?) — 
Kuss X'X" BrägE DXUIh, + (2b, ae Go). m (b, — 2a,)X? — a5: ı—_ X’) : 


5. Hier führen wir die früher gefundenen Werte von: 
2.9 
X, 





x, X’2, X" und: X” 
ein und erhalten hierdurch |wegen: b,= a,| die Relation: 
(co+ X? + X) (2b, — 3a, — 6a, X — 50,X?) + 
+ 1b, + 2b, — a)X — a, X? — a,X?}? — 
— 2(wX +20,X%)(b,+ (2b, —a)X — 4X? — X?) + 
+23(8X + 20,X°? — I(o +69X) (oo + ®@X?+,XN)= 0. 
Dieselbe zerlegt sich, da X keine Konstante sein darf, in sieben [494 


Gleichungen, unter denen jedoch zwei identisch bestehen, sodaß wir nur 
die fünf folgenden erhalten: 


2b — 3a) +4 4m —=0, 
— 64% + 2b, 2b, — a) —2bh,w =, 
(14) 2 — 8a,06, — 2b, + (2b — u” + 40 — w(2b, +) = 0, 
— 44,@ — 6a,b, — 2a, (2b, — a) =0, 

8 — 10b) + —-3,w—0. 





Durch eine entsprechende Behandlung der Gleichungen (6) und (10) 
erhält man die analogen Relationen: 
%(2b, —3a) + Io —0, 
— 65,45 + 2a, (2b, — a) — 2a, —=0, 
(15) — 89,0, — 2byaı + 2b — u” +40? — w(2b, +) = 0, 
— 4b,@ — 6094, — 2b, (2b — a) = 0, 
68 —- 106) +5 —- 300 —=0, 





unter denen jedoch die dritte mit der dritten Gleichung des Systems (14) 
identisch ist. 
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Wir subtrahieren jede Gleichung, etwa die k-te des Systems (14) 
von der (6 — k)-ten des Systems (15), und erhalten hierdurch die vier 
folgenden sehr einfachen Relationen: 


ol — A) = (0, 
bu (ea — a) = 0, 
(lo — a) =0, 
Al — A) = 0, 


welche zeigen, daß es naturgemäß ist, die beiden Hypothesen: c, 2 a, und: 
C,= 4, separat zu behandeln: 


l.@— z v. 
6. Ist a — a, 20, so kommt: 
geh Vene. [495 
Die Gleichungen (9) und (10) geben: 
2X 928 BY ran 


wo o nicht verschwinden darf, weil X und Y keine Konstanten sein 
können. Setzen wir: 
= '3%k®, 
so wird: 
Am RA. Te tky, 
und: 
X= Aet*, Y= Bet*V, 


X, wird bestimmt durch (7): 





a: I 00 
woraus: 
X,=6e?, 
Dementsprechend ist: 
6 Dr, 


Die entsprechende Minimalfläche ist, wie man leicht verifiziert, auf eine 
Rotationsfläche abwickelbar. 
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II. ce. — u = 0. 


7. Sei jetzt cs, — a, = 0. Alsdann befriedigen die Konstanten die fol- 
genden Relationen: 


4b -) + = 0, 

— 46 + 1, Abi — a) =, 

— 44,0 — du, + 4b, (2b — a) = 0, 
0 (ap — 256) +0, 

4% (ı -o) + —=0. 


(16) 


N 





Durch Kombination der zweiten und vierten unter diesen Gleichungen 
folgt: 
bo@1 |A2Co Ser? (2b, HER 40) N Er 0 = b,a, A . 


Setzen wir zunächst voraus, daß A von Null verschieden ist, [496 
so muß entweder b, oder a, verschwinden. Nun aber ist klar, daß bei der 
Vertauschung von x und y die Größen b, und a, unter einander vertauscht 
werden. Daher können wir ohne Beschränkung b, = 0 setzen. Die zweite 
und vierte unter den Gleichungen (16) geben somit: 


419 =I0, ala —2b)=0, 
sodaß die Annahme a, 20 die kontradiktorische Relation: 
a.—2b,=0=A 


geben würde. Daher können wir annehmen, daß nicht allein b,, sondern 
gleichzeitig a, gleich Null ist. Also geben die Gleichungen (16): 


ob — a) =0, aldi — a) = I, 
A9co — db, (2b, — a.) = 0. 
Wäre: b, — a,= 0, so käme die kontradiktorische Gleichung: 
ee 
Also ist: b, — a, 20 und: 
G=da  uRb — a) >= d, 
und, da X’ und Y’ nicht verschwinden dürfen, folgt: b,=0. 


Indem man nun ganz wie bei der Diskussion der Annahme: ,—a,20 
weiter geht, erhält man wiederum nur solche Minimalflächen, die auf Ro- 
tationsflächen abwickelbar sind. 
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8. Jetzt müssen wir die Annahme: 
G—- =), A=0= cy4, — (2b, — a0)? 
betrachten. 
In diesem Falle können die Gleichungen: 


2X’? — Co + 2 (ao TE 2b,)X? —- 0.88, 
2Y = m,+ 2%la,— 2b) Y’+cY* 
durch die einfacheren: [497 
X'V2=Ve, +VazX?, 
Y'Vy2=Va,+Yc Y? 
ersetzt werden. Hier können c, und a, nicht beide verschwinden, und 
wir können daher ohne Beschränkung annehmen, daß zum Beispiel c, 


von Null verschieden ist. 
Ist dabei a,= 0, so kommt: 


>29, til; 
und wenn wir: 
6, 268 
setzen, folgt: 


1 
/ AEkt; ie 
ey erDyere, 


Die entsprechenden Minimalflächen sind auch jetzt auf Rotationsflächen 
abwickelbar. 

9. Laß uns annehmen, daß: A= 0, a, 20, c, 20 sind. Indem man 
die Größen X, Y, x und y durch mX, (1:m) Y, nx und + ny ersetzt, 
und darnach die Konstanten m und n zweckmäßig wählt, erhält man die 
einfacheren Gleichungen: 


z=#l14+: VeirT:. 
Überdies ist: 
%=06=2, 9 —-2b,=+2 
und: 
b,—-a)+b=0, 
— 2a, + b, (2b, — a.) = 0, 
— 16 — bya, + 4b, (2b, — a.) = 0, 
4, (do — 2b,) + 26, = 0, 
8b,—-a)+tai=0. 
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Zu bemerken ist, daß in den drei Gleichungen, die ein zweideutiges [498 
Vorzeichen enthalten, entweder überall + oder überall — zu nehmen ist. 
Und durch zweckmäßige Wahl der Größen m und n kann man immer 
erreichen, daß überall das positive Zeichen zu nehmen ist. 

‚, Die Relationen zwischen den Konstanten erhalten hierdurch die ein- 
fache Form: 


b+8b,—-)=0, m =—b, —16+b—-8b,=0, 
sodaß die neun Konstanten die folgenden Werte erhalten: 
%=4bh—2, 1=—b, 2, 
u=b, b= 416, — 2, bb, 
0=2, eb, Geh, 
Also kommt: 


Inx 
X =te2. 2, A 00,0% 


SE, 
Y=tgy, Yı=Beosy.e ?”’. 


Die entsprechenden Minimalflächen sind auch jetzt auf Rotationsflächen 
abwickelbar. Sie sind übrigens identisch mit denjenigen, die der Hypo- 
these: &g — 4, 2 0 entsprechen. 


10. Laß uns jetzt annehmen, daß die Gleichung vierten Grades: 
0=c, +2, —b)X + (+0 — 46)X? + 2a, — b,) X? + a,X* 


drei und nur drei gleiche Wurzeln besitzt; dann kann man in (9) und (10) 
ohne wesentliche Beschränkung: 
G=d, + %—4b,=0, 4—b=0, sd, 4b] 
setzen. Also kommt: 
ZINN. Yen y8 | [499 
Durch Differentiation kommt: 
ee ee 
und durch Substitution in (13°): 
an) 4X +2,X) + {bh +2bh -— aa X — 1X? —4)?4+ 
-+ 2X (2b, Säge Io — 20,X) NR: (bu + (2b, — Au)X FESTE 8° tr 3) en U, 


2 
woraus: 


=0, web, KH — = 0. 
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Andererseits ist: 


2 = 85 TtenBTr, 
und durch Substitution in die Gleichung: 
41V? +4(ZV) +27 (+ 2 WII; P& 
—2Y'Y" -2Y’ (a. +2, -Y+1—-b)P?—-1°—-Y"}=0 
folgt: 
47. +2, Y) + Im +R%bhı -a)Y- u -d?—-oY?? — 
— 2 7°?12b, — +21 —b)Y —3cY?}—6Y?+ 
+3 7?la, +2 —- )Y- bb - 2 —-oY’}=0,. 
oder, bei Berücksichtigung der Werte: „= 0, u =0, b=0: 
5,Y: +, - BY + 07%) +2 7?[2, -— DY+3c,Y?} — 
—617!+3 71 -— , -9Y—- 7°) =0. 
Also kommt: [500 
= + +1) 6-30 9-0, 
was mit der früher gefundenen Relation: 
(bo — 3) (bo — 3) — 0 
im Widerspruche steht. 


11. Soll daher das Bogenelement einer Minimalfläche die 
Form: 


d?=|yla+y)+ Flex = y)] dx dy 


erhalten können, so muß dieselbe auf eine Rotationsfläche 
abwickelbar sein. 


Die vorangehenden Entwickelungen geben gleichzeitig eine, aller- 
dings weitläufige Bestimmung!) der auf Rotationsflächen abwickelbaren 
Minimalflächen. Diese Bestimmung wurde bekanntlich zuerst von Bour 
durchgeführt. 





1) Man erhält eine äußerst einfache analytische Bestimmung aller Minimal- 
flächen, die auf Rotationsflächen abwickelbar sind, durch direkte Anwendung der 
in dieser Note entwickelten Methode auf das betreffende Problem. Gleichzeitig 
findet man alle Minimalflächen, deren geodätische Kurven eine konforme infinitesi- 
male Transformation gestatten. 
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12. Eben während des Druckes dieser Note bemerke ich, daß Rıbau- 
cour in seiner äußerst interessanten, soeben publizierten Abhandlung 
über Minimalflächen (Memoires couronnes, publies par l’Acad&mie de 
Belgique, t. XLIV, p. 235) beiläufig das hier erledigte Problem in der 
folgenden Weise bespricht: si l’on recherche les surfaces minima 
sur lesquelles on peut tracer un r&seau orthogonal du genre 
caracteris& par M. Liouville, le probl&me se divisera en deux 
parts, la premiere afförente a la famille de surfaces appli- 
cables sur des surfaces de revolution, la seconde se rappor- 
tant a une surface minima qui n’a pas encore et& isolee. [501 
Wie es scheint, ist daher Ribaucour zu einem von dem meinigen ver- 
schiedenen Resultate gekommen.!) 


XXVla. 
Selbstanzeige von XXVI. 


F.d.M. Bd. XIII, Jahrg. 1881, S. 643. Berlin 1883. 


Liouville hat bekanntlich gezeigt, daß die geodätischen [643 


Kurven einer jeden Fläche bestimmt werden können, deren Bogen- 
element die Form: 


A) ds?= (plz + Yy) + Bl — y))dady 


besitzt. Sucht man daher spezielle Minimalflächen, deren geodätische 
Kurven bestimmbar sind, so liegt es nahe, zuerst alle Minimalflächen 
aufzusuchen, deren Bogenelement die Form (1) besitzt. 

Dieses Problem drückt sich durch eine Funktionalgleichung aus, 
deren Behandlung einige Rechnungen verlangt, sonst aber keine Schwie- 
rigkeit darbietet. Man findet nur die von Bour entdeckten Minimal- 
flächen, die auf Rotationsflächen abwickelbar sind. 

Verlangt man alle Minimalflächen, deren geodätische Kurven eine 
infinitesimale Transformation gestatten, so erhält man außer den soeben 
besprochenen Flächen nur die zuerst vom Verfasser untersuchten Mini- 
malflächen, die unendlich oft mit sich selbst ähnlich sind. Diese letzten 
Flächen lassen sich übrigens auch dadurch charakterisieren, daß eine 


jede ihrer Minimalkurven (courbes isotropes) eine infinitesimale lineare 
Transformation in sich gestattet. L. 





1) Es ist leicht, die allgemeinste Berührungstransformation eines n-fach aus- 
gedehnten Raumes anzugeben, bei der Krümmungslinien invariant sind, und dabei 
Flächen mit gemeinsamem sphärischen Bilde in ebensolche übergehen. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 29 
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Bestimmung aller Flächen, die in mehrfacher Weise 
durch Translationsbewegung einer Kurve erzeugt werden.) 
Von Sophus Lie. 

Arch. for Math. Bd. VII, Heft 2, S. 155—176. Christiania 1882. 

1. Wird eine Fläche durch Translationsbewegung einer Kurve c er- 
zeugt, so durchlaufen die Punkte dieser Kurve kongruente und gleich- 
gestellte Kurven k, sodaß die Fläche auch durch Translationsbewegung 


einer Kurve k erzeugt werden kann. Die Kurven c genügen einer Diffe- 
rentialrelation: 


und ebenso genügen die Kurven k einer Relation: 
dy, _ ds 
ee 


dy; _ da, _ 
Pe Nis PR 3 [156 


Setzen wir: 


so erhalten unsere Relationen die Form: 


nm=h(&) n2= Ta(&); 


und dabei ist f, im allgemeinen eine von f, verschiedene Funktion. Die 
beiden Richtungen: 71, & und ns, &, liegen in jedem Punkte der Fläche 
harmonisch hinsichtlich der beiden durch denselben Punkt hindurch- 
gehenden Haupttangenten, was durch die Gleichung: 


&ıdor + (EN + N82)$ + NN 0 
ausgedrückt wird. 





1) In mehreren früheren Arbeiten: Kurzes Resume mehrerer neuer Theorien. 
Christiania Ges. d. Wiss. 1872; Beiträge zur Theorie der Minimalflächen, Math. Ann. 
Bd. XIV, 1879; Weitere Untersuchungen über Minimalflächen, Archiv for Math. 
og Naturv. Bd. IV, usw.[D. Ausg. Bd. III, Abh. I; Bd. II, Abh. II; Bd. I, Abh. XXV 
(1880).] habe ich mich eingehend mit Flächen beschäftigt, die mehrere Erzeugungen 
durch Translation einer Kurve gestatten. 


Nr. 1—3. Translationsflächen mit mehr als zwei Erzeugungen 451 


2. Verlangen wir, daß unsere Fläche nicht allein durch Translation 
von c und k, sondern zugleich durch Translationsbewegung einer dritten 
Kurve c’ und also gleichzeitig durch Translation einer vierten Kurve k’ 
erzeugt werden soll, so muß die betreffende Fläche zwei partielle Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung: 


(1) Hr t+ aen)st mm, 
Er + (Eat EaNs)S5 + NaNat = 0 


erfüllen. Dabei genügen die Kurven c’ und k’ den Gleichungen: 


ns= Ts(&), Mm Tl); 


wö: 


gesetzt ist. In den Gleichungen (1) sind die Größen £, und n, Funktionen 
von p und q, deren analytischer Ausdruck durch Auflösung der Re- 
lationen: | 

pH trgam=1 Mm Tr(&ı) 
gefunden wird. 

Hieraus folgt, daß zwei Gleichungen von der Form (1) entweder gar 
keine, oder gerade oo* ähnliche und gleichgestellte Integralflächen [157 
besitzen. Es fragt sich zunächst, welche Relationen zwischen den Größen 
Er, N. zur Existenz gemeinsamer Integralflächen erforderlich sind. Diese 
schwierige Frage findet ihre Beantwortung in folgendem merkwürdigen 
Satze, den wir in dieser Note beweisen: 


3. Wird eine Fläche in mehr als zwei Weisen durch 
Translationsbewegung einer Kurve erzeugt, so befriedigt 
sie zwei partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
von der Form: 


Str + km t+ em)s+t Nmmnt=t, 
&sdar + (Eat Euns)s + Nana. 
Die Größen £,,n, sind bestimmt dureh: 


p&:+qan=1 m=h()), 


und zwar ist: = f;(&,) eine algebraische Relation, die durch 
eine (von unabhängige) Gleichung vierten Grades zwischen 


n, und £, ausgedrückt werden kann. 
| 29* 
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Die direkte Behandlung des gestellten Problems verlangt ziemlich 
weitläufige Rechnungen. Diese können indes wesentlich abgekürzt wer- 
den, wenn man zuerst zwei spezielle Fälle des allgemeinen Problems er- 
ledigt. 


$1. Über Flächen, die in mehreren Weisen durch Translation 
von ebenen Kurven erzeugt werden. 


4. In diesem Paragraphen suche ich alle Flächen, die in zwei Weisen 
durch Translation von ebenen Kurven erzeugt werden. 

Da eine derartige Fläche durch eine jede lineare Transformation des 
Raumes, die die unendlich entfernte Ebene invariant läßt, in eine eben- 
solche Fläche übergeführt wird, so kann man ohne wesentliche Beschrän- 
kung annehmen, daß die besprochenen ebenen Kurven in den Ebenen: 
x —= Const. und: y= Const. gelegen sind. Dann aber befriedigt unsere 
Fläche zwei Relationen von der Form: 


(2) orX+gqgX,=1, pY+gqaYı=1, [158 


wo X und X, nur von x, Y und Y, nur von y abhängen. Diese vier Funk- 
tionen erfüllen gewisse Integrabilitätsbedingungen, die wir zunächst be- 
stimmen müssen. | 

Durch Auflösung kommt: 


u BD 
uk ne 0 AR re a RE A, 








woraus durch Differentiation: 








und durch Ausführung: 
ee 


Diese Funktionalgleichung bestimmt die vier Größen X,X,,Y, Yı 
vollständig. 


5. Für das Folgende ist es nützlich, zu bemerken, daß man unter 
anderem annehmen darf, daß X, eine lineare Funktion von X, und Y, 
eine lineare Funktion von Y ist; daß also: 


Z,=AX +B, Y,=0Y+D 
ist. Denn hierdurch erhält die Funktionalgleichung die Form: 


AX+BIC-ALX+D-B\Y -TIC- NI+D-BIX', 
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sodaß ihre Integration in diesem speziellen Falle keine Schwierigkeit 
darbietet. Hiermit kennen wir indes keineswegs die allgemeine Lösung 
von (3). Um dieselbe zu finden, müssen wir zunächst unsere Funktional- 
gleichung auf eine zweckmäßigere Form bringen. 


‚6. Die Gleichungen (2) geben durch Differentiation vier Gleichungen 
zweiter Ordnung, unter denen wir indes [vorläufig] nur die beiden: 


(3°) Xs+Xit=0, Yr+Y,ı=0 


zu bilden brauchen. Dieselben liefern durch wiederholte Differen- [159 
tiation zur Bestimmung der vier Größen: 











Er d3 B re ER 4 d?z 
rg PT gaay’ ! day’ ip 
die vier Relationen: 
Ya«-+Yıß —(, 
dX X, 
AB + &ıy dt Ges ee: 
ee; a 
\ Xy + X,6 —=(, 


welche die bekannten Integrabilitätsbedingungen erfüllen müssen. Die 
zweite und dritte unter diesen Gleichungen (4) geben: 


KH-NNMP+YGS+Y“ et N Gs=0, 
(8) 


ax, day, 


*. Hier ist es zweckmäßig, X, als Funktion!) von X, und Y, als 
Funktion von Y zu betrachten. Es ist: 


vr +q4X,=1, pY+gY,=1, 





1) Im Texte sehen wir von dem Falle ab, daß X oder Y konstant ist. Wenn zum 
Beispiel: 
X = einer Konstanten, 


so gibt es eo ipso (jedenfalls) drei Erzeugungen durch ebene Kurven; die entsprechen- 
den Flächen gehören zu den längst von mir bestimmten Flächen, die unendlich 
viele Translationserzeugungen gestatten. 
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IR a a 
ax Av ar 








also wird, wenn wir: = Y} setzen: 


,dX 
Pre) Ar äs: 


ARE 
as SH need Fa Yıt 


und: | 160 
IX Ri a Yele 


a2 Pr. U. prah 





Durch Einsetzung dieser Werte in (5) kommt: 


Ken Yet 

















g_ HER) XrtXs, | >, 
RE el A, ML Pal: E 
Y(s+Xii) Xr+Xjs Art ZetYt 0 


da RE ea a a a ee 
und durch Bildung der Integrabilitätsbedingung dß:dy=dy:dı er- 
halten wir eine Relation von der Form: 
(6) IX, +YYıty=0, 
wo die Größen f und 9, wie man leicht findet, die Werte: 


= - Far +9) pt—qs 
Ba Se aaa. 
X(Ys+ Yıl? _ps—qr 
XY —-XıY P+gY)% 








besitzen, während y durch Einsetzung der Werte (4) der Größen: «, ß, 
y, ö in eine Funktion von: 


X, % Ir; Ti; 08 F; P; Q, r, 5, t 
übergeht. 


8. Die Relationen: Xs + X,t=0, Yr-+ Yıs=0 gestatten über- 
dies, aus den Ausdrücken f, p und y die Größen r und t wegzuschaffen. 
Aus der hierdurch gefundenen Gleichung (6) fällt die Größe s einfach 
weg, weil f, und y sämtlich homogene Funktionen dritter Ordnung 
von s sind. | 

Denken wir uns nun ferner die Größen p und q vermöge der Re- 
lationen: 

PX = bp I +4 =} 


aus (6) weggeschafft, so verschwindet, behaupte ich, y identisch. Denn, 
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setzen wir voraus, daß X, und Y, beliebige lineare Funktionen be- [161 
ziehungsweise von X und von Y: 


EINER TacyıD 


sind, so muß nach dem Vorangehenden die Gleichung (6) bestehen, und 
somit y verschwinden, was, da A, B, C und D arbiträre Konstanten sind, 
das identische Verschwinden von y verlangt. 

Die Bedingungsgleiehung (6) erhält somit die Form: {X +9 Y/=0, 
oder durch Ausführung der besprochenen Substitution und Ausscheidung 
des gemeinsamen Faktors: 








EUE-RY 
24 
die bemerkenswerte Form: 
Xi Sr 
ü er de = 0 . 
(7 ots t ofen 


Diese Gleichung lehrt, daß X, und X durch eine algebraische Gleichung 
zweiten Grades verknüpft sind, und daß Y, und Y durch eben dieselbe 
Gleichung verbunden sind. 


9. Bildet man die beiden Relationen: 


da _ dß dy_dö 


üu da’ dy 42’ 


so erhält man wiederum nur die Gleichung (7), welche somit die einzige 
Integrabilitätsbedingung der Gleichungen (4) oder (3°) darstellt. 


Wir können daher: 
aX7 +bX?+20X,X+2dX, +2eX+f=0, 
oY!+bY2+2cY,Y+2dY,+2eY+f=0 
setzen. Führen wir diese Werte in (3) ein, so erhalten wir die Relation: 


y’ er 
YlaY, teY+d) X,laX,+cX-+d)’ 








die in allgemeinster Weise durch die Annahme [162 
y’ 

YayY, FeY-{a 
x Ei 

Klakı, HeX+d) 





—= m = Const., 


— m = ÜConst. 





erfüllt wird. 
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Man findet daher alle Flächen, welche zweı Relationen 
von der Form: 


orX+qgX,=1, pY+qYı=1 

erfüllen, wenn man die beiden Gleichungen: 
aX7+bX2+2cX, X +2dX, +2eX+f/=0, 
aY:+bY2+2cY,Y+2dY, +2eY+f=0 


feststellt und darnach X und Yals Funktionen von x und y 
durch Integration von: 


a bg = 

Yayı Yigg ee an raare"T 
bestimmt. | 
Hiermit sind alle Flächen gefunden, die in mehrfacher 


Weise durch Translationsbewegung von ebenen Kurven er- 
zeugt werden. 


10. Beispiel 1. Laß uns: 
Amar yo }8 








m 


setzen. Dann wird: 


; 4a DB. 

RE ee 
und: 

1 

be X N , 

woraus: 
p=nite"'!, q=— nge”"?’ 

und schließlich: | [163 


2= zer’ + In. 
11. Beispiel 2. Sei: 
xiel nreh 


Dann wird: 

= .—n..Xon 
und: 

yany, X=ne, 
woraus: 





und durch Integration: 
nz = log(n?zy-+]). 
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12. Beispiel 3. Sei: 
DIENT Pr Tr -1. 





Dann wird: 
Le Re ER 
ze Se ee ar: 
woraus: 
eem& —] ee ezmy —]1 
X = ma’ VI nr 


Um die Rechnungen abzukürzen, setzen wir: 
X=sinf, X,=cosf, Y=sinp, Y,=cosp. 


Dann wird: 
dz  cosp—cosf dz snf—sin® 
da sin(—g9) ’ dy sin(/—p) 











und: 
BR cos — cosf 
df cosf sinf.cosp— cosf.sinp’ [164 
ER | sinf— sing 








dp sing sinf.cosp— cosf.sinp’ 
woraus, wie man leicht verifiziert, durch Integration: 


sin @.cosf 

cos?}(P —f) 
Führt man schließlich die Werte der Größen und f ein, so erhält man 
die Gleichung der Fläche in der Form: 


+ Const. 





— mz3 = log 


EeMET emMY 


Const. ="? — (1-+ eeme)(] + e2mv) + Demz(eemy _1)+ 2emv(eeme_.]) 





Diese Gleichung ist algebraisch hinsichtlich der Größen em®, emv, emz, 


13. In einer früheren Arbeit (Weitere Untersuchungen über Minimal- 
flächen, Archiv for Math. og Naturv. Bd. IV [hier Abh. XXV (1880), 
S. 414 ff.]) erledigte ich einen anderen speziellen Fall des allgemeinen 
Problems. Ich suchte nämlich partielle Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung von der Form: 


Herr tmie)stmmt=t, 
Er + (ent Nnsd)s + Nat > 0 


mit gemeinsamen Integralflächen, indem ich die Beschränkung hinzufügte, 
daß sowohl £,, 1, wie &,, 7, durch eine vorgelegte algebraische Gleichung 
zweiten Grades verknüpft waren. Ich fand, daß dann immer sowohl &,, 
Nj3, Wie &4, na einer gewissen anderen Gleichung zweiten Grades genügten. 


(8) 
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Diesen wichtigen Satz brauche ich indes für das Folgende nicht als 
bekannt vorauszusetzen. Dagegen betrachte ich im folgenden als [165 
bekannt, daß die Gleichungen (8) gemeinsame Integralflächen besitzen, 
wenn einerseits sowohl 7, &1, wie 73, & eine Gleichung zweiten Grades be- 
friedigen, und andererseits ns, &; und 74, &, eine gewisse andere Gleichung 
zweiten Grades erfüllen. Dieser Satz folgt übrigens durch einfache Be- 
trachtungen aus dem im Vorangehenden bewiesenen Satze, daß die 
Gleichungen: 

pr gl =t, Berg, —1 


gemeinsame Integralflächen besitzen, wenn X, eine lineare Funktion von 
X, und Y, eine gewisse andere lineare Funktion von Y ist. 


$2. Bestimmung aller Flächen, die in mehrfacher Weise 
durch Translation von gewundenen Kurven erzeugt werden. 


14. Jetzt ist es möglich, unser allgemeines Problem anzugreifen. Durch 
Differentiation der Gleichungen: 
Härrt+ mt m) + mnimt, 
dar + (En + FaNs)s + Nast = 0 


erhalten wir zur Bestimmung der Differentialquotienten dritter Ord- 
nung: x, ß, y, 6 vier Gleichungen, die durch Anwendung der Symbole: 


9) 


d d 
tm = A 
die Form: [166 
ds, e 
60 + (+ Em)B + Mmy + AspGa + Arge + 
dE, dn, 
+ AP + Ag =0, 


dE, dn, 
&,$ß 7 (din. + ENı)Y + N1NgÖ + Asp En E= 4297, e- 


d dns 
+ AıPp- + Ag . =D, 


3 dns 
Er + (Eat Fans) + N3Nay + Arp . ” Audzn + 


dE, 4 490, 


3 dns 
Eh + (Eat Eans)y + N3Nıd + Asp rn + Ayday - 


d d 
+ Asp + As — 0 


un. Asp, 


annehmen. 
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15. Ehe wir weiter gehen, müssen wir die Differentialquotienten von 
&,, 7, hinsichtlich x und y berechnen. Es ist: 


pt mal, 


also wird: 
de; 
































dE, ’ ’ 
3 Pramta=0 „PeramM+nm-=0; 
und: 
dE; dE, d£,; &r+ns A,p 
a Y sa — u a ae gr 2 167 
dz dp T dq p+ qm p+qam | 
de di, | di, | Setmt_ Ag 
dy dp dq p+qn; p+qnm’ 
und andererseits: | 
ae u in EHE Asa 
d ’dz p+tqam dy ’dy p+qan: 


Durch Einsetzung dieser Werte kommt: 


AT 4 „Art mAıd 








A 
+ (kN + Fm)ß + Nınay = Aıp 




















p+an SS Drum 
Sı$2ß + (Na + Faı)y + MıNad = At + Asq ed, 
0 + Em + Em + Many = Asp pe, 
ht (Ena+ Ean)y + Naad = Auge er + 44q el, 
Bezeichnen wir die Determinante der Koeffizienten &,&,...,n3na [168 


mit A!) und ihre dreigliedrigen Unterdeterminanten mit A,,, so wird: 


Aıp.A,1— A19:.A12 -4,P +m42q , AP -Arı — 439.41, Aıp+ aA, 














3 p-+ qm A p+qm 
+ #sP- As —A,9.Aıs AP FmAsg , Asp -Aıs—Asg.Arı Asp tr NaAsg 
A p+tqan A Pan :N 
N: a ann b Ard de Aden, 
= p+ qm A p+ qm 
ED AP FM AiG Asp Bra Ast Bas Asp + MiAsQ, 
= p+qns A p+ qm 





1) Man verifiziert leicht, daß A nur für developpable Integralflächen ver- 
schwindet (Archiv for Math. og Naturv., Bd. IV, S. 503—504 [hier Abh. XXV (1880), 
8. 435£.)). 
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16. Die Integrabilitätsbedingung: 
da dp 


dy :de 
liefert [jetzt] die Relation: [169 





es „| (4 ıP.Ayı — 419. A192) Aıq + 


Anna, 
+ (ArP-Agı — A1Q- Aa) Aıp!® IT + 





ae a a (dep. Ay — A2q- Ars) A2g + 
A 
+ (Asp. Ayı — Asg. A),p)2 ET N ._ a 











n3 
rospden. A,a — Asg. Ay) Asqg + h 
+ (Asp. Ay; — AsG: Ay) Asp}? TE a 
mp ldıp- Ays — 4,9. A149 + 
A.,p —p4A 
+ (Aup. Ass — As9- Ar) Aup! ar A . 7 
+y=(, 


wo y nach Einsetzung der Werte der Größen «, ß, y, ö nur von: 9,Q,r,s,t, 
&,, 7, und den n, abhängt. Eliminieren wir sodann r und s aus der letzten 
Gleichung vermöge (9), so fällt auch t weg. Endlich benutzen wir die 
vier Gleichungen: 


p&+qgm=]1 
zur Elimination von 9, q und zwei unter den Größen n,, &;- 


17. Erinnern wir uns, daß unsere Integrabilitätsbedingung erfüllt wird, 
wenn die n, arbiträre lineare Funktionen der entsprechenden £, sind, so 
erkennen wir, daß die Größe y identisch verschwinden muß. Wir können 
daher: 


4 


(10) Sek allen En) = 0 [170 


setzen, und es handelt sich um die Werte der Größen f,. 


Früher haben wir nun gesehen, daß unsere Relation erfüllt wird, wenn 
gleichzeitig: 


N% 


Au. "RER Be 
(p+gm®  (p+ ESFrrA ) ä 


CERTA. r ar] 3: 
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ist. Hieraus schließen wir, daß: 
h=h und h=f 


ist. Andererseits aber wissen wir, daß die Relation (10) ebenfalls durch 
die Annahme: 


,=0, md, 





n% ni A 
ee EA 


erfüllt wird, und also ist: f, = f,, sodaß unsere Bedingungsgleichung (10) 
die bemerkenswerte Form: 


x Ni in 
a) = p+m} 


annimmt. Ein analoges Raisonnement zeigt, daß auch die Relationen: 


daß dy dy _dö 


dy da’ dy de 
durch Ausführung die soeben gefundene einfache Form annehmen. 
18. Nach einem soeben von E. Holst (Archiv for Math. og Naturv. 
Bd. VII, Heft 1) publizierten schönen Satze wird die gefundene Be- 


dingungsgleichung erfüllt, wenn die beiden Größen n,, &,; eine von der 
Zahl © unabhängige algebraische Relation vierten Grades: 


amt +bre+tert.- -+intmi=n 


befriedigen, und nach einer kompletierenden Bemerkung von mir!) [171 


gibt es keine anderen Relationen, welche die Differentialgleichung (11) 
erfüllen. 





1) Sei [nämlich] überhaupt vorgelegt eine Relation von der Form: 


hy +hn, + +hm=9, 


in der die f, Funktionen von den n,, &, und 7, sind, während immer: 


Na al | 

Hal —0 

NeScl 
ist. Durch Differentiation findet man zwei unabhängige Relationen zwischen 
den 7, , drei unabhängige Relationen zwischen den n,®,..., und zuletzt n unab- 


hängige Relationen zwischen den n Größen 7,”*", die hiermit bestimmt sind. Das 
allgemeine Integral dieser Bsankielgleistungen, die nach ihrer Form kein singu- 
läres Integral besitzen, enthält also höchstens $n(n + 3) arbiträre Konstanten. 
Nun aber enthält die Gleichung einer ebenen algebraischen Kurve n-ter 
Ordnung $n(n + 3) wesentliche Konstanten. Also schließen wir, daß die von Holst 


gefundene allgemeine Eigenschaft der algebraischen Kurven n-ter Ordnung für diese 
Kurven charakteristisch ist. 
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Man findet daher alle Flächen, die in mehr als zwei 
Weisen durch Translation einer Kurve erzeugt werden,indem 
man zuerst eine beliebige irreduktible oder reduktible alge- 
braische Gleichung vierten Grades zwischen & und n, etwa: 


p(8, N) = 0 


auswählt. Sodann sucht man, indem man vorläufig & als eine 
Konstante betrachtet, die vier Wurzeln: 


fı(£); f2(&); ls (8), fa(£) 


der letzten Gleichung. Darnach setzt man: 


mn=h(&), m-lle), ns Tl), Nm Tele) 


und bildet die beiden partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung: 


dert Art Fm)s+ Mmntmt, 
&sdart+ (Eat Eans)s + Nanı=. 


In denselben betrachtet man die &,,n, als Funktionen [172 
von p und g, bestimmt durch die Gleichungen: 

p&+qm=1, mh. 
Alsdann haben unsere beiden partiellen Differentialglei- 
chungen oo* nicht developpable, ähnliche und gleichgestellte 
Integralflächen, die durch Quadratur bestimmt werden. 

19. Es liegt nun nahe, zu fragen, wie viele verschiedene Erzeugungen 
durch Translationsbewegung einer Kurve eine nicht developpable Fläche 
gestatten kann. 

Bei der Beantwortung dieser Frage müssen wir uns erinnern, daß die 
besprochenen Erzeugungen paarweise zusammengehören. Laß uns an- 
nehmen, daß eine Fläche durch Translation vonm Kurven ce: 1,695 : =», Cm 
und dementsprechend durch Translation von m Kurven k:k,,kz,... kn 
erzeugt wird. Nehmen wir nun zwei Kurven der ersten Gattung, etwa c, 
und c,, und zugleich die beiden entsprechenden Kurven der zweiten Gat- 
tung k,, k;, so sind alle Tangenten dieser vier Kurven parallel mit den 
(Geraden eines algebraischen Kegels vierter Ordnung. 

Sei dieser Kegel irreduktibel. Ist die Fläche gegeben, so bestimmt die 
Kurve c, den betreffenden Kegel, und also gleichzeitig nicht allein k,, 
sondern auch c, und k, vollständig. 

Ist dagegen der Kegel reduktibel, so sind mehrere Fälle denkbar. Zer- 
fällt der Kegel in einen Kegel dritter Ordnung und eine Ebene, so ist eine 


x 
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und nur eine unter den vier Kurven c,, c;, k,, k,, etwa c,, eben, während 
die Tangenten der drei anderen Kurven mit den Geraden des Kegels dritter 
Ordnung parallel sind. Denkt man sich nun die Fläche und die Kurve c, 
gegeben, so ist zuerst die Kurvenschar %k, eindeutig bestimmt, und 
hiernach sind auch die beiden Scharen c, und k, unzweideutig bestimmt. 

Laß uns jetzt annehmen, daß der Kegel vierter Ordnung in zwei Kegel 
zweiter Ordnung zerfällt; dann sind zwei wesentlich verschiedene Fälle 
denkbar. 

Sind die Tangenten der Kurven c, und k, nicht mit den Erzeugenden 
desselben unter den beiden Kegeln zweiter Ordnung parallel, so sind, [173 
wenn wir uns fortwährend die Fläche als gegeben denken, die Scharen c, 
und k, unzweideutig bestimmt, wenn c, und infolgedessen k, gegeben sind. 

Sind dagegen die Tangenten der Kurven ce; und k,; mit den Erzeugenden 
eines gemeinsamen Kegels zweiter Ordnung parallel, so sind e, und k, nicht 
ohne weiteres bestimmt. Die dieser Annahme entsprechenden Flächen kön- 
nen, wie ich früher (Weitere Untersuchungen über Minimalflächen, Archiv 
for Math. Bd. IV [hier Abh. XXV (1880), S. 414]) gezeigt habe, in unend- 
lich vielen Weisen durch Translationsbewegung einer Kurve erzeugt werden. 

Zerfällt der Kegel vierter Ordnung in einen irreduktiblen Kegel zwei- 
ten Grades und zwei Ebenen, so sind wiederum zwei Fälle denkbar. Sind 
c,; und c, eben, so bestimmt c, zuerst k,, darnach k, und endlich c, unzwei- 
deutig. Sind dagegen c, und k, eben, so gehört die Fläche zu denjenigen, 
die unendlich viele Translationserzeugungen gestatten. 

Zerfällt endlich der Kegel vierter Ordnung in vier Ebenen, so gestat- 
tet dıe Fläche wiederum unendlich viele Translationserzeugungen. 

20. Wir resumieren das Obenstehende in folgendem Schema: 

1. Die Tangenten der Kurven c,,k,,c, und k, sind 
parallel mit den Erzeugenden eines irreduktiblen 
Kegels vierter Ordnung. 

2. Die eine Kurve ist eben, die Tangenten der drei 
Flächen mit | übrigen sind parallel mit den Erzeugenden eines ir- 
vier und nur | reduktiblen Kegels dritter Ordnung. 


vier Transla- | 3. Die Tangenten der Kurven c, und c, sind parallel 
tionserzeugun- | mit den Erzeugenden eines gemeinsamen Kegels zweiten 
gen. Grades. Die Kurven k, und k, stehen in demselben 


Verhältnisse zu einem anderen Kegel zweiten Grades. 

4. c, und c, sind eben. Die Tangenten der Kurven k, 
und k, sind parallel mit den Erzeugenden eines Kegels 
zweiten Grades. 





en 
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= 5. Die Tangenten der Kurven c, und k, sind [174 
Flächen mit BR 
lich parallel mit den Erzeugenden eines irreduktiblen Kegels 
aa ” zweiten Grades, während c, und k, in demselben Verhält- 
vielen Trans- 
nisse zu einem anderen Kegel zweiten Grades stehen. 
lationserzeu- l ; 
gungen.}) 6. Die Kurven c,, kı, Ca, k, sind eben und liegen dabei 





in Ebenen, die mit einer gewissen Geraden parallel sind. 


Es ist übrigens selbstverständlich, daß die projektivische Einteilung 
der algebraischen Kegel (ebenen Kurven) vierter Ordnung eine natur- 


gemäße Klassifikation aller Flächen mit mehr als zwei Translations- 
erzeugungen liefert.?) 


$ 3. Über Flächen mit mehreren Scharen Kurven, die hinsichtlich 
eines Tetraeders homographische Verwandte sind. 


21. Die in dieser Note erledigte Frage gibt sozusagen unmittelbar die 
Antwort auf eine andere interessante Frage, wie ich übrigens schon in 


meiner früher zitierten Note: Kurzes Resume [d. Ausg. Bd. III, Abh. I] 
angedeutet habe. 


Laß mich annehmen, daß die Fläche: 


f(z, Y, 2) —0 
durch Translation einer Kurve: 
FE, HD EH SV | [175 


erzeugt werden kann. Analytisch ausgesprochen heißt dies, daß die Fläche: 


f(x, y, 2) = 0 einfach unendlich viele Kurven enthält, deren Gleichungen 
die Form: 


fe+a,y+b,.+0)=0, oleta,y+b,2+c0=0 


besitzen; dabei sind die Konstanten b und c gewisse Funktionen der 
Konstanten a: 


b=b(a), c= cha): 





1) Schon 1872 (Kurzes Resume usw.) kündigte ich an, daß ich alle Flächen 
mit unendlich vielen Translationserzeugungen bestimmt hatte. Voß schrieb mir 
neuerdings, daß eine Fläche mit mehr als vier immer unendlich viele Translations- 
erzeugungen besitzt; es war ihm indes nicht gelungen, Flächen mit nur vier Trans- 
lationserzeugungen wirklich aufzufinden. Als Antwort teilte ich ihm die definitive 
Theorie des Textes mit. 

2) Wenn der im Vorangehenden besprochene Kegel vierter Ordnung eine lineare 
infinitesimale Transformation gestattet (welche die Erzeugenden unter sich ver- 
tauscht), so ist dasselbe der Fall mit den entsprechenden Flächen. 
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Jetzt führe ich statt x, y, z neue Variabeln x’, y’, 2’ ein, indem ıch: 
k=logt, y=logy, 2= logz' 
setze. Dann enthält die Fläche: 
(12) f(log x’, log y’, log 2’) = 0 
unendlich viele Kurven mit der Gleichungsform: 


floge’+a,logy’ +b, log! +c)=d, 


3 
en | o(logx’+a,logy’ +b, log! +c)=0. 


Ersetzen wir die Parameter a, b, c durch a, ß, y: 
= laa,:Ddelog ff, = Ir, 
so erhalten die Gleichungen (13) die Form: 


fllog ax’, log By’, logyz’)=0, 
o(log ax’, log By’, log yz’) =, 


welche zeigt, daß die Fläche (12) unendlich viele Kurven enthält, die 
homographische Verwandte sind hinsichtlich desjenigen Tetraeders, 
dessen Seitenflächen die Ebenen: © =0, y =0, :’=0 und dıe unend- 
lich entfernte Ebene sind. 

Es ist daher möglich, alle Flächen anzugeben, welche 
mehrere Scharen Kurven enthalten, die hinsichtlich [176 
eines nicht ausgearteten Tetraeders homographische Ver- 
wandte sind.t) 

Dieser Satz bleibt übrigens noch gültig, wenn man die Worte ‚nicht 
ausgearteten‘‘ wegläßt. 

Unter den Flächen, die man in dieser Weise erhält, gibt es mehrere 
algebraische, unter denen ich bei dieser Gelegenheit nur die tetraedral- 
symmetrischen und deren Ausartungen hervorhebe. 


22. Die Theorien dieser Note können auf n Dimensionen ausgedehnt 
werden. Hier beschränke ich mich indes auf die folgenden Andeutungen: 
Eine lineare Gleichung zwischen den Größen: e", e®,...,e’*: 


Ant Ast t + Act Ansı 


bestimmt in dem n-fach ausgedehnten Raume: &,,..., x, eine (n —1)- 





1) Bei der detaillierten Ausführung der Entwickelungen des Textes muß man 
sich erinnern, daß jede Zylinderfläche in beliebig vielen Weisen durch Translations- 
bewegung einer Kurve erzeugt werden kann. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 30 


466 XXVII. Flächen, erzeugt durch Translation von Kurven. Arch. VII, 1882 


fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, die in mehrfach unendlich vielen 
Weisen durch Translation von einfach, zweifach, ..., (n — 2)-fach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeiten erzeugt werden kann. 

Kann eine zweifach ausgedehnte Fläche eines n-fach ausgedehnten 
Raumes ın mehr als zweı Weisen durch Translation einer Kurve erzeugt 
werden, so liegt sie immer in einem dreifach ausgedehnten ebenen 
Raume. Ähnliche Sätze bestehen für m-fach ausgedehnte Flächen eines 
(m + p)-fach ausgedehnten Raumes. 


XXVIIa. 
Selbstanzeige von XXVII. 


F.d.M. Bd. XIV, Jahrg. 1882, S. 642—643. Berlin 1885. 


Der Verfasser beschäftigte sich schon in mehreren früheren [642 
Abhandlungen gelegentlich (Christiania Forhandlinger 1872; Lie Archiv 
IV,s.F.d.M. XI, 1879, 5.586f.; Clebsch, Annalen XIV, s.F.d.M. XI, 
1879, 5. 587)) mit Flächen, die durch Translationsbewegung einer Raum- 
kurve c erzeugt werden, welche somit durch Gleichungen von der Form: 


=fhl)+ Yılk), Yyafslo)+ Pelk), 2=fs(c) + 95(k) 
darstellbar sind. 

Eine erste evidente Eigenschaft dieser Flächen, denen Voß (Klein 
Annalen XIX, 1—26, s. F.d.M. XIII, 1881, S. 562) den Namen Trans- 
lationsflächen beigelegt hat, ist, daß sie außer der schon besprochenen 
Erzeugung immer eine zweite derartige Erzeugung durch Trans- |643 
lation einer Kurve k gestatten. Die vorliegende Note erledigt die schwie- 
rige Frage nach allen Flächen, die in mehr als zwei Weisen durch Trans- 
lation einer Kurve erzeugt werden können. 

Dieses Problem ist deswegen bemerkenswert, weil es einen über- 
raschenden Zusammenhang mit der allgemeinen Theorie der algebraischen 
ebenen Kurven (Kegel) vierter Ordnung darbietet. Gestattet nämlich 
eine Fläche nicht allein Translationserzeugungen durch zwei Kurven c, 
und k,, sondern zugleich derartige Erzeugungen durch zwei weitere 
Kurven c, und k,, so befriedigen die Tangenten dieser vier Raumkurven 
immer eine gemeinsame algebraische Relation vierten Grades: 

T 
la a) 0 





1) [D. Ausg. Bd. III, Abh. I; XXIII, XXIIla; Bd. I, Abh. XXV, XXVa; 
Bd. II, Abh. II, Ila.] 
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und dabei kann F, eine beliebige irreduktible oder reduktible ganze 
Funktion vierter Ordnung von zwei Argumenten bezeichnen. 

Wählt man die in F, eingehenden arbiträren Konstanten in be- 
stimmter Weise, und zwar so, daß F, = 0 entweder eine irreduktible Re- 
lation darstellt, oder in eine Gleichung dritten Grades und eine ersten 
Grades zerfällt, so gibt es immer eine ganz bestimmte transzendente 
Fläche, die unserer Wahl entspricht. Zerfällt F, = 0 in zwei irreduktible 
Gleichungen zweiten Grades, so gibt es zwei zugehörige Flächen: die eine 
entspricht der Annahme, daß c, und c, die eine Gleichung, k, und k, 
die zweite erfüllen; die zweite Fläche entspricht der Annahme, daß c, 
und k, die eine, c, und k, die zweite Gleichung erfüllen. Dieser letzte 
Unterfall liefert die von Scherk (Crelle XIII, 8.185) entdeckte Mini- 
malfläche mit oo! Translationserzeugungen, zusammen mit ihren projek- 
tivischen Verallgemeinerungen und Ausartungen. L. 


30* 


XXVIl. 


Bestimmung des Bogenelements aller Flächen, [4 
deren geodätische Kreise eine infinitesimale 
Berührungstransformation gestatten. 


Von Sophus Lie. 


Archiv for Math. Bd. IX, Heft1, S. 40—61, Kristiania 1884. Gedruckt 12.1 und 
24.1. 84. 


In früheren Abhandlungen!) bestimmte ich alle Flächen, die eine 
infinitesimale Punkttransformation in sich gestatten?), vermöge deren 
die geodätischen Kurven der Fläche unter sich vertauscht werden. 

Es ist leicht einzusehen, daß jede Fläche unbegrenzt viele (endliche 
wie infinitesimale) Berührungstransformationen in sich zugibt, ver- 
möge deren die betreffenden geodätischen Kurven unter sich permutiert 
werden. Bestimmt nämlich die Gleichung: 


2le,y,0,b)=0 


zwischen den Gaußischen Koordinaten x, y einer beliebigen Fläche und 
den beiden Parametern a, b die geodätischen Kurven unserer Fläche, [41 
so liefern zwei Gleichungen von der Form: 


a=Fla,,b,); b=f(a,,b); 





1) Klassifikation der Flächen etc. Universitätsprogramm. Christiania 1879 
[Hier Abh. XXIV, S.858ff.]; Math. Annalen Bd. XX, S. 357. [D. Ausg. Bd. II, 
Abh. IV (1882).] 

2) Werden die geodätischen Kurven einer Fläche bestimmt durch die Re- 
lation: 

22, 4,4b)=0 


zwischen den Gaußischen Koordinaten x, y und den Parametern a, b, so werden diese 
Kurven unter sich vertauscht durch die Transformation: 
s=X(e,y) y=Yd(e‘, y) 
dann und nur dann, wenn auch die Gleichung: 
2X, Y a, b)=0 


unsere geodätischen Kurven darstellt. 
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wie ich hier nicht näher auszuführen brauche, immer eine Berührungs- 
transformation von der verlangten Art; und dabei ıst klar, daß die Form 
der Relation: @ = 0 in unbegrenzt vielen Weisen geändert werden kann. 

Betrachtet man dagegen alle dreifach unendlich vielen geodätischen 
Kreise!) einer Fläche, so ist leicht einzusehen, daß es im allgemeinen 
keine infinitesimale Berührungstransformation gibt, welche diese Kreise 
unter sich vertauscht. In dieser Abhandlung gebe ich eine vollständige 
Erledigung der anscheinend schwierigen Frage nach der all- 
gemeinsten Form des Bogenelements einer Fläche, deren geo- 
dätische Kreiseeineinfinitesimale Berührungstransformation 
gestatten. 

Unter den verschiedenen Resultaten, die ich in dieser Weise erreiche, 
mögen hier nur die folgenden hervorgehoben werden: 

1. Die Flächen konstanter Krümmung sind die einzigen, 
deren geodätische Kreise sich durch eine Relation von der 
Form: 

eat Wet 
darstellen lassen.?) 

Dieser Satz ist, wie man sieht, analog dem schönen Beltramischen 
Satze, daß die Flächen konstanter Krümmung die einzigen sind, deren 
geodätische Linien durch eine lineare Gleichung: 


ac+by+c=0 
darstellbar sind. 

2. Die geodätischen Kreise einer Fläche gestatten ent- [42 
weder zehn, oder zwei, oder eine, oder gar keine infinitesi- 
male Berührungstransformation. 

Dieser Satz ist analog einem von mir aufgestellten Satze über geo- 
dätische Linien. 

3. Es gibt einige auf gewisse Rotationsflächen abwickel- 
bare Flächen, deren geodätische Kreise zwei infinitesimale 
und konforme Transformationen gestatten, unter denen 





1) Geodätischen Kreis nenne ich jede auf einer Fläche gelegene Kurve, deren 
geodätische Krümmung konstanten Wert besitzt. 

2) Der Satz des Textes läßt sich folgendermaßen aussprechen: Kann die 
Differentialgleichung der geodätischen Kreise durch eine beliebige 
Berührungstransformation die Form: 


ay 


ae 


erhalten, so hat die Fläche konstante Krümmung. 
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eine und nur eine gleichzeitig die geodätischen Linien 
unter sich vertauscht. 


4.Nur auf den Flächen konstanter Krümmung läßt ein 
geodätischer Kreis, das heißt, eine Kurve mit konstanter 
geodätischer Krümmung, sich zugleich definieren als Ort 
aller Punkte mit konstanter geodätischer Distanz von 
einem festen Punkte. 


Ich vermute im übrigen, daß dieser letzte Satz längst bekannt ist. 


$1. Analytische Formulierung des Problems. 


In diesem Paragraphen formuliere ich das angekündigte Problem 
analytisch. 


Ich denke mir das Bogenelement einer Fläche auf die Form: 
ds®=zdıdy 


gebracht, und bestimme zuerst diejenige Differentialgleichung dritter 
Ordnung: 


y"=f&,yy',y"), 


deren Integrale Kurven auf unserer Fläche darstellen, die konstante geo- 
dätische Krümmung besitzen. Darnach bilde ich die allgemeinen De- 
finitionsgleichungen einer infinitesimalen Berührungstransformation ın 
den Variabeln x, y, y', und endlich verlange ich, daß eine solche Trans- 
formation die soeben besprochene Differentialgleichung dritter Ordnung 
invariant läßt. 


1. Geodätische Krümmung einer auf einer gegebenen Fläche [43 
gelegenen Kurve ce nennt man bekanntlich das Grenzverhältnis zwischen 
dem Winkel (e) zweier benachbarter geodätischer Tangenten (g,g’) und 
der Distanz ds der beiden betreffenden Berührungspunkte. 


Man erkennt leicht vermöge der bekannten Laguerreschen Formel, 
daß e den Wert: 








r dy' 

I j0g A gs 
2% ; d,y' 
Y male 


besitzt, wenn: 


Yy, y+ras®H und: y+dsal 
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die Werte der Größe dy: dx im Berührungspunkte zwischen e und g und 
in zwei benachbarten Punkten dieser beiden Kurven bezeichnen. Der 
Wert der geodätischen Krümmung wird hiernach: 


ds ds 








BE (@ y' a d, ) Er 1 (@ y er, 
iy de de 


2iy’Yy'Vz 


Nun aber ist: 








diy (v&- 22a) dıy’ 


nach Gauß die Differentialgleichung der geodätischen Linien. Daher 
wird: 
TE LEE RIIT vale 
ER FR ei 2 I en 








der Ausdruck der geodätischen Krümmung und infolgedessen: 


‚2 di 


ER vn 
(y a a TE 7) > Const. 








1 —— 
wm y'yy'Ve 
die Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Integralkurven eine 
gegebene konstante geodätische Krümmung besitzen. 


Durch Differentiation findet man die entsprechende Differen- 
tialgleichung dritter Ordnung. Um die Formeln zu vereinfachen [44 
setzen wir: 





dann erhält (1) die Form: 
Ss 2 N 2 
Zy ?2y"+2y 2P—2y'?Q = Const. 


und die Differentialgleichung dritter Ordnung der geo- 
dätischen Kreise wird hiernach die folgende: 


(2) F=y"—3y'yr 425 y 2 y°-0. 
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Diese Gleichung erhält durch die Substitution: 


die bemerkenswerte Form: 
(3) | u —-Zu+zur=0. 
2. Eine Transformation: 
= X, yY) n-YayYy), Yı= ll yYy) 


heißt nach mir eine Berührungstransformation, wenn eine Relation von 


der Form: 
dY— UdX=TV Ks, y, y)(dy — y'dx) 


identisch besteht. Dementsprechend nenne ich eine ıinfinitesimale Trans- 


formation: 
öoc= Ela, y,y)di, öyeandt, yo 


eine Berührungstransformation, wenn der Ausdruck: 

ö ‚ ‚ 

„,(dy — yda) =dn— de — yds [45 
durch Ausführung die Form: 


Vo y y)(dy— y’da) 
annimmt. 
Eine infinitesimale Berührungstransformation besitzt nach meinen 


alten Untersuchungen die Form: 


un öy=(- ya, +W)st, 





öt= 
(4) EFEW: daW 
irn were 
wo W eine arbiträre Funktion von x, y, y’ bezeichnet. Daß wirklich alle 
infinitesimalen Transformationen von dieser Form Berührungstrans- 
formationen sind, beruht darauf, daß der Ausdruck: 
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durch ui, und Wegwerfung der sich aufhebenden Glieder die 
Form: 

7, dy — y'da) 
annimmt. 

3. Verlangen wir jetzt, daß eine infinitesimale Berührungstransfor- 
mation (4) die Gleichung (2) invariant lassen soll, so müssen wir zunächst 
die der Transformation entsprechenden Inkremente öy’’ und öy' be- 
rechnen und darnach verlangen, daß die Gleichung: 





6) d u Hp + +, „y+5 1000 


vermöge: F = 0 identisch besteht. 
Zur Berechnung von öy” bilden wir die Gleichung: [46 


öldy’ — y"ds)=0=döy’ — y"dör— öy’dz, 














woraus: 
„__ döy'— y’döz 
öy BE dz ’ 
oder: | 
‚dW dW dW 
yet tee), ar at 
de ee 
oder endlich: 
28 ee \ W ; 
u ar re na (+? Bart any )+ 


deW d2eW 
+ + 2a + =y rs + MY rP. 








Wünschen wir andererseits öy’’ zu berechnen, so bilden wir die 
Gleichung: 


öldy" — y"’da)=0=döy’ — y" ddr —Ööy' de, 


woraus: 





m döy” — y"döx 
u dz i 
und durch Ausführung: 





öy" = By A Ta ty +hy" +h, 


wo die Größen fa, fg, fı, f, die nur von x, y, y' abhängen, bis auf weiteres 
nicht berechnet zu werden brauchen. 
Die hiermit gefundenen Werte der Inkremente öx, öy, öy', öy”, öy'” 
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tragen wir in (5) ein und verlangen hernach, daß die hervorgehende Re- 
lation: 





[77 [ZZ d:W [723 [73 dW „ [73 | 
sy" y dyırY fs+y "ya thy "+ fıy”" +f-— 


Bey (y” = 


+ (By ’y + e 6,y°) vT + re) = 





Ww Z 
yat ray" +9) + [47 


vermöge: F = Oidentisch besteht. Hierdurch erhalten wir als analytische 
Formulierung unseres Problems eine Reihe Bedingungsgleichungen, die 
wir im nächsten Paragraphen bilden und diskutieren werden. 


$ 2. Zerlegung des Problems. 


In diesem Paragraphen zeigen wir, daß die unbekannte Funktion W, 
deren allgemeinste Bestimmung unser Ziel bildet, die Form: 


W=22(e, yYy — &(e, y)y +n(e, y) 


besitzt; darnach beweisen wir, daß & nur von &, n nur von y abhängt; 
wir zeigen ferner, daß die Größe 2 nur auf den Flächen konstanter 
Krümmung von Null verschieden sein kann. Zur näheren Bestimmung 
von 2(z, y), &(xz) und n(y) in den verschiedenen Fällen stellen wir die 
notwendigen Relationen auf, deren vollständige Diskussion im nächsten 
Paragraphen geliefert wird. 


4. In der letzten Gleichung des vorangehenden Paragraphen müssen 
wir die Substitution: 
ZZ ‚ı 7) R ’ 5 N 
ee % DE Me u rn ae 


machen und darnach verlangen, daß die hervorgehende Relation, welche 
die Form: 


Ay”3+ By”? + Cy’+D=0 
besitzt, identisch besteht, daß also A, B, C und D sämtlich ver- [48 
schwinden. 


Vorläufig bilden wir nur die Gleichung: 4=0, das heißt die Relation: 


‚ıd2W a: 
3Y ai ten 
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welche zeigt, daß W wirklich die Form: 


(6) W=29(, yVYy — Ele, y)y +n(e, y) 


besitzt, wie oben angekündigt wurde. Das hiermit erhaltene Resultat 
gestattet eine bemerkenswerte geometrische Interpretation, wie wir in 
Nummer 9 zeigen werden. 


5. Indem wir jetzt weitergehen, ersetzen wir die Größen y’, y”, y" 
wie früher angedeutet, durch: 


sodaß die zer der geodätischen Kreise die Form: 
[OR zo un zo 


annımmt. Sodann berechnen wir die Inkremente: öx, 6%, öw, 6@,, 6w, bei 
unserer infinitesimalen Transformation. 











Es ıst: 
ö dW = 
rn = —- Ay ?+:=—-2o+8, 
ö 
»=-y7,+W=9y!+n=Qo1+, 
a ea A: an. de. de _ 
Eu man arme). 


Zur Berechnung von dw, bilden wir die Gleichung: 


> (do— o.da)=0, 
welche gibt: 
60, _ döw— w,dör 








und durch Ausführung: 
hit SE a ra 
— 0 (3 170° + 17) 410° ar, 


Zur Berechnung endlich von dw, bilden wir die Gleichung: 


N (dw, — wde) = 0, 
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welche gibt: 
do, _ döw — ,dör 


öt dz 





und durch Ausführung: 








0 _ E d2 _, d? 
5 3010,02 27,9 0, +30 (- 05, +0 dp 











Die gefundenen Werte substituieren wir in die Gleichung: [50 


ö6W, + (-5-3z0)80 + 
== 


ß R 
und ersetzen hiernach ®, durch: ZPO Z 0°; 


Die hervorgehende Relation, die identisch bestehen soll, besitzt die 


Form: 
(7) Lo +Mwo+N=0, 


wobei L, M und N nur von &, y und » abhängen. Also verschwinden Z, 
M und N identisch. Nun ist: 


Dan ei DA sn. 
L= dy 37, 0-0; 
und also muß sein: 
dt: dn 
dy Ö; ee 


sodaß die gesuchte Größe W die Form: 


22 (2, y)Yy — y Ela) +n(y) 
besitzt. 


$ 2; Nr. 5, 6. Nähere Bestimmung der Funktion W ATT 


6. Zur näheren Bestimmung der drei unbekannten Funktionen 
2x, y), &(x) und n(y) bilden wir die Gleichung (7): 











(30,2 + 20-15) (Fo-z0") +30] (— oE5 -- 0) E= 
(at t)ee ze re tet 
-(E+slo)|- 2-0 +3.) [51 


gIOQR „EN gAR_, 
dyZ daı?dy dyZ « 
gdRT ER N 
d«Z dzdy: Bun: 
d?’Q T d2 as 
Tptrzut"ngz 
d?Q2 Rd2 dR 
Derzatarnn) 
| dR dR „de Bde 
—dgaZ Nayzttam "Zi 
dA AT 20 Tan __ 
az tayz Hat za 


Ist nun 2 verschieden von Null, so erhalten wir die folgenden Re- 


lationen: 
142 14@Z 1 d:2 1@Z 
Das Zu (8); Da Zain Y); 


EX ler or  yy’oig” 49-0, 8 





die wır zunächst diskutieren werden. 


Statt x und y führen wir neue Variable x,, y, ein; dann wird: 





dxd dz,d 
ds: — = ie 
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und, wenn wir die Differentialquotienten von & hinsichtlich x, und von y 
hinsichtlich y, mit x’ und y’ bezeichnen: 


ER ei 
Z=227 By, 


1 d2Z, A 2) ‚3 ‚4 rn 
a Kettatle u 
1 @Z : EEE RL 
are), 


wo x, und y, immer derart gewählt werden können, daß die rechten Seiten 
gleich Null werden. Wir können daher ohne Beschränkung setzen: 


Also wird: 
Z=axy+ba+cy+d, 


2Q=Axy+Bx+Cy+D, 
Ee=- +02 +0, n=ßy? + Bıy+P- 


Der gefundene Wert von Z zeigt, daß 2 nur auf den Flächen kon- 
stanter Krümmung von Null verschieden sein kann. 

Die geodätischen Kreise der Flächen konstanter Krüm- 
mung sind dargestellt durch die Gleichung: 


y—lyayr=0=(y}) 


mit zehn unabhängigen infinitesimalen Berührungstrans- [53 
formationen von der Form: 


(Axy + Be +0Cy+D)Yy — (a0? + 012 + 0)y' + Bey? + Bıy + B. 
Die endliche Gleichung dieser geodätischen Kreise: 
y=(ar+b)-!+c 


erhält bekanntlich durch passende Koordinatenwahl die 
Form: 


Bear PrR, 


Wir erhalten zugleich den folgenden a priori nicht evidenten Satz: 
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Gestatten die geodätischen Kreise einer Fläche mit nicht 
konstantem Krümmungsmaße eine infinitesimale Berüh- 
rungstransformation, so ist diese Transformation immer 
eine Punkttransformation, und zwar eine konforme Punkt- 
transformation. 


Im folgenden Paragraphen werden wir den Fall: 2=0 eingehend 
diskutieren. 


$ 3. Allgemeine Erledigung des Problems. 


7. Im vorangehenden Paragraphen gaben wir die Bestimmung der 
Größe: 


W=22(&,y)VYy — &(e,y)y + nl, y) 


für den Fall 220. Es bleibt übrig, den interessanten Fall: @=0 er- 
schöpfend zu diskutieren. 


Dann sind & und n bestimmt durch die Relationen: 





( dE d 
nn nn E=£&(a), n=n(y), 
x = ER dR 5 ee 72:0 
(7%) gran 287-0 
gs e:£ m ne 
er var Tr Gr 


Ist sowohl & wie n verschieden von Null, so ist es immer möglich, 
eine solche Funktion von x als neues x und eine solche Funktion von y 
als neues y einzuführen, daß: 


wird. Dann ist Z bestimmt durch: 


ERGO a 
aztmz I aztyz 

woraus: 

a7 

hessen yZ, 

8 
(8) an! 2 

dy P(2 — y) 


Es handelt sich darum, die allgemeinste Lösung Z der beiden letzten 
Gleichungen zu bestimmen. 
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Setzen wir: 
Z=e®r, 


so nehmen die Gleichungen (8) die Form an: 











d?® 'd®D\? 
ai + la) te y. 
d?® d®\? 
dy u & (7) = pl —yY). 
Also wird: 
d’® d>® d®D /(d:® d:® } 
Zt may Fan aaa) 
d’® d?® d® /dD d?® 
tar 
woraus: [55 
d:® d:® ea, 
de: " dxdy Yı)er*®, 
uk d’® d:® 
% 2» 
Aus (9) folgt andererseits: 
ee pP aD __;: 
an dady ' "dedady ? 
Zu Be LA» ARME 
dedy: dydady 7 
und: 
> dı® d® d’® d® \? r 
Er ee 
d!® d® d’® dd \? = 
da?dy? = 2 u dade a BE 


und durch Subtraktion: 


es 29 „EM 
dzdedy Tee 


woraus durch Benutzung von (11): 
d® 7 d® I „ [77 
er eu u 


Erinnert man sich endlich, daß f und @ Funktionen von 2 — y sind, 
so folgt: | 


$3; Nr. 7. Der Fall: Q=0 481 
und durch Kombination mit (10): 


(12) ur 0. 


Setzen wir nun voraus, daß sowohl X, wie f' von Null verschieden 
ist, so folgt: 
#8 


Kr == Yy =m= Const. [56 


und, wenn m nicht verschwindet: 


BER Lies MEmt; 
und also (10): 


d2® d?2& er RAT 
FETTE, 
d?2® 28 RED? 
dady "de Le"*e i 

woraus: 
d = d “ 


oder durch Er : 
2 Lem 2° — 2Memı 2? = +m(Menv — Lei =D, 


Die hiermit gefundene lineare partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung zeigt, daß ® die Form: 
D=im(z + y) + II(Merme+ Lezmr) = im(@+ y)+ II(o) 


besitzt. 

Zur näheren Bestimmung von /7 substituieren wir den gefundenen 
Wert von ® in die erste Gleichung (9). Dies gibt, wenn wir m = 1 setzen, 
eine Relation von der Form: 


e-( "+ I 9=-Ule—y), 





woraus: 
dU daU [ZZ ! [23 [20 ’ 
EFT HAN" + HN) 
und: | ö 
dt" + 17%) de 
DEE Tr N 
und durch Integration: [57 
H’+-D2°=60"3, 
oder: 


EN se —2 I 
53 —(e ) Co’?e 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen, Bd. I 31 
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woraus: 
ER 422 
e"= Ao® +Bo? „, 


wo A, B und e Konstanten bezeichnen. Also wird: 
1 T € — € 
zer ar 3+ + Bo? ); 
o= Me-*+ Le. 


Da der gefundene Wert von Z hinsichtlich x und y symmetrisch 
ist, so erfüllt derselbe auch die letzte Gleichung (9). Setzen wir: 


Meter, Eure, 


so erhält das Bogenelement die Form: 


Const. dx, dy, 


ds’ = 14 1.278 23 
[4 (&ı + 9)? ; + Ba + u] 





sodaß unsere Fläche auf eine Rotationsfläche abwickelbar ist. Sıe hat 
nur dann konstante Krümmung, wenn: 


e= +} 
ist. 
Die geodätischen Kreise der gefundenen Fläche gestatten zwei in- 
finitesimale und konforme Transformationen und zwar (mit Anwendung 
meiner gewöhnlichen Terminologie) die beiden: 


pP —M und — 9+ yyı)=Pptq4- 


Man kann sich die Frage stellen, ob insbesondere auch die Schar der 
geodätischen Linien unsere Transformationen gestattet. Substituieren |58 
wir in die hierzu erforderliche Relation (Math. Ann. Bd. XX, 5.369 
[Bd. II d. Ausg., Abh. IV, $2, Nr.7]): 


— 2logZ) d(—2logZ) _ 
tn de == +n rn — (onst. 








die Werte: &=1, n=—.1, so kommt eine Identität. Substituieren wir 
dagegen die Werte: &=2, n = y, so kommt die Gleichung: 


ag AHIAC+ W + a-oBe+ nm" 


er ae — Const., 
Alc+y? +B(@+y)} 
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die nur dann erfüllt wird, wenn eine unter den Größen: 


(13) A,B,i3+e&,3-e 
verschwindet. | 


Ist: 4+ .)(4 —e)=0, so hat unsere Fläche konstante Krümmung. 
Ist andererseits: AB=0, so erhalten wir (Math. Ann. Bd. XX, 8.389 
[a.a. ©. $5, Nr. 18]) die von mir früher betrachteten Flächen!), deren 
geodätische Linien zwei konforme und infinitesimale Transformationen 
gestatten. Sind endlich alle vier Größen (13) verschieden von Null, so 
erhalten wir eine, wie es scheint, neue Kategorie Flächen, deren geo- 
dätische Kreise zwei konforme infinitesimale Transformationen gestatten, 
und welche auf gewisse Rotationsflächen abwickelbar sind. 


Hiermit ist die Annahme erledigt, daß in (12) die Größe X, . f' nicht 
verschwindet. Ist dagegen: X} = 0, so verschwindet auch Y,. go’. Laß uns 
zunächst die Annahme: X, = Y, = 0 erledigen. 


In diesem Falle wird: 


d® dd 
ez + dy FE Const., 


D=azs+ 1x — y); 


= et RE); [59 
wir treffen somit hier diejenigen Flächen, die auf Flächen abwickelbar 
sind, die eine infinitesimale Ähnlichkeitstransformation gestatten, und 
welche Dini, Levy und ich untersucht haben. 


Sei endlich: X} = o’ = 0. Dann wird (10): 
dd d® 
+ =X@), 
N en 


Unsere jetzige Annahme führt daher nur auf developpable 
Flächen. 


8. Jetzt steht nur noch die Frage zurück, ob die geodätischen Kreise 
der Fläche: 


Io: 


(14) Z=Alct+y" + B(ia+y) 





1) Diese Flächen ließen sich definieren als Zentraflächen von Flächen, deren 
Hauptkrümmungshalbmesser in konstantem Verhältnisse stehen. 


31* 
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noch mehr konforme und infinitesimale Transformationen als die beiden: 


P—g, pt yq 


gestatten können. Ist dies möglich, so können wir nach mir annehmen, 
daß die gesuchte dritte infinitesimale Transformation die Form: xp —y?q 
besitzt. Substituieren wir die Werte: &= x, n=— y?, und den oben- 
stehenden Wert der Größe Z ın (7*), so erhalten wir die Relationen: 


(e+ He -H-da + Y+2e +) W)=0, 
(e+Hdle -HI-4ya +) —2c+ N) —)}-0, 
die nur dann bestehen können, wenn: 
(e+De-9=0, 
das heißt, wenn die Fläche konstante Krümmung besitzt. 


Wir fassen die erhaltenen Resultate in folgendem Satze zusammen: 


Gestatten die geodätischen Kreise einer Fläche eine [60 
oder mehrere infinitesimale Berührungstransformationen, 
so sind drei Fälle denkbar: 

Entweder gibt es zehn derartige Transformationen, und 
dann hat die Fläche konstante Krümmung, während die 
betreffenden Kreise durch eine Relation von der Form: 


are 
darstellbar sind. 

Oder auch gibt es zwei konforme Punkttransforma- 
tionen; dann ist die Fläche abwickelbar auf eine spezielle 
Rotationsfläche; nur ausnahmsweise werden insbesondere 
auch die geodätischen Linien durch diese beiden Transfor- 
mationen unter sich permutiert. 

Im dritten und allgemeinen Falle gibt es nur eine. in- 
finitesimale Transformation; dann ist die Fläche abwickel- 
bar auf eine Fläche, die unendlich oft mit sich selbst ähn- 
lich ist. 


9. Wir fanden früher, daß die gesuchte infinitesimale Berührungs- 
transformation W immer die Form: 


(15) W(a,y,y)=22(8, y)Yy —&(, y)y +nle, y) 


besitzt. Diese Form ist einer bemerkenswerten geometrischen Inter- 
pretation fähig, wie jetzt gezeigt werden soll. 
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Man wähle einen arbiträren Punkt &, y und führe auf die hindurch- 
gehenden Linienelemente &, y, y’ unsere infinitesimale Transformation: 





ö le Ö ei 

ee kr Tas Ada 
y ‚3 42 ‚4d2 dn dE je WhE 
er er Try der er 





aus. Die neuen Lagen: + öx, y-+ öy, y’+ öy’ dieser Linienelemente 
bilden eine infinitesimale Kurve, Asch den Ort der Punkte: [61 
x + 6x, y+ öy, und zwar behaupte ich, daß alle Punkte: + 6x, 
y+ öy dieselbe geodätische Distanz von einem gemeinsamen Punkte, 
nämlich von: 


s+E£öt, y+ndt 


besitzen. Die Distanz zwischen den beiden Punkten: (+62, y+ öy), 
(+ &£öt,y-+n6öt) hat ja nämlich den Wert: | 





ds = Vz(dx — Eöt) (öy— ndt) = V— 2328, 


der von y’ unabhängig ist. 


Jede infinitesimale Berührungstransformation von der 
Form: 


W=22la,yJYy—E&y+n 


transformiert also jeden Punkt der Fläche in eine infini- 
tesimale Kurve, deren Punkte konstante geodätische Di- 
stanz von einem gewissen Punkte haben. 


Verlangt man andererseits die allgemeinste infinitesimale Berüh- 
rungstransformation, welche die soeben besprochene Eigenschaft besitzt, 
so erhält man die Bedingungsgleichung: 


a ‚dW, 


day day —Wı)= I, Y); 


wo II eine arbiträre Funktion von &, y bezeichnet. Durch Differentiation 


hinsichtlich y’ folgt: 
d:W, ‚daW 
En (ya em) =0, 


sodaß W immer die früher betrachtete Horn (15) besitzt. 
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XXVlIlIla. 
Selbstanzeige von XXVIII. 


F.d.M. Bd. XVI, Jahrg. 1884, S. 660. Berlin 1887. 


Die geodätischen Kreise einer Fläche werden durch eine Differential- 
gleichung dritter Ordnung zwischen den Gaußischen Koordinaten dar- 
gestellt. Es wird verlangt, daß die Differentialgleichung eine oder mehrere 
infinitesimale Berührungstransformationen gestattet, und nach den 
möglichen Fällen gefragt. Diese Frage, die auf ziemlich komplizierte Rech- 
nungen führt, wird vollständig erledigt. Unter den erhaltenen Resultaten 
mögen hier die folgenden hervorgehoben werden. 

Die Flächen konstanter Krümmung sind die einzigen, deren geodä- 
tische Kreise sich durch eine Relation von der Form: 


| @- + y-der=0 
darstellen lassen. 
Die geodätischen Kreise einer Fläche gestatten entweder zehn oder 
zwei oder eine oder gar keine infinitesimale Berührungstransformation. 
Es gibt einige auf gewisse Rotationsflächen abwickelbare Flächen, 
deren geodätische Kreise zwei infinitesimale und konforme Transfor- 
mationen gestatten, unter denen eine und nur eine gleichzeitig die geo- 
dätischen Linien unter sich vertauscht. FR 


XXIX. 


Über die allgemeinste geodätische Abbildung [e2 
der geodätischen Kreise einer Fläche. 
Von Sophus Lie. 


Archiv for Math. Bd. IX, Heft1, S. 62—68, Kristiania 1884. Gedruckt 24.1. und 
14. 2. 84. 


1. In dieser Abhandlung suche und bestimme ich das allgemeinste 
Entsprechen zwischen den Punkten zweier Flächen, bei dem den geo- 
dätischen Kreisen der einen Fläche ebensolche Kurven auf der zweiten 
Fläche entsprechen. Eine solche gegenseitige Abbildung zweier Flächen 
ist offenbar immer möglich, wenn dieselben auf einander abwickelbar sind, 
oder, wenn die eine Fläche auf eine mit der zweiten ähnliche Fläche ab- 
wickelbar ist. 

Schließe ich diese beiden, sozusagen evidenten Fälle 
aus, so müssen, beweise ich, beide Flächen auf Rotations- 
flächen abwickelbar sein; und dabei kann sogar die eine 
Rotationsfläche ganz arbiträr gewählt werden. 

Die nachstehende Note gibt daher, wenn ich nicht irre, einen neuen 
und interessanten Beitrag zu der allgemeinen von Weingarten, Bour 
und deren Nachfolgern herrührenden Theorie aller Flächen, die auf Ro- 
tationsflächen abwickelbar sind. 

Die folgenden Entwickelungen haben eine gewisse Analogie mit 
einer von Beltrami!) und Dini?) herrührenden Theorie, zu der auch ich’) 
etwas hinzugefügt habe. 


$1. Analytische Formulierung des Problems. [63 


2. Ist zwischen den Punkten zweier Flächen ein Entsprechen fest- 
gestellt, so gibt es nach einer Bemerkung von Tissot im allgemeinen 
auf dereinen Fläche zwei einander orthogonal schneidende Kurvenscharen: 


x = Vonst., y= Const., 





1) Annali di matematica, Serie I, t. 7. 
2) Annali di matematica, Serie II, t. 3. 
3) Math. Ann. Bd. XX, S. 419. [D. Ausg. Bd. II, Abh. IV (1882), Note 1.) 
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deren entsprechende Kurvenscharen auf der zweiten Fläche: 
= Const., y= Const. 


ebenfalls ein Orthogonalsystem bilden. Dieser Satz ist nur dann ungültig, 
wenn der einen und nur der einen Schar von Minimalkurven!) der einen 
Fläche ebensolche Kurven auf der zweiten Fläche entsprechen. Wir 
sehen vorläufig von diesem Ausnahmefalle ab. 

Das Entsprechen zwischen den Punkten der beiden Flächen kann, 
wenn wir die soeben besprochenen Orthogonalsysteme als Gaußische 
Koordinatenlinien wählen, durch die beiden Gleichungen: 


wear, =D 


bestimmt werden. Dabei hat das Bogenelement der einen Fläche die 
Form: 


d2=Edxe?+Gdy, 
und dasjenige der zweiten die Form: 
dsı = EL da? + G, dy. 


3. Die geodätischen Kurven der ersten Fläche werden nach Gauß 
bestimmt durch die Gleichung: 








dG dE dG dE dG 
N Re Bi bed 

we By dy Ay vg dx d EV 

FT RLS 2EG gt EG OR 


Also werden die geodätischen Kreise dieser Fläche bestimmt durch: [64 


4 y" FRE & Su y" ehe & 


ee ET IR ST, 
dz 











= Donst., 


oder durch eine Gleichung dritter Ordnung von der Form: 


[270 [7 E 2G 2 [2 >\ G 
4.74 rt y We, Y; y)+42(e, Y; Yen: 





Dementsprechend werden die geodätischen Kreise der zweiten 
Fläche bestimmt durch: 


[ZZ „ E, 2G, ki; „ ’ ' 
A; een +yY" Wa, y,y)+A@yy)=°. 








1) Minimalkurve nenne ich eine Kurve, deren Bogenlänge gleich Null ist. 
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Sollen daher diese beiden Differentialgleichungen identisch dieselbe 
Form besitzen, so muß zunächst: 


Eu ER, +26, y'? 
E+Gy? E-+Gy”? ’ 





sein, das heißt: 
S=-: Be BEI IE 
Unsere beiden Bogenelemente haben somit die beiden Formen: 
d?=E(d2? + Ady?), 
ds —=E, (da? + Ad), 
womit der folgende Satz erhalten ist: 


Bei dergesuchten Abbildung entsprechen beiden Scharen 
Minimalkurven auf der einen Fläche ebensolche Kurven auf 
der zweiten Fläche. Die Abbildung ist somit konform. 


4. Wir können daher voraussetzen, daß die Bogenelemente der beiden 
Flächen schon die Form: 


dse—=Z(x,y)-"dady, d?=Z, "dady 


haben, und daß dabei das Entsprechen zwischen den Punkten der [65 
beiden Flächen durch die Gleichungen: 


z=%, y=y 


bestimmt wird. Dann ist nach der vorangehenden Note, wenn wir: 





setzen: 
[770 ra [23 R / RK I 
Y —3y VNRIZU TIGY»0 


die Differentialgleichung der geodätischen Kreise der ersten Fläche, und 
dementsprechend, wenn wir: 


setzen: 


[22 Va 2 R ’ 3 ’ 
Pe Wera elzy 0 


die Differentialgleichung der geodätischen Kreise der zweiten Fläche. 
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Unser Verlangen findet daher seinen analytischen Ausdruck in den 
beiden Gleichungen: 


a2 u: Vz Nm, 


BI amt ZIP 2 a: 








$2. Allgemeine Erledigung des aufgestellten Problems. 


5. Zur allgemeinen Integration der beiden soeben aufgestellten Dit- 
ferentialgleichungen setzen wir: 


=n,.h, 


woraus, wenn wir von dem einfachen Falle, daß 2 eine Konstante [66 
bezeichnet, absehen: 











dlo nr dl ae 
„410g Z TR EL 
dz Re dy a: 
und: 
dl 2 dn —2 
(1) re YW); ce X (®), 


wo Y nur von y, X nur von x abhängt. 


6. Zur Vereinfachung unserer Gleichungen führe ich x, (x) und y,(y) 
als neues x und neues y ein; dann werden: 


-2dedy 


4’ 2 ey U"da,dyı; 


de = A day -da,dyı = = U, ’da,dy, 


die neuen Formen der Bogenelemente. Dabei wird: 


U=9U, 
dQ  7_2 x dy, 
ae -IHYyie= Ur, 
wi 2 en 
u=2 20, Unxe 


Wählen wir daher, wie wir können, y, und x, derart, daß die Relationen: 


yh_], xalı 


dy dz 
bestehen, so wird: [67 
AN 7 .dR re 
ag 
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In den Gleichungen (1) können wir daher ohne Beschränkung: Y=X =1 
setzen, woraus: 


sodaß 2 die Form 2(2 + y), und dementsprechend Z die Form Z (2 + y) 
besitzt. 

%. Unsere Annahmen liefern daher nur die auf eine Rotationsfläche, 
und zwar auf eine ganz beliebige Rotationsfläche abwickelbaren Flächen. 
Für 2 erhalten wir den Wert: 


2 - [Zi + y)"d(@+y). 
Jede (Rotations-)Fläche mit dem Bogenelemente: 
d®=Z(z + y)"?dedy 


läßt sich daher in soleher Weise auf einer Fläche mit dem 
Bogenelemente: 


d:= (Za@+y)fZrdle + y)) "dady 


abbilden und zwar durch die Gleichungen: 2=x, y=y, daß 
den geodätischen Kreisen der einen Fläche ebensolche 
Kurven auf der zweiten entsprechen. Es ist einleuchtend, 
daß die entsprechenden Bogenelemente ds und ds, im all- 
gemeinen nicht in konstantem Verhältnisse stehen. 

8. Im Vorangehenden sahen wir von dem Falle ab, daß die Minimal- 
kurven der einen Schar durch die Abbildung in ebensolche Kurven über- 
geführt wurden. Es ist leicht, zu beweisen, wie ich bei einer anderen Ge- 
legenheit näher ausführen werde, daß dieser Ausnahmefall nichts Neues 
liefert. 

9. Das in dieser Note erledigte Problem läßt sich folgendermaßen [68 
verallgemeinern: Man kann in allgemeinster Weise zwei Flächen suchen, 
die derart durch eine Berührungstransformation auf einander be- 
zogen sind, daß geodätischen Kreisen der einen Fläche ebensolche Kurven 
auf der zweiten entsprechen. 

10. Hier nur noch die folgenden Bemerkungen. 

Die Differentialgleichung zweiter Ordnung aller Kurven auf einer 
beliebigen Fläche, deren geodätische Krümmung eine gegebene Funktion 
der Lage des betreffenden Punktes darstellt, gibt durch Differentiation 
eine Gleichung von der Form: 


TU UNEERyY)-0 
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mit dem bekannten Multiplikator y’-?. Daher liefern Jacobis Theorien 
unmittelbar einen Multiplikator der Gleichung zweiter Ordnung. 

Gestattet nun dieselbe eine (bekannte) infinitesimale Transformation, 
so kommen meine allgemeinen Theorien zur Anwendung. Ist insbesondere 
die betreffende Fläche abwickelbar auf eine Rotationsfläche, so verlangt 
die Gleiehung zweiter Ordnung nur Quadratur. Dieser allgemeine Satz 
ist in zwei speziellen Fällen schon gegeben von Bour (Eeole pol. 
t. XXII, p. 79—80) und von Darboux (Comptes Rendus, Januar 1883). 
Ich darf im Übrigen bemerken, daß die zitierten Untersuchungen des 
letztgenannten Forschers sich teilweise mit meinen älteren Arbeiten in 
Zusammenhang bringen lassen. 


XXIXa. 
Selbstanzeige von XXIX. 


F.d.M. Bd. XVI, Jahrg. 1884, S. 659—660. Berlin 1887. 
Hat das Bogenelement einer Fläche die Form: [659 
d?=Z(e+ y)""dzdy 


und das Bogenelement einer anderen Fläche die Form: 


as= |Za +yı) [ZA +y)) Andy, 


so werden diese beiden Flächen durch die Gleichungen: , = 2, yı = y 
derart auf einander bezogen, daß den geodätischen Kreisen der einen 
Fläche auf der anderen ebensolche entsprechen. Die erste Fläche ist, wie 
man sieht, eine ganz beliebige, auf eine Rotationsfläche abwickelbare 
Fläche. 

Verlangt man überhaupt die allgemeinste Bestimmung zweier Flächen, 
die, ohne auf einander abwickelbar zu sein, sich nichtsdestoweniger derart 
auf einander abbilden lassen, daß den geodätischen Kreisen der einen 
Fläche ebensolche auf der anderen Fläche entsprechen, so erkennt [660 
man, daß die Bogenelemente der betreffenden Flächen die oben aufge- 
stellten Formen erhalten können. L. 


XXX. 
Sätninger. 


(Sätze.) 
(Aus dem Norwegischen übersetzt.) 
Christ. Forh. Aar 1887, Oversigt S. 4—5. Christiania 1888. 
Gemeinsame Sitzung vom 18. Februar 1887, Oversigt 8.4, 2.6 v.u. — 8.5, 2.16. 


Zur Aufnahme in die Übersicht legte der Sekretär folgenden [4 
(norwegischen) Brief von Sophus Lie vor. (Der Brief war durch ein 
Versehen erst am 10. Februar dieses Jahres an den Sekretär gelangt, 
während der Poststempel zeigte: Leipzig 16. August 1886): 

Ich gestatte mir hiermit, der Gesellschaft zur Aufnahme in die Über- 
sicht folgende Sätze zuzustellen: 

1. Hat man alle algebraischen Minimalflächen bestimmt, die [5 
in eine gegebene Fläche: U = 0 eingeschrieben sind, so kann man dasselbe 
Problem für alle Flächen: V = O lösen, die aus: U=0 durch eine alge- 
braische Berührungstransformation hervorgehen, die Minimalflächen ın 
Minimalflächen überführt. Alle: V =0 befriedigen eine bekannte par- 
tielle Differentialgleichung zweiter Ordnung. 

2. Die Gleichungen, die alle Bewegungen in einem Euklidischen oder 
nichteuklidischen Raume von n Dimensionen bestimmen, haben nur 
zwei Eigenschaften, die bei Einführung von neuen Veränderlichen un- 
geändert bleiben: Sie bestimmen eine Transformationsgruppe. Wird eın 
beliebiges reelles Konnexelement festgehalten, so bleibt ein Parameter 
frei; zugleich dreht sich jedes reelle Flächenelement, das das festgehaltene 
Konnexelement enthält. 


Seeburgstraße 5, Leipzig. Ehrerbietigst 
Sophus Lie. 
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